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1. Soient 2 C R dénombrable, A =P (), et P = (p(w) |w € Q) une probabilité sur (£2, A), c.a.d.,
VweQ, pw) >0 et Zp(w) =1.

weN

Le nombre m(P) = Z wp(w) (8'll existe) s’appelle la valeur moyenne de P.
weN

(a) Pour la loi P de Poisson de paramétre A > 0 sur N,

A’ﬂ
0=N={0,1,2,...}, p(n):e_’\ﬁ,
on trouve
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(b) Pour la loi binémiale P de parameétres p et n,

Q={0,1,...,n}, p(k)= <Z) PP (1 =p)" " avec <Z> =Ct=_—"__

on trouve
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(c) Pour la loi géométriqgue P de paramétre p sur N*,

Q=N"={1,2,3,...}, p(n)=p(l—p)" ",

on trouve
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Rappel Avec la série géométrique on obtient
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En particulier, pour z =1 — p,
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> .
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2. A la cantine, il y a des spaghettis accompagnés de morceauz de jambon. De combien de morceaux
de jambon a-t-on besoin en moyenne dans une portion, pour qu’en moyenne seulement une
portion sur 100 soit sans jambon ?

On a

n

p(n) := P{“n morceaux de jambon dans une portion”} = e_)‘—'7 n=0,1,2,...
n!

ou A > 0 est la valeur moyenne. L’égalité

A1
S
P(O0) =50 = oo

donne e* = 100 ou A = log 100 ~ 4.605. Par conséquent, en moyenne 4.6 morceaux de jambon
sont nécessaires pour qu’au maximum une portion sur 100 soit sans jambon.
3. (a) On note N resp. Ry I’événement selon lequel la k-iéme boule tirée soit noire resp. rouge.
i. Alors
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]P)(Nz):]P)(leNQ)JFP(NlﬂNQ):r—l—n 7“+n—|—d+r—|—n r+n+d n+r’

ii. De plus, on trouve
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(b) On remarque d’abord que
n
P(Ny) = .
( 1) n-+r
D’autre part ’'on a
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P(N) = Y P({i boules rouges} N {k — 1 — i boules noires} N {au k-iéme tirage une boule noire})
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(c) Enfin,

P(Ny N ...N Ny,)
JHm PNy [N 0.0 N = L e
im (N1 | Ny k) = EEOIP’(NQQ .M Ny)
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. Soit © dénombrable et A = P(2). Etant donné deux probabilités P, Q sur (€2,.4), on pose
q(w) q(w) q(w)
H(Q|P) := qwlog(): plw)=—=log | —= |,
(@)= 2 al)log {55 ) = 2 ) ylo {05

ou H(Q|P) := 400 si Jw € Q tel que p(w) =0, g(w) # 0.
Pour la fonction continue

xlogx sixz >0
u(z) = .
0 six =0,

on remarque que u(x) > x — 1 pour tout x > 0, et que u(x) = 0 si et seulement si x € {0,1}.

a) Soit H(Q|P) < oo, alors

HQIP) =Y pw)u (Q(w)> >3 pw) (q(‘”) _ )

2"y ) = 27 i)
N 1) L
—%p( )p(w) Q;Qp( )=1-1=0

Soit H(Q|P) = 0, alors
U (q(w)) =0 pour tout w € Q avec p(w) # 0,
p(w)
et donc P = Q.
En résumé, 'on a 0 < H(Q|P) < oo, et H(Q|P) = 0 si et seulement si Q = P.
b) Soit card(€2) < oo et soit P la loi uniforme sur €2, c.a.d. p(w) = 1/card(€2) pour tout w € 2.

Alors
=— Z p(w) log p(w (Z p(w > log card(Q2) = log card(92).

weN weN
D’autre part, pour toute probabilité Q sur (£,.4) on trouve

0<H@Q[P) =) q(w)[logg(w) —log p(w)]

wenN

= Z )[log g(w) + log card(Q)] = —H(Q) + H(P),
weN

ce qui donne
H(Q) < H(P) pour toute probabilité Q sur (£2,.4).

Par conséquent, parmi toutes les probabilités sur €2, la loi uniforme a ’entropie maximale.



c)

Soient 2 = N*, p € |1, 00[ et soit P la loi géométrique de moyenne m(P) = p = 1/p.
Alors pour toute probabilité Q sur (2,.4) avec m(Q) = u, on obtient:

q(n)
(I—p)'p
=—H(Q) - > q(n) [(n—1) log(1 — p) —log p]

n

0< HQIP) =Y q(n) log

n

= —-H(Q) — (1 — 1) log(1 —p) — logp,

ce qui donne en particulier pour Q = P:

H(P) = —(p—1) log(1 — p) — logp,

et donc H(Q) < H(P).
Par conséquent, parmi toutes les probabilités sur € de valeur moyenne i, la loi géométrique
de parametre p = 1/u a lentropie maximale.

Soient Q = {w = (w1, wa,...,wy) |w; € {0,1}, i=1,...,n} et Sp(w) = 21" | w;. Soit P la
probabilité sur 2 avec
plw) = p™ ) (1 = p)=Su(©)

D’abord, on constate que

Do)=Y, > sa-pt

5 (1) rra-pr e

weN k w:Sy(w)=k
et
n - n o
D Sa@pw) =Y Y. kpFa-prF=>"k (k> Pr—p)"F=np=p
we k=1w: Sy, (w)=k k
Alors

H(P) = - Y p(w)[Sn(w) logp — (n — S, (w)) log(1 - p)]

we
= —np logp + (n — np)log(1l — p)
= —n[plogp+ (1 —p)log(l —p)].

Soit maintenant Q une probabilité quelconque sur  avec ) ¢, Sn(w)p(w) = u, alors

0< HQIP) =) q(w)[logq(w) + Sn(w) logp — (n — Sn(w)) log(1 - p)]
wEN
= —H(Q) + [ulogp+ (n— p)log(1 — p)]
=—-H(Q) + H(P)

et par conséquent H(Q) < H(P). Parmi toutes les probabilités Q sur Q avec
Y wea Sn(w) qw) = p, la loi p(w) = p3r (@) (1 — p)»=5() ou p = p/n, a donc Pentropie
maximale.



