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1. On considere 'espace de probabilité (©2, 2(Q2),P), ou
Q= {110,101,011,000}

est muni de la tribu de ses parties et ou PP est la probabilité uniforme:

VACQ, P(A)= |QA||7

cad., P({w}) = 1 pour tout w € Q2. Considérons les trois événements:
A; = {le i-iéme chiffre est 1}, ¢=1,2,3.

Alors,
A; = {110,101}, A, ={110,011}, A; = {101,011},

et donc
|Z| 2—1 ,=1,2.3
—-==, §= .
27 b}

P(4;) = o] 1

D’autre part, 'on a
Ay N Ay ={110}, A;nNAs3={101}, A;n A;={011},
et donc 1
P(A;1NAy) =P(A1NA3) =P(A2 N A3z) = 1
Il en résulte que:
Vi, je{1,2,3}, i#j, P(AiNA;) =P(A4;)P(A4)).

On constate alors que les événements A1, As, A3 sont indépendants deux a deuzx.

Mais Aq, A, A3 ne sont pas indépendants:
1

On a A1 N A2 N A3 = @, et donc 0 = ]P)(Al ﬁAg n Ag) 7& P(Al)]P(AQ)P(Az;) = g .

2. On a deux événements A, B indépendants avec P(A) = P(B) = 1/2. D’abord on constate

IP(AHB):IP(A)XIP’(B):%;
1 1 1 3
IP(AUB):]P’(A)+IP’(B)—IP’(AQB):5-1-5_1:1.
Pour C=AAB=(AUB)\ (AN B), on trouve
3 1 1
P(C) = P(AUB) —P(ANB) = > — ~ — -
(€)=PAUB)-P(ANB) = -7 =2
D’autre part, I'on a
ANC=AN(AAB)=A\(ANB);
BNC=BN(AAB)=B\(ANB);
et donc
P(ANC) = P(4) —P(ANB) = 2 — ~ = -
B T2 41
]P’(BOC):IP’(B)—IP(AQB):%_i:%



Il en résulte que:
1 1
P(ANC)=PA)PC) = 1 et P(BNC)=P(B)PC)= 1
On trouve alors que les événements A, B, C sont indépendants deuzx o deuz;

mais A, B,C ne sont pas indépendants:
P(ANBNC)=Pw@)=0#PA)PB)P(C) =-.

. Soit (£2, o7, P) une espace probabilisé. Il faut trouver trois événements A, B et C' tels que

e A et B sont indépendants;
e B et C sont indépendants; mais

e A et C ne sont pas indépendants.

Par exemple, on fixe A € & quelconque tel que 0 < P(A) < 1.
Alors on peut prendre B := Q et C := A.
Plus généralement: 11 suffit de prendre deux événements A, B independants avec 0 < P(A) < 1.
Alors A est indépendant de B, et B de A, mais A n’est pas indépendant de A.
. On considere
Q= {w = (w1, wa,ws) | w1, wa,ws € {P, F}}
et

Alors 'on a

AnB={(P,P,P), (P,P,F), (P,F,P)}.
(a) Soit P la loi uniforme sur Q, c.a.d. Vw € Q, P({w}) = 1/8. Alors
3 4 4 1
2 P(ANB) #P(APB) = = x - = ~.
S —P(ANB) £PAP(B) = § x ¢ = |

Par conséquent, A et B ne sont pas indépendants.

(b) Soit P la probabilité sur €2, définie de fagon suivante:

P((P,F,F)} = P{(F,P,P)} = |

P{(P,P,P)} =P{(P,P,F)} =P{(P,F,P)} =
= P{(F,F,F)} = P{(F,P,F)} = P{(F,F,P)} = % _

Alors 'on a

1_1,1 1—IP(AmB):P(A)><]P(B):(1+1+1+1) !

4127712 12 12 12 12 4)  4°

Par conséquent, A et B sont indépendants par rapport a P.
. On veut montrer que deux événements A et B peuvent étre indépendants, et ne plus l'étre
conditionnellement & un événement C'.

Supposons A et B indépendants et C := A U B; alors

_P(ANBNC) P(ANB) _P(A)P(B)
FANBIO =""%) = "B) — B0

=P(A)P(B|C) car BNC =B

£ P(A|C)B(B|O),

des que P(A) >0, P(B) >0et P(C) =P(AUB) < 1.




6. Soit (4;);ecs une famille d’événements indépendants, et I = I Uy ot Iy NIy = &. Soit (B;)ier
la famille d’événements définis par:

B, = A; S? ’L:GIl,
A siie .

On veut montrer qu’alors la famille (B;);cs est aussi indépendante.

Il faut démontrer que, pour toute partie finie K de I, on a:

P(ﬂ BZ-) =[[rB)

€K ieK

Soit K = {i1,...,i,}. Par hypothese, les événements {4;,, ..., 4; } sont indépendants. Il suffit
de démontrer que la famille reste indépendante si on remplace dans cette famille un événement
A, par A . Sans restrictions (apres rénumérotation), il suffit de remplacer A;, par Af . Mais
on trouve:

P(AS NA;, N...NA ) =P(QNA;, N N4\ (A, N4, N NAL))
(QNA,N...NA;,)—P(A,NA,N...NA;)

=P(AS)P(As,) - ... P(Ay).

Donc, si la famille (4;,,...,4;,) est indépendante, alors (A{,A;,,...,A;,) est aussi
indépendante. En remplacant successivement dans (A;,,...,A;, ) les A; par A{ pour les
i € K U I, on obtient que si (A;,,...,A;,) est indépendante, alors aussi (B, ..., B, ).
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