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1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.

(a) Montrons que E[X] < oo si et seulement si la série de terme général P{X > n} converge.
En fait, d’abord on remarque que E[X] est bien définie, car X > 0. Par définition de
I’espérance, ’on a:

E[X] =) nP{X =n}

=1-P{X=1}+2-P{X =2} +3-P{X =3} +4-P{X =4} +...
—P{X =1} 4+P{X =2} +P{X =3} + P{X =4} +...
FP{X =2} +P{X =3} + P{X =4} +...
FP{X =3} +P{X =4} +...

+P{X =4} +...
=P{X>0}+P{X>1}+P{X >2}+P{X >3} +...
=Y P{X >n}.
n=0
En particulier, on trouve que
E[X] < oo si et seulement si Zn]P’{X >n} < oo,
n=0
et qu’alors:
E[X] =Y P{X >n}.

n>0

(b) Soit X maintenant une variable géométrique de parametre p.
On rappelle que
J:TL

1—2a’

|z| < 1.

n n 1

Zxk—l 2k =

k=1 k=0
Il s’ensuit que

n

]P’{X>n}:l—i]P’{X:k}:l—Z(l—p)k’lp

k=1 k=1
n
- 1-(1-p"
=1-p) A-pft=1l-p—r—"s=(01-p",
; 1-(1-p)
et donc
E[X]:iIP’{X>n}:i(l—p)"zézl.
n=0 n=0 1- (1 _p) p
2. Soit g: [0, 00[ — [0, 0o strictement croissante. Pour a > 0 on veut démontrer que
Elg(|X
P{|X| > a} < M
g(a)

D’abord on remarque que g(a) > 0 pour a > 0. Alors, on obtient:

Elg(1XD] = E[g(1X]) 1x|>a}] = 9(a) E[1{x|5a}] = 9(a) P{|X| > a}.



3. Dans une urne, se trouvent n boules semblables, qui sont numérotées de 1 a n. On tire au
hasard deux boules I'une apres l'autre, sans les remettre dans I'urne. On note X le numéro de
la premiere boule tirée et Y le numéro de la deuxiéme.

On modélise cette situation de la fagon suivante:

Q={w=(w1,w2): wi,we €{l,...,n}, w1 #Fwa}; & =2(Q);
1 1

P{(WI’WQ)} = card(Q) = n(n_ 1) v(wlaLUQ) S Q,

X:Q—>R, X(w)=w, et

Y:Q-R, X(w)=uws.

On vérifie facilement que pour tout k € {1,...,n},

P{X =k} =P{(k,1),...,(k,k—1),(k,k+1),...,(k,n)}

=P{(k, D)} +...+P{(k,k =D} +P{(k,k+ 1)} +... + P{(k,n)}
n—1

1
card(Q)  n’
De méme, on a P{Y = k} = % pour tout k € {1,...,n}.
On note d’abord que les variables X et Y ne sont pas indépendantes :
. 1
P{X=1Y=1}=P@)=0; mais P{X=1}-P{Y =1} =3
On a:
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2 2
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N 2PIY — k) > +D)@n+1) _ (n+ D@20+ 1)

_;k P{X =k} = Zk 5 = . ;

E[XY] ikw{x—k,y—z}—zﬂ:n(w = D ZM
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Il résulte alors que:

var(X) = B[X?] - (E[X])?
_(+D@n+1)  (n41)?

6 4
~(n+1n-1) n*-1
N 12 12

=var(Y);
cov(X,Y) = E[XY] — E[X] - E[Y]
(n+1)Bn+2) (n+1)?

12 4
n+1 n+1
= 2_ — e .
2 (3n+ 3n —3) 17
cov(X,Y cov(X,Y n+1 12 1
o(X)o(Y) var(X,Y) 12 n?2-1 n—1

4. Soit X une v.a.

(a) Comme la fonction Fx: a — P{X < a} est croissante et continue & droite, il existe un
nombre M € R tel que P{X < M} < 1 <P{X < M}.

(b) Admettons sans aucune restriction que a < M, alors pour presque tout w € & on a:
X —a|— X —M|=(M-a) (2 1xs>m(w) — 1) + 2(X — a)1{gex <} (w).
En utilisant l'estimée P{X > M} > 1 et en évaluant I'espérance conditionelle on obtient:
B[|X — of — X — M]]
(M —a)2P{X >M}— (M —a)+2E [(X —a)liscx<r]
(M —a)— (M —a) +2E [(X - a)]-{a<X<JV[}]
0.

>
2

(¢) On utilise (b) avec a = E[X] et I'on applique 'inégalité de Holder:

E|X — M| <E|X —E[X]| < E[|x —E[Xx][*]"*.



