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CHAPTER 1

Phénomeénes aléatoires et modéles probabilistes

Stochastique (en grecque et latin: oroyaleoc¥ar = coniecturare ou oToXQOTLET
TEXVN = ars coniectandi) est la théorie des phénomeénes aléatoires et a pour but la
description mathématique du hasard.

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne connait pas le résultat
a ’avance.

1.1. Espaces probabilisés discrets

NoOTATION 1.1. Pour une expérience aléatoire on note {2 I’ensemble des résultats
possibles. Supposons que {2 soit dénombrable.

DEFINITION 1.2 (distribution de probabilité). Une distribution de probabilité
sur 2 est une fonction p: Q — [0, 1] telle que

> pw)=1.
weN

REMARQUE 1.3. Si  est infini dénombrable (|| = c0) et Q = {w1,w2,...} un
dénombrement de (2, alors la série

> p(w) = lim > plwr)

weN
est indépendante du dénombrement, car p(w) > 0 pour tout w € €.

La premiére étape de la modélisation mathématique d’une expérience aléatoire
consiste a spécifier I’ensemble € des résultats possibles de cette expérience. Quand
on parle de choix «au hasard » sur un ensemble fini, on sous-entend souvent que
ce choix est fait au moyen de la probabilité uniforme, c.a.d. en donnant & chaque
élément de I’ensemble €2 les mémes chances d’étre choisi.

EXEMPLES 1.4.
(1) Lancer d’une piéce de monnaie: = {P,F} et p(P) = p(F) =1/2.
(2) Lancer d’'un dé: Q= {1,2,3,4,5,6} et p(i) = 1/6 pour tout i € Q.
(3) Lancer d’un dé jusqu’a 'obtention d'un 6: Q= {1,2,...} =N* p(i) =7
Naturellement on a
p(i)=(1—p)~'p pouri=1,2,... (avecp=1/6).
1 faut vérifier que >, p(i) = 1.

1
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En effet,
S opli)y=> _(1-p'p
i>1 i>1
) 1 1
=p) I-p)=p—F—<=p--=1
2 (1-7) 1-(1-p) p

>0
(4) Lancer deux fois un dé: Q= {(1,1),(1,2),...,(6,6)} et p(s,j) = 1/36.

DEFINITION 1.5 (événement). Soit 2 'ensemble des résultats possibles d’une
expérience aléatoire. On appelle événement toute partie A de €, c.a.d.,

ACQ ou Ae Z(Q):={B: BCQ}.

EXEMPLE 1.6. (Nombre de clients connectés & un serveur a un instant)
On pose @ =N=1{0,1,2,...} et

A={neN|100 <n <1000} ou B={neN|n>10.000}

sont des événements.

EXEMPLES 1.7. Dans les Exemples 1.4 on peut regarder les événements suiv-
ants:

(1) «On obtient face»: A= {F}.

(2) «On obtient un nombre pair»: A = {2,4,6}.

(3) «Le premier 6 n’apparait pas avant le 3-iéme coup »: A = {3,4,5,...}.
(4) «Deux fois le méme nombre»: A ={(1,1),(2,2),...,(6,6)}.

DEFINITION 1.8 (espace de probabilité). Soit Q2 dénombrable, p une distribution
de probabilité sur Q2 et & := P(2) = {4 | A C O} le systéme des événements.
Alors pour A € o on appelle

weA

la probabilité de A. On dit que l'application P est une probabilité sur (Q, <) et
on appelle le triple (Q, o7, P) espace de probabilité (discret) ou espace probabilisé
(discret).

Attention On ap: Q — [0,1], mais P: Z(Q) — [0,1]. Donc p(w), mais P({w}).
EXEMPLE 1.9. (Lancer d’un dé)

Soit @ ={1,2,...,6}. L’événement d’obtenir un nombre pair est représenté par le
sous-ensemble A = {2,4,6}. On obtient:

+171
6 2

S| =

]P)(A) = p(2) + p(4) +p(6) = é +
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En termes d’événements En termes des ensembles
(Terminologie probabiliste) (Terminologie ensembliste)
resultats possibles w € Q (points de Q)
A, B événements A, B C Q (sous-ensembles de 2)
Aet B ANB
AouB AUB
non A (contraire de A; A ne se produit pas) Ac=Q\ A
A et B sont incompatibles ANB=9g
A implique B ACB
A I’événement certain A=Q
A I'événement impossible A= =QF°

THEOREME 1.1. Soit (2, 7, P) un espace de probabilité (discret). Alors on a
les deux conditions suivantes:

(A1) P() =1
o0 o
(A2) P UAZ' = ZIP’(Ai) pour touts A1, As,... 2 a 2 disjoints dans )
i=1 i=1
(c.a.d. A;NA; =@ pouri#j).
DEMONSTRATION. La condition (A1) est évidente, car
P) = plw) = 1.
weN

Pour (A2) on a

P (,U Ai> = 3 @ P Y plw) = 3P,

welJe, A; i=1 weA;

ou pour (x) on utilise le fait que A; N A; = & si i # j. O

REMARQUE 1.10. Soit &7 = () avec 2 dénombrable. Alors toute application
P: o/ — [0, 1] satisfaisante les conditions (A1) et (A2) définit une distribution de
probabilité p via
p(w) = P({w}).
Autrement dit:

(1) Toute distribution p de probabilité sur 2, c.a.d. toute application p:  —
Ry telle que }° ., p(w) = 1, définit une probabilité sur (€2, 2(Q)) via

P(A) = pw).
wEA

(2) Toute probabilité P sur (92, &), c.a.d. toute application P: & — R avec
(A1) et (A2), peut étre obtenue de cette facon, a partir de la fonction

p(w) = P({w}).
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COROLLAIRE 1.11. Soit (2, o/, P) un espace probabilisé discret, c.a.d. Q un
ensemble dénombrable, of = P (Q) et P: o7 — [0,1] avec (Al) et (A2).

(1) Si ACQ, alors P(A°) = 1-P(A); en particulier, P(@) = P(Q2°) = 1-P(2) = 0.
(2) On a toujours

P (U Ai> < ZIP’(AZ»)7 et ‘=" si A, NA; = pouri#j.
i=1 i=1

En particulier, lorsque Api1 = Apto = ... = 9,
(UA) ZIP (Ai), et “="si A;NA; =2 pouri#j.
i=1
(3) Si AC B, alors P(B) =P(A) +P(B\ A); en particulier P(A) < P(B).
(4) OnaP(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB).
DEMONSTRATION. (1) Pour AC Qon a
S pw)+ Y pw) =D pw), cad PA)+PA)=PQ) =1
wEA wEA® weN

(2) évident
(3) Pour AC Bona B=AU(B\A)avec AN(B\ A) = @. En utilisant (2),
on trouve P(B) =P(A) + P(B\ A).
(4) On a les décompositions disjointes suivantes:
AUB=(A\B)UB e A=(A\B)U(ANB),
et donc,
P(AUB)=P(A\ B)+P(B) et
P(A) =P(A\ B) + P(AN B).

On obient (4) par soustraction.

1.2. Probabilités sur un espace dénombrable

PROBLEME 1.12. Comment déterminer les probabilités?
(1) Approche subjective
P(A) P(A)

I’odds ratio = P(A°) = 1—IP(A)'

(2) Approche fréquentielle
On répéte une expérience n fois de fagon indépendante:

bre de fois ot A éali
£(4) = nombre de fois ot A se réalise (fréquence empirique de A).

n
Alors

P(A) = lim_f,(A)".

(3) Approche combinatoire (e.g. € fini)

Modéle de Laplace (loi uniforme sur €2): p(w) = const = p(w) = ﬁ

Par conséquent,

@ _ nombre de cas favorable

P(A) = C Q.

||  nombre de cas possible ’
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Approche aziomatiqgue (Kolmogorov 1933)
On prend (A1) et (A2) dans Théoréme 1.1 comme axiomes et on s’interesse
aux conséquences mathématiques.

EXEMPLES 1.13.

(1)

Lancer 2 fois un dé
On pose

Q={1,2,...,6}* = {(i,j) | 1 <i,j <6},
o = P(Q), et P({w}) = 1/|Q| pour tout w € €2, autrement dit,
VAeo/, P(A)=|Al/|Q.
Alors, on a pour
A :=“le total fait 4” = {(1,3),(3,1), (2,2)},
B :=“le total fait 6” = {(1,5), (5,1),(2,4), (4,2),(3,3)},
les probabilités suivantes:
P(A)||é|336112 et ]P’(B):%.
Attention La modélisation par une loi uniforme sur

) := {les totaux possibles} = {2,3,...,12}

n’est pas convenable.

Le paradoxe de Méré (Chevalier de Méré, 1610-1685)
Discuté dans une correspondance entre Blaise Pascal et Pierre de Fermat
(29.7.1654)

(a) Soit A :=“I’apparition d’au moins un 6 en lancant 4 fois un dé”. Alors

64 — 54 5\*
P(A)= — —1-(2) ~o0,518.
=" (3) ~o

Il est avantageux de parier sur A.
(b) Soit B :=“I’apparition d’au moins un double-six en lancant 24 fois deux dés”.
Alors

3624 — 3524 35\ %4
P(A) = T — =1~ (36> ~ 0,492

Le deuxiéme jeu n’est pas avantageux.

Anniversaire avec n personnes

Paul donne une féte a la célébration de son anniversaire. On cherche la
probabilité que parmi les invités une autre personne soit née le méme jour
de l'année que Paul. On note P(A) cette probabilité.

Donc, on a n personnes: Paul et les n — 1 invités. Soit
Q=1{1,2,...,365}" "V = {(i1,...,0n_1) | 1 <ir <365, k=1,...,n—1},

et soit i,, anniversaire de Paul. Les cas défavorables sont alors donnés
par:

D ={(i1, ... in_1) | 1 <ir <365, ix £in, k=1,...,n—1}.
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On trouve
Q| — |D| 364\" !
PA) =" g (22 .
(4) 1€ 365
n—1 5 10 15 20 40 253
P(A) 0,01 0,03 0,04 0,05 0,1 0,5

Anniversaire avec n personnes (suite)
Dans un amphi il y a n étudiants. Quelle est la probabilité qu’au moins
deux d’entre eux soient nés le méme jour? On note P(4,,) cette probabil-
ité.
Maintenant on a

0 ={1,2,...,365}"
(sans restriction: n < 365, car P(A,,) = 1 pour n > 365). Alors on trouve:

P(A,)=1—-P(A%) =1 — 365-364...3.65(365—71—1—1)

() ()

5 10 15 20 23 40 50 35

n
P(4,) | 0,03 | 0,12 | 025 | 0,41 | 0,51 | 0,89 | 0,97 | 0,99

La voiture et les chévres: “Ask Marilyn” (Marilyn vos Savant)

Marilyn vos Savant tient une rubrique dans Parade Magazine qui est un
supplément dominical diffusé & plusieurs millions d’exemplaires aux états-
unis. Dans cette rubrique, elle répond aux questions des lecteurs.

Question. 11 y a trois portes. On note 1 la porte avec la voiture, 2 et
3 les deux autres. Alors le déroulement du jeu est donné par une liste de
4 éléments (u,v,w,x) ol
u := la porte choisie par le joueur
v := la porte choisie par ’animateur
w := la porte pour laquelle le joueur change ou bien qu’il garde
x = le resultat: G gain ou P perte.

(a) Stratégie A: Ne pas changer.
Les déroulements possibles sont les suivantes:

(1,2,1,G0), (1,3,1,G), (2,3,2,P), (3,2,3,P)
Sous 'hypothése que chaque porte soit choisie avec méme probabil-
ite 1/3, on trouve:

1
P{“gain de la voiture”} = 3

(b) Stratégie B: Toujours changer.
Les déroulements possibles sont les suivantes:

(172737P)7 (173a27p)7 (2a37 17G)7 (3727 17G)
On obtient:

2
P{“gain de la voiture”} = 3
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THEOREME 1.2 (Formule de Poincaré). Soit (0, o7, P) un espace probabilisé

discret, et soient Ay,..., A, € &. Alors on a la formule suivante:
(1.1) P (U AZ-> = > HH+tp (ﬂ A; )
i=1 GAICLL,..., n} iel
Autrement dit:
(1.2) P(A1U...UA,) =) (=DM 3" P4, N...N4,),
k=1 1<i1 <. <ip<n
c.a.d.

}P’(Alu...UAn):zn:]P’(Ai)— Z P(A;NA;) +

1<i<jsn

+ ) PANANA)— .+ (D)"TP (4NN A,).

1<i<j<k<n

DEMONSTRATION. On démontre cette propriété par récurrence.
La formule est triviale pour n = 1 et vraie pour n = 2:

P(Al U AQ) = P(Al) + P(AQ) — P(Al n AQ), voir Corollaire 1.11 (4)

Supposons-la vraie a I’ordre n. Alors on a pour toute suite Ay, ..., A, d’éléments

de o,
(G0) () (1) )

() ernen 2.

i=1

H'Cs

Il reste & appliquer deux fois I’hypothése de récurrence:

(UA> Z P(A;) — Z P(A;, NA;,) +

i=1 1<ii<iz<n
+ ) P(A,NALNAL) — | +P(Anp)
1<i1 <ia<iz<n
- [Z]P’(Aj NAni1) = > P(A;,NA,NAun)+
Jj=1 1<j1<ga<n

+(=D"MP(AIN...NA N A1)

En regroupant les termes on obtient:

n-+1 n+1
P(U A2> :ZP(Ai)_ Z P(AilmAiz)—"

1<iy <ia<n+1

+(=1)"2P(A1N...NAu). O
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EXEMPLE 1.14. On lance 3 fois un dé et on veut calculer
P{au moins un 6}.
Pour cela on note

A; = Dévénement que le “i*™° jet donne 6”7, i=1,2,3.

Alors
1
P(Al) = P(Az) = ]P)(A3) = 8;
1
P(Al n AQ) = I[D(AQ N Ag) = ]P(Al n Ag) = %,
1

P(A; NAs N As) = 316

et donc

1 11 91
P(AjUAs UAds) =3~ -3 — 4 — — —
(AU AU A3) =3 6 2 36216 216

Autre solution Soit Q = {1,...,6}> (donc |Q| = 63 = 216) et
A = {au moins un 6}.
Alors A¢ = {1,...,5}3 (donc |A¢| = 5% = 125), et par conséquent,

B o, 59
P(A)=1-P(A°) =1 & = 916"
EXEMPLE 1.15. (Probléme du vestiaire; Montmort 1708)
Considérons la situation suivante: n personnes laissent leur manteau au vestiaire;
lorsqu’elles viennent les chercher, la dame du vestiaire distribue au hasard les n man-
teaux parmi les n invités. Quelle est la probabilité qu’aucun d’entre eux n’obtienne
son propre manteau a la sortie?

On prend pour 2 I'ensemble de permutations de {1,...,n}, c.a.d.
Q={w:{1,...,n} = {1,...,n} | w bijection},

puis & = Z2(Q) := {A: A C Q} (tribu des événements) et pour probabilité P sur
(Q, &) la lois uniforme, c.a.d.

1 1
P{w}) = @ o
Pour¢=1,2,...,n soit

A ={weQ|wi) =1}

= {“personne i obtient son propre manteau”}.

On cherche la probabilité P(A) ou

n n

A::(UA,»)CZQAZ?.

i=1
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Par la formule de Poincaré, on obtient
P(A°) =P (U AZ->
i=1

_ Xn:(_l)kﬂ Z P(A;, N...NA;)

k=1 1<ii<...<ip<n
" (n—k)!
SO EIE S =
k=1 1<i1<...<ip<n s
Ny () (k)
_Z( 2 (k) n!
k=1
S Gt R N e Vs
— _1 k+1 n _
Z( ) kl(n—Ek)! n! Z Kl
k=1 k=1
et par conséquent
P(A) =1—-P(A°)
~ (=1)*
=1+ Z Kl
k=1
n 1 k
— Z ( k') —— e 12 0,3679.
s H n—roo

1.3. Modéles d’urnes

Situation: Soient n boules dans une urne, numérotées de 1 & n; on tire k boules
au hasard. On note
U,={1,...,n}
l’urne et w1, ...,wg avec w; € U, un “échantillon de taille k”.
Analyse combinatoire

(1) L’ordre du choix est-il important ?
(w1, ...,wk) choix avec ordre (arrangement)
eg. (1,5,3,4) # (3,5,4,1)

(2) L’ordre du choix est hors de propos
[wi,...,wg] choix sans ordre (combinaison)
eg. [1,5,3,4] = [3,5,4,1]

(3) Tirage avec remise

Wi,..., W ouw; € U,
(4) Tirage sans remise
Wi,. .. ,wE ol w; € Up, w; # wj pour @ # j

Conclusion: Tl faut distinguer 4 cas, c.d.d. pour un échantillon & k éléments
parmi un ensemble de n éléments (k < n) on a 4 types de dénombrement.
(1) Arrangements sans répétition (avec ordre + sans remise)
Séoit Q={w=(w,...,wx) |wi € Up ={1,...,n}, w; # wj pour i#j}.
na

n!

\Qﬂzn(n—l)-...-(n—k—f—l)zm.
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(2)
(3)
(4)

Résumeé:

1. PHENOMENES ALEATOIRES ET MODELES PROBABILISTES

Cas particulier n = k:

0, = {permutations de U, } = {w: U,, — U, | w bijective},
et donc Q]| = n!
Arrangements avec répétition (avec ordre + avec remise)

Oy :={w = (wy,..

k
On a |Qq| = |U,|" = n*.
Combinaison sans répétition (sans ordre + sans remise)

swi| |w; € Uy ={1,...,n}, w; #w, pouri=j}.

Considérons sur €2y une relation d’équivalence (égalité mod permutation)

W) | wiy ., wi € Unt

Qg ::{wz[wh...

(W1, ..., wg) ~ (W],...,wy) < 3 permutation 7 de {1,...,k} telle que
wi =wre Vi=1,... k.
Alors
Q3 =0 /0

et toute classe d’équivalence a k! éléments, donc
n! n

Q| =k Q] = Q)= = =Ck.

0] = kil = 0] = 7 = () =

n
En particulier, (0) =1, car 0! = 1. On remarque que

Dy ={w=(w1,...,wg) |wi,..., w0 €U, €t wy <...<wg}

Combinaisons avec répétition (sans ordre + avec remise)

94:{&): [wl,...,wk] |W1,...,Wk S Un}:QQ/N
={(w1y...,wk) |wi,. ., wp €EUp, w1 Swa < ... < wg}
Considérons la fonction
» * *
(Wi, W) = (Wiy.. . wi)
w1 w2 <K...Sw
=(w1,w2+1,w3+2,...,wr+k—1)
ol w} :=w; + ¢ — 1. Alors, on a une bijection
Oy %QZ ={(w],. ., wp) | Wi, wp eUS, wi < ... <wj
onUr={1,2,....,.n+k—1},

(3) n+k—1
= Q4| = ( k ) = CrljJrkfl'

Pour un échantillon & k éléments parmi un ensemble de n éléments (k < n)

il existe 4 types de dénombrement.

Choix sans remise avec remise

avec ordre (= arrangements)

sans ordre (= combinaisons)

(4) <n+l]:—1>
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EXEMPLE 1.16. n =3, k=2

Choix sans remise avec remise
(1,2)(1,3) | (1,1)(L,2)(1,3)
avec ordre | (2,1)(2,3) | (2,1)(2,2)(2,3)
(3,1)(3,2) | (3,1)(3,2)(3,3)
(1,2][1,3] | [1,1][1,2][1, 3]
sans ordre 2,3] 12,2][2, 3]
3. 3]

Interprétation alternative
Répartition de k objets dans n boites

au plus un objet par boite

2 types de placements { plusieurs objets par boite

discernable

2 types d'objets { non discernable

au plus un object par boite | plusieurs objects par boite
T
discernable o ﬁ.k)! = AfL nk
k—1
non discernable <Z) =c* <n + ) >

EXEMPLE 1.17.

(1) On jette quatre dés. Trouver la probabilité pour I’événement E que tous les
chiffres soient différents. On peut écrire

_ |E| _ |cas favorable|

P(F) = =
(E) 9] |cas possible|

avec
E={(w,...,ws) |w; €{1,...,6}, w; # wj pour i # j}
Q={(wi,...,wq) |wi €{1,...,6}}=1{1,...,6}*,
et par conséquent,
Q] = 6 (cas (2) avec n =6, k = 4)

6!
|E| = 6D - A§  (cas (1) avec n = 6, k = 4),
Donc on a: Bl
E 5
(2) Le loto

On a Uy ={1,...,49} et
Q={(w1,...,we) | wi € Usg, w; # wj pour i # j},
donc

Q| = <469) = C’Eg (cas (3) avec n = 49, k = 6),
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c.a.d.

1 1 1
P{“6 chiffres corrects’} = @ = @ ~ 13.983.816°
6 R

(3) L’Eurolotto
On a Usg ={1,...,50} et Ug = {1,...,9}. Par conséquent,
1 1 1

P{*Jack-Pot”} = (5()) (9) T 2118760 x 36 76.275.360°

5/ \2

1.4. La loi hypergéométrique et la loi bindémiale

Probléme Une urne contient n boules (m blanches et n — m noires). On tire k
boules (k < n). Soit A, ’événement que ’on tire exactement ¢ boules blanches (et
donc k — £ boules noires). On utilise un modeéle de Laplace.

(1) La loi hypergéométrique
Pour un tirage sans remise la probabilité de A, est donnée par
(1) (%)
)

(%)

En effet, on peut supposer qu’on tire simultanément les k& boules; donc chaque
résultat est une partie a k éléments de {1,...,n}.

P(As) = (k;m,n)(l) == £=0,...,min(m, k).

Soit 2 I'ensemble de toutes les parties a k éléments de {1,...,n}, muni de

la loi uniforme. Rappellons que |Q| = (Z)
Pour réaliser Ay, il faut tirer
e ¢ boules parmi les m boules blanches: (7}) possibilités, et
e Kk —{ boules parmi les n — m boules noires: (",_"}') possibilités.
On obtient (m) (n_m)

P(Ag) _ 4 k—1

(2) La loi binomiale
Pour un tirage avec remise la probabilité de A, est donnée par

P(Ae) = Bk, p)(E) = (’;)pfup)“, =0k avep=""

k

En effet, il y a n* tirages possibles; il y a m’ (n —m)*~¢ possibilités pour tirer

I’échantillon

¢ k—t
Le méme nombre de possibilités existe pour chaque autre échantillon favorable
a k boules (¢ fois blanche et k — ¢ fois noir). Au total, on a (’z) possibilités de
placer les ¢ boules blanches. On trouve

P(A4,) = <l;> m (; m)k—

= <l;> %j o ;k@k% = <IZ> P (1—p)F "
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ExeMpPLE 1.18. Dans un troupeau comprenant n animaux il y a m animaux
malades. On examine un échantillon de k& animaux. Quelle est la probabilité que
la maladie soit détectée?

On note Ay I’événement “I’echantillon contient exactement ¢ animaux malades”.
Alors la probabilité cherchée est

P{“la maladie soit détectée’} =1 — P(Ap)
=1—9(k;m,n)(0)
NG
(%)
REMARQUE 1.19.

(1) (Approzimation de loi hypergéométrique par la loi binomiale)

On a

A (k;m,n)(0) = @) E%ZL) e (’Z) P (1 =)t = B(k;p)(0).
. els que m/n—p

(2) (Approzimation poissonnienne de la loi binomiale)
On a

k _ N
000 = () k- p " —
tels que i{:pk—>)\>0 ’

=:m\(£).

On note 7y “la loi de Poisson de paramétre A > 0.

DEMONSTRATION. (1) Pour k, ¢ fixe, on a

((Y)  otama—m s

(7) R

B k! m! (n—m)! (n—k)!
k=0 (m =0 (n—m—k+0)!  nl
_ (kj) mm—1)-...-(m—L+1) (n—m)n—-m-—1)-...-(n—m—k+£+1)

1 nn—1)-...-(n—k+1)
k—¢
() Gy () et
(n—m)-...-cn—m—-k+£+1) nk
X (n—m)k=t n-...-(n—k+1)

k m
— ( )pz (1—p)k=* quand n,m — oo tels que — — p.
n
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(2) On pose Ay := kpg. Alors on a

K k! e\ "
Bk, p)(0) = rA—p)t=——— (E) [1- (52
(k. i) () (g)pk( Pr) (k—é)!é!(k k
B k! Y 1 Lo A
GoF 1 qoay TR 7w
N—
kk—1 k—f+1 2 T e
—1
0

DEFINITION 1.20.
(1) La loi de Poisson de paramétre A > 0 est la probabilité P sur N définie par

e A A"
p(n) = TR n=20,1,2,...
(2) La loi géométrique de paramétre p € |0, 1] est la probabilité P sur N* définie

par
p(n)=(1—-p)"'p, n=12,...



CHAPTER 2

Probabilités conditionnelles et indépendance

2.1. Espaces de probabilités conditionnels
EXEMPLE 2.1. On note
) = les étudiants du cours “probabilités et statistiques”, et
A = les étudiants du cours “qui passent I’examen”.
La modélisation par un modéle de Laplace donne

_ Al

P(A) = 1o

On note maintenant
B = les étudiants qui font réguliérement les exercices,

et on trouve pour la “probabilité de A sous la condition B”
_|AnB| |AnB]| /|B] P(ANB)
FABE T T e Sl T E)
DEFINITION 2.2. Soit (2, «,P) un espace de probabilité discret.
(1) Soient A, B deux événements avec P(B) > 0. On appelle
P(ANB)
P(B)

la probabilité conditionnelle de A sachant B.

P(A|B) =

(2) Deux événements A, B sont dits indépendants s’ils vérifient
P(ANB) =P(A)P(B).

REMARQUE 2.3. Sous I’hypothése que P(B) > 0 deux événements A, B sont
indépendants si et seulement si

P(A|B) = P(A).

PROPOSITION 2.4. Pour les probabilités conditionnelles on a les propriétés suiv-
antes:

(1) P(QB) =1
(2) Soient (A;)i>1 2 a 2 disjoints. Alors

P(J AilB) = >_P(4il B).

15
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DEMONSTRATION.

COROLLAIRE 2.5. Soit (Q,o7,P) un espace de probabilité et B € < avec

P(B) > 0. Alors (Q,4/,P(-|B)) est aussi un espace de probabilité.
P(-|B) probabilité conditionnelle sachant B.

Attention: On a toujours

P(A|B) + P(A°|B) =1, mais
P(A|B) +P(A|B°) #1 en général.

EXEMPLE 2.6. Une urne contient n billets de loterie avec m billets gagnants

(n > 2). On tire 2 billets (sans remise) et on note

A =“le 1°" billet est un billet gagnant” (= P(A4) = %),
B = “le 2°™¢ billet est un billet gagnant”.

Alors on trouve:

m(m—1)
P(BNA ‘n(n—1) m—1
P(BIA) = D = D T
(n—m)m
c P(B N A° n(n—1 m
P(B|A°) = (P(AC) ) _ (1) =—

n
On remarque que

P(B) = P(B|A) P(A) + P(B|A°) P(A°)

m—1m m n—m

n—-1n n—-1 n

m/m—-1 n—m m
= — + = —.
n\n—1 n—1 n
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EXEMPLE 2.7.
(1) On jette deux dés et on regarde les événements
Ay = “le chiffre du premier dé est égale & £” et
By, = “la somme totale est égale & £k”
pour f=1,....6 et k=2,...,11.
Pour k£ = 7, on trouve:
ANBr) 1/36 1
P(B;)  1/6 6

c.a.d. linformation de plus “la somme totale est 77 ne change pas la
probabilité de A,.

Pour £ = 12 on trouve:

P(A¢|B12) = {

B(AyBy) = 20 _ B(4y),

1 pour ¢ =6,
0 pour £ #6.

(2) A. Une famille a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que
I’autre enfant soit un garcon? On a

Q= {(fvg)v(fvf)’(gvf)a(gag)}

avec la loi uniforme P, et on cherche

P(AIB) ou A={(f,9),(g, f)} et
B = {(fag)7(f7f)’(g7f)}'

Alors
P(ANB) 2/4 2
P(B) ~ 3/4 3
B. Une autre famille a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est la
probabilité P que l’ainé enfant soit un garcon? P =1/2!

P(A|B) =

THEOREME 2.8 (Formule des probabilités totales). Soit (Q, o7, P) un espace de
probabilité et (B,,) une partition finie ou dénombrable de 2, c.d.d.

Bn €, ByN By =02 sin#m, | JB, =

Pour tout A € o/ on a
P(A) =Y P(A|B,)P(By),
ot par définition P(A|B,)P(B,) =0 si P(B,) = 0.

DEMONSTRATION. En utilisant la décomposition
A=ANQ=AnN (UBn) =J@nB,),

on a

P(A) = IP’( UJn Bn)) =Y P(ANB,) = 3 P(A|B,)P(B,).

n
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THEOREME 2.9 (Formule de Bayes ou “probabilité des causes”). Soit (B,) une
partition finie ou dénombrable de Q2. Alors, pour tout A € o tel que P(A) > 0,
on a

_ P(A|B,)P(B,)
P(B,|A) = S P(A|[Bm)P(By)’

n=12,...

DEMONSTRATION. On obtient

_P(B,NA) _ P(AB,)P(B,) =) P(A|B,)P(B,)
BB =50 =7 B4 SP(AIB.P(B.)

ou pour (*) on utilise la formule des probabilités totales. g

Interprétation. Soit Q = By U By U. .. une décomposition de Q (les B,, jouent
la role des “hypothéses”). Alors

P(B,,) = la probabilité a priori pour B,, et
P(B,|A) = la probabilité a posterori pour B,, sachant A.

EXEMPLE 2.10 (Examen de dépistage). Une maladie M affecte une personne
sur 2000. On dispose d’un test sanguin avec une efficacité de 95% ( = probabilité
que le test soit positif pour une personne atteinte de M), et une probabilité de
fausse alarme de 10% ( = probabilité que le test soit positif pour une personne
non atteinte). Quelle est la probabilité qu’une personne soit réellement malade
lorsqu’elle a un test positif ?

Solution. On cherche la probabilité
P(“personne malade”|“test positif”).
Pour cela on note

A = ‘“test positif”
B = “personne malade”

By = “de bonne santé”.

Alors = B; U B, et on obtient avec la formule de Bayes:

P(A|B1)P(By)
(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(B2)
_ 0,95 x 0,0005
= 0,95 x 0,0005 + 0,1 x 0,9995

P(Bil4) = 5

=0,00473.

Interprétation. Le test a environ 995 chances sur 1000 d’effrayer inutilement
une personne qui a une réaction positive. En plus, 5% de cas de la maladie ne sont
pas détectés.
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EXEMPLE 2.11 (Discrimination sexuelle a Berkeley; automne 1973).
Parmi les 2900 candidatures masculines 1050 (~ 36%) ont été rejetées; parmi les
4400 candidatures féminines 2190 (~ 50%) ont été rejetées.

masculin féminin
candidaté | rejeté | en % | candidaté | rejeté | en %
Math 800 160 20% 400 40 10%
Physique 700 280 40 % 300 90 30%
Chimie 900 270 30% 400 80 20 %
Sciences de I’éducation 300 240 80 % 2200 1540 | 70%
Littérature 200 100 | 50% 1100 440 | 40%
Total 2900 1050 | 36 % 4400 2190 | 50%

Observation. On a
V matiere S;, P(rejeté | S; + féminin) < P(rejeté | S; + masculin), mais
P(rejeté | féminin) > P(rejeté | masculin).

Attention. Il convient de se montrer extrémement prudent en ce qui concerne les
relations de causalité & partir des fréquences relatives et probabilités conditionnelles.

2.2. La ruine du joueur

EXEMPLE 2.12 (La ruine du joueur). Un joueur mise 1 euro sur un événement
“R” (par exemple, la sortie du rouge a la roulette). On note

p=P(R) €]0,1[.
Le joueur a k euros, son but est d’augmenter son capital jusqu’a K euros
(0 <k < K). 1l jouera jusqu’a ce qu'’il ait gagné ce capital, ou qu’il soit ruiné.
On pose

k = le capital initial,
= le capital but,
pr. = P{“atteindre le but K avec un capital initial de k euros”},

qr, = P{“etre ruiné avec un capital initial de k euros”} =: P(Ag).

Pour 0< k< K, on a

P(Ay) = P(A N¥succes au 17 coup”) + P(Ay, N“échec au 1" coup”)
=P(A,NR)+P

(A Nnon R)
= P(Ax|R) xP(R)+ P(AxR%) x P(R) .
——— N ——
=P(Ar41) =p =P(Ap1) =1-p
Par conséquent, { b illj —’—_(O P)ak—1, 0<k <K,
qgo = =
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Autrement dit, on obtient

1 1—p

g2 =q1— —qo
p p

1 1-p

b= D @ P (formules de récurrence),
1 1—p

g4 = Q43— — Q2
p p

c.d.d. on peut calculer les g sous la condition que ¢ et ¢; seront connus.
Pour le calcul de di on pose

1-p
ri=——, di=qr — Q1.
La relation
Qk =p@r1+ (1 —p)ar—
~—
par+(1—p)qr
donne
1-p
G = Gks1 = = (qe—1 — aqr),
N
=d =r  =dy,
d’on
dp =rdp_q1 = ... =1r"d,
On obtient
1= q — gk
~— =~
=1 =0
K—-1 K—1
= Z (k — qrs1) = dy
k=0 k=0
LS Kd sip=1
=) rmdo=q1-7rK ,
P 1 dy sip# %

Autrement dit,

(1) do: 1—r

gk = 4k — 4K
K—-1
(2) = Z (¢ — Git1)
i=k —d,
Iil ) (K—k)do Sip:%
= r'dyg = rk — pK
: 1
T sin#}
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Par substitution de (1) dans (2) on obtient, pour 0 < k < K,

(K-k)/K sip=1
e = q vk —rK .
ToE et

Pour le calcul de

pr, = P{“atteindre K euros avec un capital initial de k euros”}

on peut faire comme avant en passant,

1
p—1—p (cad r— -),
,

k— K —k.
On obtient
K—(K-k k& .
) Tx % Sip=3
Pr = l/rK_k—l/rK_l—rk Sip4l
1—1/k  —1-,k YPTE

Observation On note que pour tout k,
Pr+ak =1,
c.a.d. le jeu prend fin avec “ruine” ou “succeés”.

EXEMPLE 2.13 (Roulette). On a 18 résultats rouge; 18 résultats noir et 2
résultats vert. Le joueur mise sur la sortie du “rouge” (R), c.a.d.

18 20
=—=0,4 t 1l—-p=—= 264.
P =33 0,4736 e P=3g 0,526

Pour k£ = 50, K = 100, on trouve

1 _ (@)50
P = % =0,005127 et g, =0,994873.
1- (%)

2.3. Evénements indépendants

DEFINITION 2.14. Soit (€, o/, P) un espace de probabilité.

(1) Une famille d’événements (A;);cs est dite indépendante si pour toute par-
tie @ # J C I finie:

P <ﬂ Ai> = HIP’(Ai),

icJ i€J

c.a.d. on a]P’(AZ-lﬁ. . OAZT) = ]P)(A“) . IP)(AZT), VJ= {’il, ey ZT} clI.
(2) Une famille (A4;);es est dite indépendante deuz & deuz si
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REMARQUE 2.15.

(1) Indépendance deux & deux # indépendance.
Par exemple, on jette un dé deux fois et on considére

A = “la somme des points est 77 (= P(A4) =1/6)
B = “le premier jet ameéne 3 points” (= P(B) =1/6)
C =“le second jet améne 5 points” (= P(C) = 1/6).
De plus,
1 1
P(ANB) = 36 P(ANC) = 30 P(BNC)
Donc, A, B, C sont indépendants deux & deux, mais

P(ANBNC)#PA)P(B)P(C).
—_—

=P(2)=0

(2) On note que

A1, ..., A, indépendants = P(A;N...NA4,) =P(41)...P(4,).

Mais attention: “<” n’est pas vrai en général, e.g.

soient A; = @, Ay = Ag avec 0 < P(43) < 1.
2.4. Produits d’espaces de probabilité

Pour tout 1 < i < n, soit (Q;, «%,P;) un escape probabilité (discret). On pose
Q=0 x...xQ, e o =22(Q).
Alors la formule

P({(@is- - swa)}) = Pr({w1}) - .- Pul{in})

deéfinit une probabilité sur (£2, &).

En fait,
> P w)) = > Pi({wi}) o Y Pu({wa}) =1
(W yevywn ) EQ w1 E€Q wn €Ny,

=1 =1

DEFINITION 2.16. On appelle

n

(Q, 7, P) = R)(, %, P)

i=1
espace probabilisé produit de (;, <7, P;),i=1,...,n.

REMARQUE 2.17. L’espace probabilisé produit

n

(Q’sz,P) = ®(Qza£{1apz)

i=1
décrit un couplage indépendant d’expériences (Q;, o, P;) aveci=1,...,n.
Plus précisément: Soient A; (i = 1,...,n) des événements de type

A= X oo X Qi1 X By X Qupq1 X ... xQy avec B; CQ;, i=1,...,n.

Alors la famille (A4, ..., A,) est indépendante.
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DEMONSTRATION. Il faut démontrer que P(4;, N...NA4; ) =P(4;,)...P(A;,.).
Pour ¢ # i1, ...,4,, on pose B; =Q; ,cad. A4;=Q; x...xQ, =Q. Alors on a

P(A;,N...NA;)=PA;N...NA,) = > P({(w1,...,wn)})

w1E€B1,...,.wn €By

= Z Pi({wi}) -+ Pr({wn})

W1 €B1,...,wn €Bn

=Pi(B1):...-Py(By)

=P(A4;)-...-P(4,)

=P(A;,) ... - P(A;). O

ExXEMPLE 2.18. Pour i =1,...,n soit
Q; = {+, —} = {succes, échec}
avec P;({+}) = p. On pose
Q=01 x...xQ,.

Alors pour w = (w1, ...,w,) € Q avec w; = + ol —, on a
PH{w}) =P1({wi}) .. - Pu({wn})
=p"(1 —p)" %, k:=nombre de “+” dans wi,...,w,.

On constate que le couplage décrit une expérience de Bernoulli. Par exemple, si
Ay = “k fois succes au total”, k=0,1,...,n,
alors

P = 3 B({wh = 3 o -pt

wEAL wEAL
n _
= (1) - = 2w
(loi binomiale de parameétres p et n).

EXEMPLE 2.19. Un événement F se produit avec une probabilité trés petite
(e.g. p=1/n avec n € N grand), par exemple,

E =*“crash d’un avion de ligne survolant un réacteur nucléaire”.

On répéte 'expérience n fois de facon indépendante.
Avec quelle probabilité I’événement se produit au moins une fois? (Réponse ~ 63%)

En effet, soit Q; = {+,—} avec

“4” pour “I’événement se produit”, et
“—7 pour “I’événement se ne produit pas”.

Alors
1

Pi({wi}):p(wi):{f71 YT 1 <i<a)

=y Slw; = —

Considérons 2 = Q1 x ... x Q,, avec P = mesure produit de P;, c.a.d.

P({(w1,...,wn)}) =plwi) - ... plwy).
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Soit A; = {(w1,...,wpn) € Q| w; =4} pouri=1,...,n. Alors
]I”(UAZ) :1—IE”<(UA1->C> —1-P(ASN...N AS)
i=1 i=1
© -

=1 —P(A9)...P(AS) =1— Eu —P(A;))

1/n
1\" 1
:1—(1—) —-1—--=0,63.
n e

Pour (%) on utilise (voir feuille 5, Ex 6):

(Ai,...,A,) indépendant = (Af, ..., A;) indépendant.



CHAPTER 3

Variables aléatoires et espérance

3.1. La loi d’une variable aléatoire

DEFINITION 3.1. Soit (€, <7, P) un espace de probabilité (discret). On appelle

variable aléatoire une fonction

X: Q— [—o0,00].

Interprétation: “La valeur X (w) dépend du hasard w € Q”.

Pour A C [—00,00] on note les événements

XM A)={weQ| X(w)e A} ={X € A} (“X prend des valeurs dans A”),
X '{2}) ={we Q| X(w) =2} ={X =z} (“X prend la valeur 2"),

X Y[—oo,2]) ={w e Q| X(w) <z} ={X <2} (“X prend des valeurs < 2).

(1)

EXEMPLE 3.2.

Soit 2 = {+,—} = {succes,échec} avec P({+}) = p. Considérons la variable
aléatoire

X :Q—{0,1}, définie par X(+):=1et X(—):=0.
Alors
PH{X =1}) =p=1-P({X =0}).
Soit Q; = {+,—} avec P;({+}) =ppouri=1,...,n, et

n

(Q,d,P) = ®(in‘2{iapi)'

i=1

Considérons les variables aléatoires

0 siw =—
X;: Q- {0,1}, Xi(w)—{ S
1 siw; =+.

Alors

est le nombre de succés dans une expérience de Bernoulli de longueur n, en
particulier,

P{X =k} = (Z)pk(l )k k=0,...,n
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(3) (Somme totale & deux jets d'un dé) Soit Q = {1,...,6}2 avec P la loi uniforme.
Considérons la variable aléatoire

X:Q—>R, X(i,j)=i+j (somme totale).

Alors e.g.

P{X =3} =P{(1,2),(2,1)} = % =

et
1
DEFINITION 3.3. Soit X une variable aléatoire définie sur (2, 7, P). Alors
Px(A):=P{X € A} =P{w € Q| X(w) € A}

définit une probabilité sur X (2), appelée la loi de X ou la distribution de X. La
loi Px est déterminée par les poids

Px({z}) = P{X =z}, =€ X(Q).

Rappel.  Si Q est dénombrable, alors X () est dénombrable aussi. De plus,
on a

Q= U {X =z} 2 a2 disjoints,
z€X(Q)

et donc

1=p@) = 3 BX=c}= Y PBx({z}).

zEX () T€X(Q)
Notation On dit que

e X est binomiale (de paramétres n et p) si Px = %B(n,p), c.a.d.

P{X = k}) = <Z) PPA—p)"F k=0,1,...,n.

e X est de Poisson (de paramétre ) si Px = P(N), c.a.d.

n

PH{X =n}) = e_’\% (n=0,1,2,...),

etc.

3.2. Espérance, variance et covariance
DEFINITION 3.4. On appelle espérance de X le nombre
EX] =) X(@P({w}) =) X(w)pw),
weN weN

lorsqu’il est bien défini.
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REMARQUE 3.5 (précision de la définition). On utilise que E[X] est toujours
bien défini si X > 0 (c0-0 = 0), le cas E[X] = +o0 n’est pas exclu. En général, on
écrit X = X, — X_ ou

{X(w) si X(w) =0
X4 = .
0 sinon;

v {—X(w) si X(w) <0
0 sinon.
Alors E[X] =E[X] —E[X_], si E[X}] < 00 ou E[X_] < 0.

EXEMPLE 3.6. Soit (€, .27, P) une expérience de Laplace, c.a.d. P(A) = |A|/|].
Alors

Donc E[X] est la moyenne arithmétique des valeurs X (w), w € .

REMARQUE 3.7.
(1) L’espérance E[X] dépend seulement de la loi Px de X, plus précisément,
EX]= > aPx({z})= > «P{X =2z}
2EX(Q) ceX(Q)
En fait, sans restriction X > 0. Alors on a
E[X] =) X(w)p(w)
weN

= Z Z X(w)p(w) (changement d’ordre de sommation)
2€X () w:X (w)=x

Z x Z plw) = Z zP{X = x}.

z€X () w:X(w)=z zeX ()

(2) L’espérance est linéaire et positive, c.a.d.

n n
Zai X;| = Z(ME[XA, a; € R,
i=1 i=1
et un opérateur positif, c.a.d.

X > 0= E[X] >0.

E

REMARQUE 3.8. Soit X une variable aléatoire sur (€, o7, P) et
EX]= > aP{X =z}
zeX ()
(1) E[X] existe (dans RU {£o0}) et E[X;] < o0 ou E[X_] < 0.
=X, Xx_

(2) E|IX| <o <= E[X]existedansR, c.a.d. E[X ] < o0 et E[X_] < 0.
|X|=X++X_
(3) On a toujours
E|X|=E[X;]+E[X_].

(4) E[X?] < 00 = E|X| < 00, car 0 < 2| X| < X2 + 1.
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EXEMPLE 3.9.
(1) Soit X = 14 = l'indicatrice d’un événement A. Rapellons que par définition

{1 siw e A,

]l =
A) 0 sinon.

Alors on a
EX]=1-P(A)+0-P(A°) =P(A).
(2) (Contrat d’assurance simple) Soit A le sinistre couvert par un contrat. Alors
la variable aléatoire

¢ siwe A

0 sinon

X(w):c]lA(w):{

décrit “l’indemnisation d’assurance”. On cherche la contrepartie de l’assuré
(prime d’assurance). Une prime équitable est donnée par

E[X] = c- P(A).

(3) A un contrat d’assurance de type

X:iq ]lAi
i=1

correspond la prime équitable suivante
E[X] =) ¢ P(4).
i=1

ExXEmMPLE 3.10.
1. Soit X de Poisson de paramétre A , c.a.d.

An
P{X:n}:ﬁe’A, n=0,1,2,3,...

Alors
el > A7 . . e An—1
n=0 n=0 n=1

(oo}
A’n
= Z ﬁ = e)\
n=0
2. Soit X est de Bernoulli de paramétre p € [0,1] , c.a.d.
P{X=1}=p=1-P{X =0}.
Alors
EX]=1-P{X=1}4+0-P{X =0} =p.
3. Soit X binomiale de paramétre p et n, c.a.d.
P{X =k} = (Z)pk(l —p)" Tk, k=0,1,...,n.
Alors

Elx]= zn: RPAX =k} = zn: k(:>pk(1 — ) g,
k=0 k=0
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Il reste a vérifier (*): On réalise n expériences successives pour une variable de
Bernoulli (avec le méme parameétre p). Soit

X; = le résultat de la i'"*™® expérience,

c.a.d.

1 si succés
Xi= . ’
0 sinon.

Alors
X=X +..4+X,
est #(p;n), et donc

n

BLX] = Y B =) P(X =1} =Y p=m

i=1
. Supposons que X suit une loi géométrique de paramétre p € ]0,1] , c.a.d.
P{X=n}t=(1-p)""'p, n=1,23,...

On réalise des expériences de Bernoulli (avec le méme paramétre p). Soit X
le numéro de I'expérience au cours de laquelle I’événement se réalise pour la
premiére fois. Alors

[ee] o0
_ 1
EX]=)Y nP{X=n}=p) n(l-p)" ' = >
n=1 n=1
En fait, pour |z| < 1, on a

(o)
1
= "= —— (série géométrique), et
f(x) ng_ox T (série géométrique)

/ =~ n—1 1
f(x):;nx :m.

Avec x = 1 — p, on obtient

> 1
Zn(l —p)n_l = -
n=1 p

. (La loi hypergéométrique)
Une urne contient N boules (par exemple, N poissons dans un lac, N électeurs
avant une élection, ...). Parmi les N boules, il y a

e K boules rouges (e.g. K poissons marqués) et

e N — K boules noires (e.g. N — K poissons non-marqués).
On tire un échantillon de n boules (sans remise). Soit X le nombre de boules
rouges dans l’échantillon. On a

P{X =k} = #(n; K, N)(k) = W ., k=0,...,min(n, k).
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. o (EY(N-K
min(n,K) min(n,K) k n—k -

EX]= > kP{X=kl= > k N
= = (n)

Alors

Soit
S = Srouge U Snoir
I’ensemble de boules et soit
Q:{w:(wl,...,wn) |w¢ €S, Wz‘?éwj (17’5])}
avec P la loi uniforme sur 2. On note

Xi(w) 1 siw; € Srouge (“la ™M boule tirée est rouge”)
() =
’ 0 sinon.

Pour déterminer P{X,; = 1}, on remarque que

N!
|Q|:N(N—1)...(N—n+1)=m
et
. e _ (N —-1)!
{w = (w1,..,wn) : Wi € Srouge}| K((N_1)—(n—1))!
L (N-=1)!
_K(N—n)'
On a donc
B (N —1)! N K
IP’{Xi:1}*K((N—1)—(n—1))!/(l\f—n)! N
et puis

2| =

E[X;] =P{X; =1} =

Comme la variable
X =X1+4+...+4X,
suit la loi Px = 4#(n; K, N), on trouve que
. K
E[X] = E[X;] =n—.
X =D EX) =y
THEOREME 3.11. Soit X une variable aléatoire et f: X(Q) — R une fonction.
Rappelons que
E[X] = Z xP{X =z} (lorsqu’il est bien défini).
zeX(Q)
Pour la variable aléatoire Y = f(X) l'on a
E[Y] = Z fl@)P{X =} (lorsqu’il est bien défini).
TeX(Q)
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DEMONSTRATION. On obtient

EY] =Y yP{Y =y} =Y yP{f(X) =y}

Y

=>y Y PX=u}

z:f (z)=y
=3 ) f@P{X ==}
Y zif(z)=y
= fl@)P{X =a}. 0
x
Plus généralement: Soient Xi,..., X, des variables aléatoires sur (2, o/, P) et soit

f:X(Q) x...xX,() —R
une fonction. Alors Y = f(X3,...,X,,) est aussi une variable aléatoire et
ElY| < 0 <~ Z If(z1, .. xn)| P{X1 =21,..., X, = 2} < 00.
CD1€X1(Q) ..... InGXn(Q)
Dans ce cas, 'on a
E[Y] = > fl@r, . an)P{Xy = 21,..., X, = 2, ).
Z1€X1(Q),...7I“EXH(Q)
DEFINITION 3.12.
(1) Soit X une variable aléatoire telle que E |X| < oo et soit n € N. On appelle
e E[X"] moment d’ordre n de X, et
e E[(X —E[X])"] moment centré d’ordre n de X (lorsque bien définis).
En particulier,
var(X) = 0*(X) :=E [(X — E[X])?]
est appelée variance de la variable aléatoire X, et
o(X) = /var(X)

lécart type de X.
(2) Soient X et Y des variables aléatoires telles que E |X| < oo et E|Y| < c0. On
appelle covariance de X et Y le nombre

cov(X,Y) :=E[(X —E[X])(Y —E[Y])] (lorsque bien défini),
et
cov(X,Y)
o(X)a(Y)
coefficient de corrélation de X et Y (avec la convention p(X,Y) :=0sio(X) =
0ouo(Y)=0).

p(X,Y) =

PROPOSITION 3.13 (Inégalité de Jensen). Soit X wune variable aléatoire telle
que E|X| < oo et soit f: R — R une fonction convexe, c.a.d.

Voo € R IN(zg) € R,  f(z) = f(xo) + AMzo)(x —x0) VzeR.

Alors
F(E[X]) < E[f(X)].



32 3. VARIABLES ALEATOIRES ET ESPERANCE

DEMONSTRATION. Avec 29 = E[X] on a
f(X) = fE[X]) + ME[X])(X - E[X]),
et puis
E[f(X)] = f(E[X]) + ME[X]) E[X - E[X]]. U
—_—
—E[X]-E[X]=0
Rappel Si f: R — R est de classe C?, alors f est convexe si f” > 0. Dans ce
cas, on a A(zg) = f'(xo).
EXEMPLE 3.14. On a toujours (E |X|)? < E[X?].
PROPOSITION 3.15. Soit X une variable aléatoire telle que E|X| < co. On note
var(X) = E [(X — E[X])?] € [0, o]
o(X) = /var(X).
(1) On a
var(X) = E[X?] — (E[X])2.
En particulier, var(X) < oo <= E[X?] < co. En fait,
var(X) =E [(X — p)?] o p=E[X]
= E[X? — 2uE[X] + p?]
= E[X?] - 2uE[X] + 42
=E[X?] - p*
(2) Pour tout a,b € R, on a
var(aX +b) = a® var(X).
En particulier,
o(aX +b) = |a| o(X).
(38) On a var(X) =0 si et seulement si X est constante presque sdrement, c.d.d.
P{X =c}=1 avec c=E[X].

REMARQUE 3.16. Soient X et Y des variables aléatoires telles que E | X| < oo
et E|Y| < oo. La covariance

cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y]
est bien définie si en plus E|XY| < co. On dit que:
X,Y corrélées positivement <= cov(X,Y) >0 < p(X,Y) >0,
X,Y corrélées negativement <= cov(X,Y) <0 < p(X,Y) <0,
X, Y non-corrélées <= cov(X,Y)=0 < p(X,Y)=0.

PRrROPOSITION 3.17 (L’inégalité de Cauchy). Soient X etY des variables aléa-
toires telles que E [Xﬂ < oo etE [YQ] < 00. Alors

E|XY]| < oo,

|E[XY]| < E|XY]| < VE[X?] VE[Y2].

et l'on a

En particulier,
cov(X,Y)| < o(X)o(Y), c.ad. |p(X,Y) < 1.
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DEMONSTRATION. Sans restrictions on peut se ramener au cas ot E[X?] > 0
et E[Y?] > 0. On pose
~ X - Y
Xi=—— et YV = —=.
E[X?] E[Y?]
Comme (|X| - [Y])? >0, on a 2|XY| < X2 + Y2, et puis
2E|XY| < E[X?| +E[Y?] =2,
autrement dit

[E[XY]| <E|XY|< 1. O

3.3. Indépendance de variables aléatoires

DEFINITION 3.18. Soit (X;);cs une famille de variables aléatoires sur le méme
espace de probabilité (2, o7, P). Les variables aléatoires (X;);c; sont indépendantes
si pour toute famille (A;);er o A; C [—o0, +00], i € I, les événements

{Xz GAi}, i1 €1,

sont indépendants, c.a.d. pour tout @ # J C I fini, on a

P (ﬂ{xi € Ai}> =[] P{xi € A}

ieJ i€J

REMARQUE 3.19. Soit (X;);cs une famille finie de variables aléatoires (c.a.d.
avec I fini). Alors (X;);cr est indépendante si et seulement si

P (ﬂ{Xi € Al-}) =[[P{Xi € A}, VAiC[-o0,00], i€

iel i€l
DEMONSTRATION. Il faut démontrer que la condition est suffisante. Pour cela
soit & # J C I et (B;);es une famille quelconque d’ensembles B; C [—o0,00]. On

définit,
Bia } )
A= e
[—o0,00], ¢ J.
Comme
{X; € A;} =Q pour i ¢ J,
on obtient
P (ﬂ{xi € Bi}> =P (ﬂ{xi € AZ-}) = [[P{x: € A} = [[ P{X; € B}
icJ icl il icJ
O
PROPOSITION 3.20. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires. Les X1, ..., X,
sont indépendantes si et seulement si pour tous les x; € X;(),i=1,...,n,

P{Xl :xh,Xn:xn}:IP’{Xl:xl}P{Xn:xn}
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DEMONSTRATION. La nécessité de la condition est évidente avec A; = {z;}.
Pour démontrer que la condition est suffisante, soient A; C [—o0,400]. Il faut
vérifier que

i=1
Comme

{Xi S Az} = U {Xi = -Ti}v

ILEX,L(Q)QA,,

on obtient

P (ﬂ{XZ- € Ai}> =P U ﬂ{Xi =}

(21,00 ) E(X1 (DNAL) X .. X (X0 (Q)NA,,) i=1

(Il ..... iEn)G(Xl(Q)ﬂAl)X...X(Xn(ﬂ)ﬁAn

= > [IP{x: =2}

(@150 ) E(X1 (DNAL) X .. x (X (Q)NA,,) i=1
:ﬁ > PX; :xi}:ﬁE”{Xi € A} 0
i=1z;,€X,;(Q)NA; i=1
COROLLAIRE 3.21. On a
Xi,...,Xp indépendantes — Px,  x,)=Px, ®...0Px,,
c.a.d. la loi commune de X4,...,X,, estle produit des lois de X1,...,X,.

REMARQUE 3.22. Soient Xj,..., X, indépendantes et soient f;: X;(Q) — R
pour i =1,...,n. Alors les variables

Yi=fioX;, i=1,...,n,
sont aussi indépendantes.
DEMONSTRATION. Pour y1,...,y, € R, on a
Yi=yi} ={Xi € Ai} avec A; = {z; € Xy(Q) | fizi) = vi},
et donc
P{Yi=vy1,...,Yn=yn} =P{X1 € Ay,..., X, € A,}

=P{X; € A} -...-P{X,, € 4,}
=P{Yi=u} ... . P{Y, =y,}. O

PRrROPOSITION 3.23. Soient X,Y deuz variables aléatoires indépendantes telles
que E|X| < oo et E|Y] < 00. Alors aussi E|XY| < oo, et l'on a

E[XY] = E[X]E[Y].
En particulier, si X,Y sont indépendantes alors

cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = 0.
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DEMONSTRATION. Avec f(z,y) = |zyl|, on obtient
E[XY]=E[f(X,Y)]

TEX(Q), yeY(Q) _ 7

Z || |[y| P{X = 2}P{Y =y} (car X,Y sont indépendantes)
.y

= (; || P{X = w}> (%: ly| PY = y}> < 00

=E|X| =E|Y|
Donc E | XY| < o0, et par conséquent, E[XY] < co. Le méme calcul sans | | donne
alors E[XY] = E[X]E[Y]. O
REMARQUE 3.24. Plus généralement, soient Xi,...,X, indépendantes telles
que
ElXi|<oo, i=1,...,n.
Alors
E|X;-...- Xp|<oo et E[Xy-...- X, =E[Xq]-...-E[X,].
PROPOSITION 3.25. Soient X1,..., X, des variables aléatoires telles que
E|X;Y;| <oo pour 1<i,j<n.
Alors
var (Z Xi) = Zvar(Xi) +2 Z cov(X;, Xj).
i=1 i=1 ij=1
i<j
En particulier, si les variables X1, ..., X, sont indépendantes, alors on a l’égalité

de Bienaymé:
n n
var <Z Xz-> = Zvar(Xi).
i=1 i=1

DEMONSTRATION. On a

=K Y (XZ —E [XJ))
=1
= > E[(Xi - E[Xi]) (X, — E[X;]) ]
= ; var (X;) + Xn: cov (X;,Y;). O
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EXEMPLE 3.26.
(1) Soit X binomiale #(n,p) , c.a.d.

P{X =k} = (Z) PFA—p)"F k=0,...,n

Sans restrictions, on peut supposer que X = X; + ...+ X,, avec

X {1 si succes pour ’expérience 1,
Z‘ =

0 sinon,
et que les variables Xy, ..., X, sont indépendantes. Comme
E[X?] =E[X)]=p,
on a
E [X] = np.
D’autre part,
var(X;) = E [X7] - (E[X))* =p —p* =p(1 —p).

En utilisant 'indépendance de X1, ..., X,,, on obtient
var (X) = Zvar(X,-) =np(1-p),
i=1

o(X) =+/np(1-p).
(2) Soit X géométrique de paramétre p € |0, 1], c.a.d.
P{X=n}=(1-p)" 'p, n=12,...

On remarque que, pour |z| < 1,

o0 N 1
Zx T1-g’

n=0
> natl= : 2
— (1—-x)
= 2
nn—1)z" 2=

1-a)

n=2

Par conséquent, avec x = 1 — p € [0, 1], on obtient

EX (X -1)]=> n(n-1)P{X =n}

n=1 o1
=(1-p)""'p

1-p
p2

=p(l-p)Y n(n—1)(1-p" > =2

nz=2

:2p*3
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et donc
var(X) = E [X?] — (E[X])?
=E[X (X - 1)+ X] - (E[X])?
=E[X (X - D] +E[X] - (E[X])’
1-p 1 1
v p P
2-2p+p—-1 1-p
B P o
(3) Soit X de Poisson de paramétre A > 0, c.a.d.
)\k
P{X =k} :e_’\ﬁ, k=0,1,2,...
Alors on a
E[X]=X et var(X)= A\
En effet,
EX(X -1)] =) k(k—1)P{X =k}
k>2
k
= k(k— 1)e—ki
k!
k>2

e /\k—2

=\
kzﬁ (k—2)!

k!
k=0

= Ne et = 22

D’autre part, on a
E[X?] =E[X (X —1)]+E[X] =)+

Par conséquent, var (X) = E [X?] — (E[X])® = (A2 + )) — A2 = \.

3.4. Approximation poissonnienne

Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson
Soient X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes telles que

P{X;=1}=1-P{X;=0}=p,, i=1,...,n
On note
Sy =X, +...+ X,

Alors,

P{S, =k} = (Z)pﬁ(l—pn)nk, E=0,...,n.

En particulier, on a

E[S,] =np, et var(S,) =np, (1 —py).

37
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Considérons la situation
n trés grand et p, trés petit.

(1) Quand n — oo et p, — 0 tel que np, = E[S,] = A, on a:

)\k
P{S, =k} —e

A —
o k=0,1,...
(2) Rappel: une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de paramétre A, si
)\k
P{X =k} =¢? k=0,1,...

Ea

On remarque que

e F[S,] =np, = A =E[X] (donc l'interprétation de A\ comme “nombre attendu
de succes” est valide aussi pour la limite),

o var(S,) =np, (1 —pn) = A =var(X).

EXEMPLE 3.27. Connezions erronées dans un réseau téléphonique
(F. Thorndike, Applications of Poisson’s Probability Summation, Bell System Tech-
nical Journal 5 (1926), 604-624).

Dans 267 séries de chacune 515 appels on a observé le nombre des connexions
erronées (dans chaque série: beaucoup d’appels, c.a.d. n grand, mais une probabil-
ité petite pour de connexions erronées).

Soit N, = nombre de séries avec k connexions erronées.

kK [02]3] 4567 [8[9[10[11[12[13[14[15]>16
N, | 1 [5[11|14[22[43[31[40[3520 18 [12[7 |6
Ne?20 | 2 [5[10[18[26]33]36]35[31]24]18]12] 7|4

Au total on a observé

Z kN = 2334 connexions erronées (dans N = 267 séries), c.a.d.

k
2334
& 267 8,74 par série.
En plus,
Nk « : 4 At o)) n k n—~k
N~ P{“k connexions erronées dans une série”} = )P (1-p)
ou
n =515 et
2334
=P i 6"} R ———.
D {“connexion erronée”} 567 % 515
Par 'approximation poissonienne, on obtient
N AF
Wk Rﬁe_)‘ﬂ ol A =np=28§,74.

On remarque que

k . , . ..
° e"\)l‘c—, est la valeur théorique de la fréquence relative N /N de séries avec

exactement k connexions erronées, k =0,1,2,..., et
k . P
) Ne*)‘% est la valeur théorique de la fréquence Ny.
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ExeEMPLE 3.28. Décés par ruades de cheval dans la cavalerie prussienne
(Ladislaus von Bortkiewicz, 1898). Livre “loi des petits nombres”.

3.5. Interprétation de la covariance: Régression simple et multiple

Soient X et Y deux variables aléatoires telles que E[X?] < oo et E[Y?] < oo.
Alors la covariance

cov(X,Y) =E[(X — EX])(Y —E[Y])] = E[XY] — E[X]E[X]
est bien définie.

EXEMPLE 3.29. Par exemple, il est raisonnable de supposer que si X dénote
la “pression atmosphérique” et Y la “température”, alors cov(X,Y) > 0; si X
dénote la “consommation de cigarettes par jour” et Y la “capacité respiratoire”,
alors cov(X,Y) < 0.

3.5.1. Probléme de régression linéaire.

Situation Y une variable numérique & expliquer (ou estimer),
X1,...,X, des variables explicatives,

Y =0(X4,...,X,) +¢
—_———
estimation de Y
ol ®: RP — R est une fonction & déterminer.

Objectif général

On cherche une approximation Y de Y comme fonction de X1,..., X
Y =®(Xy,...,Xp).

La différence e =Y — Y s’appelle l’erreur d’estimation.

De plus, on cherche une fonction ® “simple” telle que ’erreur € soit “petite”. 11
faut adopter un compromis entre les objectifs de conservation de l’information et
de simplicité descriptive.

Typiquement Modéles de régression linéaire

Y =0(Xy,...,.X,) =080+ 5 X1+ ...+ 56X,

ot Bo, 1, - .., Bp sont des constantes.

Alors, on cherche des paramétres fo, f1,. .., 0y tels que

E|(Y - (Bo+ 5 Xa +...+ﬁpo))2 — minimum.

=Y
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3.5.2. Le Cas Univarié (p =1).

Soient X et Y des variables aléatoires telles que E[X?] < oo et E[Y?] < co. On
g’intéresse a la “meilleure” approximation de Y comme fonction affine de X:

Y=aX+b.
Question: o(e) <o(Y)oue=Y —Y?
Trouver a*,b* € R tels que
V=@X+b)+e et EY-Y]?=E[¢*] - minimum.
—_—
=7

Probléeme de minimisation

min F(a,b) ou F(a,b) =E {(Y —(aX + b))Q}

a,beR

Y

X=x X

On obtient (comme condition nécessaire):

%F(mb) =2E[(Y — (aX +b)X] =0
(3.1) < E[XY]-aE[X? -bE[X]=0
O F(a,b) = 2BV — (aX +1)] =0

(3.2) <~ E[Y]-aE[X]-b=0.
En substituant (3.2) dans (3.1), on trouve
E[XY] - aE[X?] - (E[Y] — aE[X]) E[X] =0,
et on conclut que les paramétres a*, b* optimaux sont donnés par:
. EXY]-E[X]E[Y] cov(X,Y)
 E[X-EX]2  var(X)
_ cov(X,Y)
var(X)

b* =E[Y] E[X].
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Conclusion La droite optimale est donnée par

(3.3) a*X 4+ b* = ‘w (X —E[X]) +E[Y]

Interprétation

1. cov(X,Y)=0 = lestimation optimale est a*X + b* = E[Y].
| cov(X, Y|

Plus grande est la valeur de ar(X)

, plus la valeur de X compte dans le
calcul de ’estimation.

2. cov(X,Y) >0 = la pente de la droite est positive;
cov(X,Y) <0 = la pente de la droite est négative.

3. Soit e =Y — (a*X +b*) =Y — Y Perreur de prédiction.
Alors on a

(34) Ele] =0 et var(e)=var(Y) [l — p*(X,Y)]

ot p(X,Y) design le coefficient de corrélation défini par

pXY) = m sio(X)>0et oY) >0,
0, sinon.

En effet,
var(e) = var(Y) + var (f/) —2cov(Y,Y)
= var(Y) + a*? var(X) — 2a* cov(X,Y)

=var(Y) + co\:;)(%(})/) var(X) — 2% cov(X,Y)
B cov?(X,Y)
=var(Y) — ar(X)

=var(Y) [1 - p*(X,Y)].

4. La variance de Y se décompose comme:

var(Y) = var(Y) 4+ var(e) .
———’ —_——  N——

(3.5) variance variance  variance
totale expliquée  résiduelle
N XY
En utilisant que Y = a*X + b* avec a* = M, on a
var(X)
~. covi(X,Y) cov?(X,Y)
vy V) (X)) = = )
var(Y) var2(X) var(X) var(X)
et donc R
var(Y)

2(X,Y).

var(y) "
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En particulier, on a

cov(Y,e) =0.
5. On note que

vy :coY(?,Y): for(f/) :a(f/).
P Y) (VoY) o(V)o(Y) oY)

Le quotient
var(Y) variance expliquée N . L
= - ( = pourcentage de variance expliquée)
var(Y) variance totale

est un indicateur de qualité de la régression. On a la relation fondamentale

(3.6) e =P Y) = (XY,
On note que
(3.7) VV;:((;)) S - (X, Y)

3.5.3. Le Cas de la Régression Multiple (p > 1).

Soit Y = B+ B X1 +...+ Bp Xp lestimation de ¥ comme fonction linéaire
de X1,...,X,. On cherche des paramétres By, 51,. .., Bp tels que
F(Bo,f1,...,0p) = IE[(Y - }7)2] — minimum.
Pour F(Bo,Br,- -, Bp) = E[(Y = (Bo+ 51 X1 + ... + B, X;,))°] on obtient
0

%F = —2E[Y—(ﬂ0+ﬁlX1++ﬁpo)] et
0
8(;F = 2E[(Y - (Bo+B1 X1 +...+ B, Xp)Xi], 1<i<p.

Par conséquent,

(Eo) Bo +A/EX:]  +...+B6EX,)] =EY]
(E:) BoE[X:] + B E[X; Xa] +... + B, E[X; X, = E[X; Y]
En substituant (Eo),

Bo=E[Y] - BLE[X1] —... = B E[X,],
dans (E;), on obtient pour 1 < i < p:
B1 (E[X:Xy] — E[XJE[X]) + ... + B, (E[X:X,] - E[X,JE[X,]) = E[X;Y] - E[X,JE[Y].

= cov(X;, Xq) = cov(X;, Xp) = cov(X;,Y)

Par conséquent, car cov(X;, X;) = var(X;), on a
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var(X1) 81 + cov(X1,X2) B2 + ... 4+ cov(X1,X,) B, = cov(X1,Y)
cov(Xo, X1) 31 + var(Xso) B2 4+ ... + cov(X2, X,) B, = cov(Xs,Y)

COV(vaXl)ﬁl + COV(XP7X2>B2 + .+ V&I'(Xp)ﬁp = COV(Xpay)a

et sous forme matricielle

cov(X1,X1) cov(Xi,Xo) ... cov(Xy,X,) b1 cov(X1,Y)
cov(Xo9, X1) cov(Xe,Xs) ... cov(Xs, X,) B2 cov(Xs,Y)
cov(X,, X1) cov(X,, Xo) ... cov(X,, X,) Bp cov(X,,Y)
—_— —
=Xx,x =4 =Xxy

DEFINITION 3.30. On appelle la matrice

Yx,x = (cov(Xy, Xj)) € Myxp(R)

1<i,5<p

matrice de covariance.

Conclusion On a
Yxx - B=%Yxy
et, & condition que X x, x soit inversible, on obtient

3.8 _
( ) B = EX,lX : EX,Y

et ensuite,

(3.9)

BO = ]E[Y] - 61 E[Xl] R BP]E[XP] :

DEFINITION 3.31. On appelle
. Y.V .
R p(v.v) 2 WY e B2 = (YY),
o(Y)o(Y)
le coefficient de corrélation multiple, resp. coefficient de détermination.
Question Comment calculer R?
On note
Y:ﬂo—i—ﬁle—l—...—l—Bpo
= (E[Y] - GE[X ] —...— ﬁpIE[Xp]) +0 X1+ + 60X
P
=E[Y]+ Zﬁz‘ (Xi —E[Xi]);

=1
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en particulier,

E[Y] =E[Y] e V—-E[Y]= Xp;ﬂ (X; — E[Xi]).
On trouve que
cov(Y,¥) = E[(Y — E[Y])(¥ — E[V])]
_ iﬁ E [(Y —E[Y])(X; — E[X-])]
_ iﬁi cov(X;,Y)=B'Sxy

et
var(V) = > 3y E [(Xi — E[Xi) (X, — E[X;])] = 8" Sx.x 8

En utilisant que X x x 8 = Xx,y, on a donc

var(Y) = 8¢ Sxy = cov(Y,Y),

et parce que Y =Y + ¢ et cov(Y,Y) = var(Y),

cov(e,Y) =0.

Conclusion Comme dans le cas univarié, on a la relation fondamentale:

(3.10) var(Y) = var(Y) + var(e)

oll var(f/) =B'Yxy = (E)_(,lx Yxy)'Exy = E}QYE;(}XZXQ/, et en plus,

1. (pourcentage de variance expliquée)

2. (pourcentage de variance résiduelle)

o var(Y) — var(Y') _ var(e)
=R = var(Y) ~ovar(Y)
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REMARQUE 3.32 (Calcul en termes des coefficients de corrélation).
Définissons

1 p(XlaXQ) st p(XlaXp)
p(Xz2, X1) 1 e p(Xa, Xp)
Rxx = (0(X0 X)) 1 = : : . : € Mpp(R)
p(Xp,Xl) p(Xp,XQ) 1
p(XhY)
p(X27Y)
RX,Y = (Var(Xi’Y))lgigp = : S Mpxl(R) et
p(XPvY)
var(X7) 0 0
0 var(Xs) ... 0
A= : : . : € Mpxp(R).
0 0 ... var(X,)
On remarque que
ATV2y
Rxx =A""2Sx xA™1? et Ryy=—"12%,
* ’ YT
ott A='/2 est la matrice diagonale d’élements 1/0(X;).
X,
Posons b; == f; Z((Yz)) et b* = (b1,...,by), 0on a
Bt =o(Y)b ATI?
et donc
s B'Sxy  b'ATV2¥xy b Ry
= = = XY
var(Y) var(Y) ’
pM
d’autre part, I'égalité Yx x f = Sxy s’écrit comme Yy x A~1/2b = LY}; , c.a.d.
o

Rx xb=Rxy.

Conclusion

(3.11) R*=3%"" bp(X;,Y) ou b= R)_(,lx Rxy si Rx x estinversible.







CHAPTER 4

Inégalités et grandes déviations

4.1. Les inégalités de Markov, Tchebychev, Bernstein et Hoeffding

PRrROPOSITION 4.1 (L’inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire et
h : [—00, +00] = [0, +00] une fonction croissante. On a alors

_ER(X)]

P{X >a} < o) YV a € R tels que h(a) > 0.

DEMONSTRATION.
E[h(X)] >E[h(X) 1{X>a}} > h(a)IE[]l{X%}} =h(a)P{X > a}. O

Cas particuliers
(1) Soit h(z) =2V 0:=max (z,0). Alors on a

P{X >a} <P{X|>a} < =~

(2) (L’inégalité de Tchebychev-Markov)
Soit h (z) = (z Vv 0)*. Alors on a

E|X|”

o Va > 0.

P{[X] > a} <

En particulier,

var(X)

P{X -E[X][>a} < T3 Va>0.

(3) (L’inégalité de Bernstein)
Soit h (z) = e'® avec t > 0 choisi appropriement. Alors on a

E[etX}

eta

P{X >a} < VaeR.

EXEMPLE 4.2. On jette un dé non pipé 1000 fois. Quelle est la probabilité
d’obtenir une somme totale au moins égale a 40007

Soit X; = le résultat du i®™® jet (i = 1,...,1000). Alors les variables aléatoires
X1,...,X1000 sont indépendantes et

1
P{Xi=k}=2, k=12...6.

Pour la somme totale
1000

S = in
i=1

47
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on trouve
1000

E[S] =) E[X] = 1000 x E [X;]

1000 1000 1000
var (S) = var (Z XZ-> = Z var (X;) + Z cov (X;, X;) = 1000 x var (X;) .
i=1 i=1 =1
i#j =0
Comme
1+2 4 21
Epx] o L H2E3 4456 21 7
6 6 2
144 e 1
B[xy o LH4t0+. . +36_ 91
6 6
on a
91 49 182147 35

X)=E[X}-EX])="0-—=""_"" ==,
var (X;) = E[X} - E[X’ = = - 2= = =2
Donc, avec l'inégalité de Tchebychev-Markov, on obtient

P{S > 4000} = P{S — E[S] > 500}
_ %]P{|S — E[S]] > 500}

1 var(S) 11000
3 500z~ 2 5002 A (K1)
lvar(X;) 1 35 7

27250  212x250 1200

LEMME 4.3. Soit X une variable aléatoire telle que | X| < a et E[X] = 0. Alors,
pour tout t € R,

E [etX] < 6t2a2/2.

DEMONSTRATION. Sans restrictions (en remplagant X par ¢tX), on peut sup-

poser que t = 1 et en plus a > 0. On remarque que la fonction exponentielle
x +— f(x) = e® est convexe , c.a.d.

fOu+AQ=XNo)<Af(w)+ 1 —-X)f(v), YuveR, Ae|0,1].
ot (cad. 1—XA= QQJ), on obtient

a a

a+x a—x
2a fla)+ 2a

Avecu=a,v=—aet A=

V€ [—CL, +a}» f(il') <

f (_a’) )

c.a.d.

at+zr , a—x _,
e+ e .
2a 2a
Par conséquent, comme E[X] = 0, on obtient

a —a 2
E [ex} < i < exp (2) .

e’ <

N
cosh(a)
On utilise que
0 a2n e (a2)n e (a2/2)n
cosh(a) = Z @n)! < Z ol = exp(a?/2). O

n=0 n=0 ’ n=0
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THEOREME 4.4 (L’inégalité de Hoeffding). Soient Xi,...,X, des variables
aléatoires indépendantes telles que pour tout 7,
a; < X;<b; et E[X;]=0.
On pose
Sp=X1+...+X,.

Alors on a pour tout ¢ > 0,

2
P{S, > c} <exp <—>

2m

ot m = i max {a?,b?}.
i=1

177
2

DEMONSTRATION. Pour ¢ > 0, on a

P{S, > ¢} = P{etS" > etc}

< M (par l'inégalité de Markov)

exp (tc)

E {ﬁ etX'i] ﬁ E [e"¥¢]
= e;:pl(tc) = Z:éxp @) (X1,...,X, sont indépendantes)

[T exp (12 max (a2, 2) /2)
< =l — (par le lemme)

2
= exp (2 - tc) =:p(t)
Par conséquent,
c c2
P{S, > c} < mtimp(t) = (E> = exp (_Qm) . O

EXEMPLE 4.5. Retour au I’exemple 4.2. On jette 1000-fois un dé non pipé.
Quelle est la probabilité d’obtenir une somme totale au moins égale & 4000 ?

On note
1000

S=> X,
i=1
(1) Estimation par !’inégalité de Tchebychev-Markov:

1 var (S) 7
< _ . > < = = —,
P{S > 4000} = P{S ~ E[S] > 500} < 5 —05" = 1505

(2) Estimation par l’inégalité de Hoeffding:

Comme
1000 25
—25<X; —E[X;]< 25 et m=) a’Vb=1000—,
——" —— pt 4
=a; 3,5 =b;
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on obtient

P{S > 4000} =P {S — E[S] > 500}

=P {%0 (X, —E[Xi]) > 500}

i=1
< exp (5002 )
h 2-1000 - 2
=e 0 x2x107°

4.2. La loi faible des grands nombres

THEOREME 4.6 (Loi faible des grands nombres; weak LLN = “weak law of large
numbers”). Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires sur (Q, o/ , ). Supposons que

1 n
E|X;|* < o0, cov (Xi, X;)=0 Vi#£j et — Zvar (Xi) —0.
st

Alors
1 n
Ve >0, P{‘n;(Xi—E[Xi])

En particulier, si

1 n
P{n;&-u

avec Sy, ==Y 1 X;.

25}—>0, n — 00.

ElXi| =E[Xi]=p Vi,

alors

1
26}P{‘Snu‘>s}—>0, n — 0o,
n

DEMONSTRATION. Sans restrictions on peut supposer que E[X;] = 0 pour
tout ¢. En utilisant 1’'inégalité de Tchebychev-Markov, on obtient
S, var (Sp) 1 &
]P’{TZL 25}<7125;:n2522var(Xi)—>0, n — 00. O
i=1

COROLLAIRE 4.7. Pour toutn =1,2,... soient Xq,...,X,, des variables aléa-
toires, deuz 4 deuz non corrélées, de méme espérance et variance, c.a.d. E[X;] = p
et var (X;) = 0%, Vi=1,...,n. On pose

- _ 1
S, = ZXZ- et S, = ES”'
1=1

Alors on a
lim P{|S, —p|>c} =0, Ve>0.

n—oo

DEMONSTRATION. Par Tchebychev-Markov on a

_ var (S,)  var(S,) no? o2
P{ISn —u > et < 62" B n252n :n252:@_>07 e
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EXEMPLE 4.8. Soient X1,...,X, des variables aléatoires i.i.d. telles que
P{X;=1}=1-P{X; =0} =p=E[X,].
Alors S, = X1+ ...+ X, ~ B(n,p), et donc
E[S,] =np, var(S,)=np(l—p).

Par la loi faible, on obtient

{5

P{ S, — np| > ne}

> P{S.=k}

k: |k—np|>ne

— Z <Z)pk (1-p)" "0, n— .

k: |k—np|>ne

n

REMARQUE 4.9 (Application typique). Soit (2, o7, P) une expérience aléatoire.
On répéte cette expérience n fois indépendamment. Soit

M=0x..xQ={w=(w1,...,wy) |w; € Q}, " :=2(Q"),
et P la mesure produit. On pose
R, : Q"= Q, R;(w)=uw; (résultat de 'expérience 7).
Pour A C Q on note

1 sil’événement A se produit au i*™ coup,

Xi=1a0R; = { .
0 sinon.

Alors on a
E[X;] =E[X}] =P(4), et

var (X;) = E [X2] — E[X,]® = P(4) (1 - P(4)) <

K2

| =

La loi faible des grands nombres implique que

1 n
Ve >0, IP’"{ -3 X —P(A) >£}
s
1 n
=P eQm |- X, —P(A)| >
oo S
o novar (X1) 1
n2e? = dne?’
Interprétation
L @) = £ 3 1w la fré rique;
S (w) = 2 A (w; a fréquence empirique;
p=DP(A) la probabilité exacte;

A,==S,—p la déviation (variable aléatoire).
n
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Par la loi faible des grands nombres on a:

1
Ve>0, P{A,]>¢}< Tne?
e.g. la déviation

An = lSn —-D
n
est plus grande (en value absolue) que 5/y/n seulement dans 1% de cas.
Typiquement, on fixe o > 0 (petit), alors:

S .
=2 _pl<er>2l—a, sin>
n

Ve >0, ]P’{

4e2q”
4.3. Quelques applications

EXEMPLE 4.10 (Un jeu profitable, ot ’on perd a long terme). Soit Z,, une suite
indépendante des variables aléatoires Bernoulli telle que

1
P{Z, =0} =P{Z, =1} = = pour tout n.
——— N—— 2
“pile” “face”
On définit un jeu de la fagon suivante:
e K soit la fortune initiale;
e K, la fortune apres le n'®™® coup (n > 1)

K. — 1K, 1 siZ,=0,
SKno1 siZ, =1
a) Le jeu est profitable, c.a.d. E[K,] > E[K,_1] pour tout n > 1.

En effet, comme

1 5
K, = 3 Ky-11(z,=0y + 5 Kn-11{z,=1},

3
on a
1 5
E[K,] = = E[K,_1] P{Z, = 0} + > E[K,,_1] P{Z, = 1}
2 ————r 3 ~—————
=1/2 =1/2
1 5 1 13
—(Z+2)EK, |- = —E[K,_ 4]
(2+3) [Kn 1]2 12 K]
Pour ¢ =1,2,... on note

si “pile” au ™€ coup,

s
Il
—N—
[SSIISENIE

si “face” au i**™® coup.
Alors les X; sont des variables aléatoires et
Kn:i{fO/Xng-...-Xn.
=1
Comme E[X;] = 13/12 pour tout 4, on obtient

E[K,| =E[X1]-...-E[X,] = (12) — 00, N — 0.
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b) Par la loi faible des grands nombres, on a

log X1+ ...+ log X,
n

Ve >0, ]P’{

Soit
1 1 1 5 1 5
u = E[log X1] —§log§—|—§log§— 510g6 <0.

Alors on a, pour tout € > 0,

i

log X1 + ...+ log X, _

,u‘ée}—)l, n — 00.

n
En particulier, pour € = —p/2, on obtient
log K log K,,
P82 Bl epl 8 AL
n 2 n 2

Mais

log K., I " n
]P’{n<2}:IP{Kn<e“ “}:P{Kng& Y, Ai=p/2<0.

An

On remarque que e — 0, quand n — oo.

Conclusion Quand n — oo, avec probabilité = 1, on perd tout largent (&
vitesse exponentielle).

PROPOSITION 4.11 (Théoréme de Weierstrals). Toute fonction continue sur
[0,1] est limite uniforme de fonctions polynomiales, c.a.d. soit f € C([0,1]), alors

Ve >0, 3P € Pol([0,1]) tel que sup |f(x)— P (x)] <e.
z€[0,1]

DEMONSTRATION. Pour tout n > 1 on pose

By(z) = ki_of (i) <Z> F(1—2)" 7k, zelo1].

On fixe 0 < z < 1. Soient X1, Xa, X3, ... des variables aléatoires indépendantes de
loi Bernoulli de paramétre x, c.a.d.
Alors

Sn=X1+...+X,

suit la loi binomiale £(n,x) de paramétres n et z, c.a.d.

P{S, =k} = (Z) 2k (1 — z) k.

On pose

(1) Alors
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(2) Avec Tchebychev-Markov on obtient

P{|S o $| 5} = 52
Pour () on utilise que

var ( Zvar (1—2) = var (S,) = -

Pour § > 0 on pose
as =sup { |[f(z) = f(y)| : =,y €[0,1], [z —y| <3}
On fixe maintenant € > 0. Choisissons
ay g

0>0 telquea5<g et n € N tel que 4n52<§'

Alors on obtient
|/ (@) = Bu(2)| = |£ () ~E [ (Sn)]|
=[E [f(z) = f (Sn)]]
<E|[f(Sn) = f ()]
=E||£ (S2) = £ @) 15, _oj<s}| +E[If (52) = F @] 1j5, _opsay]
<a5+a1P{|Sn—m| 25}
a
4nd?
e €
< 5 + 5 =€
Par conséquent,

<as+

sup |f (z) — Bp (2)] < e.
z€[0,1]



CHAPTER 5

Axiomes probabilités et lois continues

Modéles discrets: (€, .o/ ,P) est un espace de probabilité avec 2 un ensemble
dénombrable tel que

A=P(Q) et
P(A) = pw), YA€A,
wEA

ot p(w) :=P({w}).

5.1. Limitations de modéles discrets

EXEMPLE 5.1. On tire au hasard un nombre réel 2 compris entre 0 et 1 (0 <
x < 1). Alors Q = [0,1] est non dénombrable. On veut avoir

P([0, 50) =P([3. 1)) = 3,
et plus généralement,

V [a,b[ C [0,1] avec a <b, P([a,b]) =b— a.

)

=

Probléme On ne peut pas définir P sur P(2), car il n’existe pas de mesure de
probabilité P sur P(Q2) qui est invariante par translation, c.a.d. telle que

P(r,A) =P(A), YACQ, Ve,
ou 7,(y) :== z +y mod 1. En plus, si P(4) > 0, alors
P(4) = P ( U {a}> £ 3 P({ah) =0,
a€A acA
Note Soit a € [0,1[. Alors P({a}) < P([a,a+ £[) = + et puis P({a}) = 0.

EXEMPLE 5.2. On répéte une expérience de Bernoulli p(1) = p(—1) = 3 infin-
iment souvent, c.a.d.

Q={w=(wi,ws,...): w; € {£1}} = {£1}".
(1) Par exemple, en fixant ¢; € {£1}, i =1,..., N, considérons
A={we: wy=¢,i=1,...,N}.

Alors P(A) = p(e1) - plea) - ... - plen) = 27N, car p(e;) = 1/2 pour tout i.
En particulier, pour tout w € €,

P({w}) <27V VN = P{w}) = 0.

55
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n
(2) Soit B = {w € Q| lim 1 3 w; = 0}; on veut, par exemple, démontrer
i=1

n—oo

que P(B) = 1. Mais ni B, ni Q n’est dénombrable.

5.2. Les axiomes de Kolmogorov (1933)

DEFINITION 5.3. On appelle espace de probabilité (ou espace probabilisé) tout
triple (2, &7, P) avec les propriétés suivantes:
(1) © est un ensemble
(2) & est une tribu sur Q (“tribu des événements”)
@geA
Aed = Ac o
oo
Al,AQ,...Gﬂi U A; Gd;
i=1

i=
(3) P est une probabilité sur o7, c.a.d. P: o/ — [0,1] tel que:
a) P(Q) =1
b) Si Ai, Ag,... € o tels que A; N A; =, i # j, alors

REMARQUE 5.4. Tout espace probabilisé discret est un espace probabilisé au
sens de la Définition 5.3.

c.a.d. & C P(Q) tel que

REMARQUE 5.5. En général, on a &/ C P(Q2). Typiquement, on fixe o7 un
ensemble de parties de 2. Alors

o = o(h) = {2 : B tribu, o C B}
est une tribu sur (2, appelée tribu engendrée par <. On remarque que & = o (%)
est la plus petite tribu contenant .o,
EXEMPLE 5.6. Soit Q = [0,1] et
gy ={[a,b]: 0<a<b<1}.

Alors 7 = o(a) est la tribu borélienne, o/ C P (S2), et il existe une seule proba-
bilité P sur .o telle que
P([a,b]) = b— a.

La mesure P est appelée mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Evidement on a en général:

B(4) = (| {a}) # 3" B({a}) = 0.

a€A a€A -0

REMARQUE 5.7. Une tribu est stable par rapport les opérations dénombrables,
i.e., par exemple, si A1, Ao, ... € & alors aussi

ﬁAZ:<DAZC> 6%7 et
i=1 i=1

Ay i = ﬂ U Ap | € & (“une infinité d’événements A; se réalisent”).
n k>n
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PROPOSITION 5.8. Soit &7 une tribu sur Q et P: &/ — [0,1] telle que P(Q2) =1
et telle que P est additive au sens que

(00) - S0

pour toute famille finie Aq,..., A, d’événements de <f, qui sont 2 a 2 disjoints.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) P est o-additive, c.d.d.

pour toute famille Ay, As, ... d’événements de <7, 2 a 2 disjoints;
) si Ap € A et A, | A, alors P(Ay,) | P(A);
) si Ap € A et A, T A, alors P(A,) T P(A);
) si Ap, € A et A, | D, alors P(A,) | P(@) = 0;
) si Ay, € o et Ay 1 Q, alors P(4,) TP(Q) =1
DEMONSTRATION. Comme pour les espaces probabilisés dénombrables. O

THEOREME 5.9 (Expériences de Bernoulli répétées). Soit
Q=A{w=(z1,22,...) | x; €{0,1}}
Pensemble (non-dénombrable) de 0/1-séquences. Pour i € 1,2, ..., on note
Xi(w)=ax; siw=(x1,29,...).
Soit
oy, := la tribu engendrée par les événements {X; =1} ,i=1,2,...,n, et
o :=la tribu engendrée par les événements {X; =1}, i1 =1,2,...
On remarque que </, C <. La tribu <, est appelée “tribu des événements antérieurs
a Uinstant n” ou “tribu des événements disponibles a l’instant n”.

On fire 0 < p < 1. Alors il existe une probabilité unique P sur o/ telle que:
(1) P{X; =1} = p pour chaque i =1,2,...;
(2) les événements {X; =1}, i =1,2,..., sont indépendants par rapport a P.
DEMONSTRATION. On fixe (z1,...,%,) avec z; € {0,1} et n € {1,2,..} = N*.

n
Soit k := > ;. Alors, en utilisant I'indépendance des événements
i=1

{X,‘:J)i}, i:l,...,n,

on a nécessairement:

n
P{X) =21,....,Xpn=2,} = HIP’{Xi =z} =pF(1—p)nt.
i=1
Par conséquent, P est déterminé sur .«7,, et donc sur U,.4%,. Il reste & démontrer
que PP, définie sur U,, .7, , admet une unique extension ou continuation, notée aussi PP,
a la tribu o (Up4,) = & (théoréme de Caratheodory; voir cours «Théorie de la
Mesure »). O
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EXEMPLE 5.10. (a) Soit 0 < p < 1. Alors:
P({w}) =0, Vw=(r1,22,...) €.

En effet,
P({w}) =P <ﬁ{Xi = l‘i}>
i=1
= lim P (Q{XZ- = xi}>
= nli_)rrgoP{Xl =21,..., X =Tpn}
= nli_)n;opk(")(l —p)" k™ =0 avec k(n) = FZI:EI
(b) Soit

T:Q—-NU{+o0}, T(w):=min{n>1:X, =1},
le “temps d’attente du premier 1” (avec la convention min @ := +4o0). On fixe
p €]0,1]. Alors
P{T=n}=01-p"" »p_ ,
—_— =~

n — 1 fois succes a
échec I’instant n

et puis
P{T<oo}=Y P{T=n}=p) (1-p)""
n=1 n=1

o0 - 1 B
=pn§::0(1—p) =P~ *

On remarque que 7' peut prendre la valeur 400, par exemple pour w = (0,0,0,...),
mais

P{T =00} =1-P{T < 0} =0.

5.3. Variables aléatoires et loi d’une variable aléatoire

Soit A la tribu borélienne de R, engendrée par les intervalles |—oo, b], b € R.
Autrement dit, 2 est la plus petite tribu sur R contenant les intervalles |—oo, b],
b € R. On note que £ contient aussi les intervalles (pour a < b):

]avb] = ]—oo,b] \]—0070,]7
Jo b= JJa.b— 1,

mm:ﬂm—%w

DEFINITION 5.11. Soit (92,.47,P) un espace probabilisé. On appelle variable
aléatoire toute fonction mesurable X : Q — R, c.a.d. telle que

X YB)eo, VBecA.
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REMARQUE 5.12. Une application X — R est une variable aléatoire si et seule-
ment si, pour tout b € R,

XY(]-00,b)) = {X <b} = {we Q| X(w) <b} € .

En effet, X! commute avec les réunions et avec les intersections (finies, dénom-
brables ou infinies, non-dénombrables).

DEFINITION 5.13. Soit X une variable aléatoire sur (2, &/, P). La loi Px de X
est définie par:

Px(B):=P{X B} =P(X '(B)={weQ|X(w) B}, BcA

REMARQUE 5.14. La loi Px de X est une mesure de probabilité sur (R, %),
c.a.d.

(1) Px(R) =P(X~'(R )): P(Q) =
(2) Pour B, € #, B, N B, =g, ;émlona
Px (UnBn) = P(X ™ (UnBn))
=P(UnX " (By))
= Z]P’ —1(B,)) (car P est une probabilité)

:ZPX n .

REMARQUE 5.15. La loi Px de X est entiérement caractérisée par la fonction
de répartition de X définie par:

Fx:R —[0,1], Fx(b) =Px(]—o0,b]) =P{X < b}.
EXEMPLE 5.16. On trouve, par exemple,

P{X €a,b]} = Px (Ja, b))

Ja
:]P)X(] 7]\] OOCl])
=Px(]— oo,b]) Px(]—o0,d])
= Fx(b) — Fx(a),

et

P{X =a} = Px({a})
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5.4. Propriétés de la fonction de répartition

PROPOSITION 5.17. Soit X une variable aléatoire et Fx sa fonction de répar-
tition.
(1) Fx est croissante, c.d.d. x <y = Fx(z) < Fx(y);
(2) Fx est continue a droite avec une limite ¢ gauche en tout point;
(3) lim Fx(x)=0 et lim Fx(x)=1.
r—r— 00 xr—r 00

DEMONSTRATION.

(1) La monotonicité est claire.
(2) Soient 0 < h,, | 0. Alors

0=Px(2) =Py (ﬂ]a,a + hn]>

n

= lim Px(Ja,a + hy,))

n— oo

= li_)m Fx(a+ hy,) — Fx(a)

et
P{X = a} = Px{a}
=Py (ﬂ}a - hn,a}>
= lim (Fx(a) = Fx(a—hu)),
c.a.d,

lim Fx(a — hn) = FX(a,) — [P{X — a};

n—r oo
en particulier cette limite existe.
(3) On trouve

lim_Fy(z) = lim Fx(-n) = Px (ﬂ]_oo, —n]> =Px(2) = 0;

Jim Fx(z) = lim Fx(n) =Px <U}_oo,n]> =Px(R) =1.

n

O
REMARQUE 5.18. Soit X une variable aléatoire et F'x sa fonction de répartition.
(1) Pour tout z € R l’on a
Fx(z) — Fx(z—) =Px({z}) = P{X = z}.
En particulier, F'x est une fonction continue si et seulement si
P{X =2}=0, VzeR
(2) Fx admet au plus un nombre dénombrable de points de discontinuité.

DEMONSTRATION. (1) est clair.
Pour (2) on note D ’ensemble des points de discontinuité de Fx et

Dn{xER:FX(ﬁ)FX(x)>111}
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Pensemble des points de discontinuité avec un saut d’amplitude > 1/n. Alors
card(D,) < n,

puisque 0 < Fx < 1. D’autre part, on a évidement D = U,,D,,, ce qui montre que
D est dénombrable. (]

DEFINITION 5.19. Soit X une variable aléatoire. On note Px la loi et F'x la
fonction de répartition de X, c.a.d.

Px(A)=P{X € A}, Aec BR),
Fx(a) =P{X < a} =Px(]—-00,qa]), acR.

Une densité de X est une fonction fx: R — R, qui est intégrable au sens de
Riemann et telle que

Fx(a) = / fx(t) dt, a € R.
En particulier, on a:

/_Z Fx(t)dt = 1.

DEFINITION 5.20. Soit X une variable aléatoire. On dit que X est une variable
aléatoire continue, si X admet une densité, c.a.d. s’il existe une fonction fx: R —
R telle que

Fx(a):‘/_a fx(t)dt, a € R.

REMARQUE 5.21. Une densité fx n’est pas forcément une fonction continue.
Mais, en cas que fx est continue, on déduit de Fx(a) = ffoo fx (t)dt la relation

d

fx(@t) = T

Fx(a).

a=t
5.5. Quelques lois classiques

EXEMPLE 5.22. Soit X une variable aléatoire de densité fy.
(1) La loi uniforme sur [a,b] avec a < b.
Cette loi a pour densité
1

fx (t) =<{b—a
0 sinon.

La fonction de répartition est donnée par

0 si z<a
* rT—a .
FX(;U):/ fx(@)dt = b si a<xz<b
oo —a
1 si b<u.
) { Ix Fx
— 1
b—a
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Interprétation:  Cette loi constitue “I’analogue continue” de la loi uniforme sur
un ensemble d’entiers {p,p + 1,...,p + q}. Chaque point de [a,b] est “également
vraisemblable”.

(2) Loi exponentielle de paramétre o > 0.
Cette loi a pour densité

c.a.d.

On vérifie que

et de méme fagon

fx

|
|
|
|
|
0
Interprétation: Cette loi constitue “I’analogue continue” de la loi géométrique.

(3) La loi normale N(p,0?) de paramétres y et 02 (u € R, o > 0). La densité
est donnée par

1 _t=w?
e 2:2, teR.

fu,o2 (t) =




5.5. QUELQUES LOIS CLASSIQUES 63

GD9674LTTSN9

2
E
w
=
Q
Ny 2
=
@
a
z
= =
o
N

Pour la preuve que

on utilisera les coordonnées polaires.

LEMME 5.23 (Coordonnées polaires de R?). Pour (z,y) € R? on pose
r= \/m, tanp = 4
x

Y

Alors
dxdy = r dedr,
c.a.d. en particulier

/}R2 h(z2 + y2) dady = /0°° (/0277 h(r?)r dgo) dr =27 /OOO h(r®)r dr.

D’oul on obtient

o0 2 oo oo (oo} (oo}
t2 u?
/e_sz?dt = / /e 02 T22dxdy = / /e B d:rdy
— OO —00 — 00 — 00 — 00
o0

2 9 2 r——+oo 9
=2r [ e 202rdr:27r —o“e” 202 =27mo”.
r=0

0
Autement dit,

oo

/ 252 dt = V2mo,

—00

7@,02(2&) dt = 7f0,(,2 (t)dt = 1.

et donc,
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Ainsi:
* 1 (t—m)?
F o2 (x) :/ e dt
—oo V2TO
S T t
= / e”Tdz (avec la substitution z = —#)
oo V2T o
()
g
ou

1 z 2
N(Z) = E/ e_Tdt, z e R7
— 00

est la fonction de répartition d’une variable normale centrée réduite.

PROPOSITION 5.24 (Caractérisation de la loi exponentielle). Soit X une vari-
able aléatoire non-négative avec une densité continue fx. Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes:

(1) X suit une loi exponentielle, i.e. il existe o > 0 tel que fx(t) = ae™*" I, (1).
(2) X est sans mémoire, i.e. Vs,t >0,

P{X >s+t|X >t} =P{X > s}.
LEMME 5.25. Soit ¢ : Ry — R une fonction continue telle que
d(s+1) = p(s)p(t), Vs, t=0.
Si ¢ £ 0, alors il existe A € R tel que
p(t) =eM, Vi=o.

DEMONSTRATION. Pour n € N* = {1,2,...}, on obtient

6(n) = @((n — 1) +1) = ¢(n— (1) = ... = §(1)"

et
ol MY (e Iy o)
¢<1)—¢( n) ¢(n+nf0:n) ¢<n>

Donc ¢ (1/n) = ¢(1)*/™. Plus généralement, soit ¢ € Q, ¢ > 0, tel que

n
qg=—, n,mecN*,
m
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Alors
0-o(3)-o(g e 3)
NLE—

n fois

~o() = ey
= ¢(1)"™ = ¢(1)%.

On constate que ¢(1) = ¢(1/2)? > 0. En plus, on a ¢(1) > 0, car si ¢(1) = 0, alors
?(q) = ¢(1)9 = 0 pour tout 0 < g € Q, et donc ¢ = 0 par la continuité de ¢. On
pose

A= log (1),
cad., ¢(1) = e*. Ainsi:

$(t) = (M) =€, VieQ,
et en utilisant la continuité de ¢,
o(t) =€, Vt=0. O

DEMONSTRATION (de Proposition 5.24). Soit X : @ — Ry la variable variable
aléatoire et

x
Fx(z) = P{X <2} = /fX(t) dt, x>0,
0
sa fonction de répartition.

(1) = (2): Supposons que la variable X suit une loi exponentielle de parameétre
a >0, cad.

ae”® t>0 1—ae ™, x>0
t) = ’ - et Fx(x) = ’ i
x®) {0, t<0 x (@) {o, z <0.
Alors, ’on a pour tout Vs,t > 0:
P{X >s+t,X >t}
P{X > t| X >t} =
(X>s+t] } P{X >t}
CP{X>s+t} 1-P{X<s+t}
O OP{X >t} 1-P{X<t}
1 —Fx(s+1t)
B 1_Fw(t)
_ e—a(s+t) _ g
efat

=1-Fx(s) =P{X > s}.
(1) <= (2): Onsait que P{X > s+t| X >t} =P{X > s} pour s,t > 0. Alors
P{X >s+1t} = P{X > s} P{X >t}
—_—
=¢(s+t) =¢(s) =¢(t)

ou ¢(z) =P{X >z} = TfX(r) dr.
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En utilisant que ¢ # 0, on obtient par Lemme 5.25,
o(x) = e avec A € R.

Car ¢(z) — 0, quand = — oo, on constate que A < 0. Posons donc o := —\ > 0,
on a

plz) =P{X>z}=e 220

et
Fx(z)=P{X <a}=1—€e", z2>0.
Autrement dit, la variable X suit la loi exponentielle de parameétre « > 0. O
5.6. Loi et densité commune
DEFINITION 5.26. On appelle vecteur aléatoire tout n-uple X = (Xq,...,X,)
de variables aléatoires X1,...,X,, i.e., X: Q — R™ variable aléatoire au sens que

{XeB}=X"B) <./, pourtout Bec BR"),
ou A(R™) deésigne la tribu borélienne de R™.
(1) La loi Px de X est définie par:
Px(B):=P{X € B}, Be A[R").
(2) On appelle fonction de répartition de X la fonction:
Fx:R" —=[0,1], Fx(a1,...,a,) =P{X1 <a1,...,Xn <an}.

(3) Soit fx: R™ — R, une fonction integrable (au sens de Riemann) telle que
fx(z)dx =1.
Rn
Oun dit que X admet fx pour densité si, pour tout (ay,...,a,) € R™

Fx(ar, ... an) = / fx(x) dz

]—00,a1]X...X]—00,an]

ax

:/.../fX(xl,...,xn)dxl...dxn.

— 00
La fonction fx est appelé densité commune de X = (Xq,...,X,).

REMARQUE 5.27. Soient X1,...,X,, de variables aléatoire.
(1) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) la famille (Xy,...,X,) est indépendante;
(b) {X; € B1},...,{X, € B,} sont indépendants, V By, ..., B, € Z(R);

(c) P{Xl € By,.... X, EBn}Z I_I]P’{)(z EBi}, V¥ Bi,...,B, € B(R);
=1

(d) P{X; <ay,.... X, <an} = [[ P{Xi <a;}, Vai,...,a, €R;
=1

(e) FX(al,...,an):Fxl(a1)~...-FX"(an), Val,...,QHER.
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(2) Pour tout i € {1,...,n} soit fx, une densité de X;. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(a) les variables X,..., X, sont indépendantes;
(b) la fonction

R =Ry, t—= f(t):=fx,(t1) .. fx, (tn)
est une densité commune pour X = (Xq,...,X,).

DEMONSTRATION. Il suffit & démontrer (2).
(b)=(a): Soit

t— fx(t) = le(tl) .t an(tn), t= (tl, Ce 7tn) S Rn,
une densité commune. Alors, pour tout (ai,...,a,) € R,
Fx(al,.. ) ]P){Xl al,...,Xngan}

/ .../'fX(tl,...,tn)dtl...dtn
—o0 —o0

/al e Sxal) ) di

/ J)dt; —HFX a;).

Autrement dit, la famille (Xl, oo, X)) est 1ndependante.

I
I :::

(a) = (b): Soit maintenant la famille (X7, ..., X,,) indépendante. Alors

Fx(a1,...,an) = Fx,(a1) ...  Fx, (an)
TP <) =] [ e
i=1 =1

:/ o [ ) - F () dt .t
=:f(t1,..,tn)

La fonction f:= fx, -...- fx, est donc une densité commune. O






CHAPTER 6

L’espérance de variables aléatoires continues

6.1. L’espérance d’une variable continue

Probléme Comment définir 'espérance E[X] d’une variable aléatoire continue
X de densité fx?

REMARQUE 6.1 (Cas discret). Soit X une variable aléatoire non-négative a
valeurs dans un ensemble dénombrable {1, z2,...} C [0,00[. Alors:

E[X] = Zx P{X =a;} = inpﬁ
Fx(t)=P{X <t}= > p; oitp;:=P{X =z}

1 <t

En particulier,

P{X > t}dt.

0
:Z/pil[o’wi[(t)dt:/_z p; dt =
0 0

On remarque que la formule

E[X] = /OOOIP’{X > t}dt

a sens pour une variable aléatoire X > 0 quelconque (en ce compris le cas ou la
variable X n’est pas discréte ni continue).

DEFINITION 6.2 (Cas général). Soit X : Q — [0, co[ une variable aléatoire non-
négative. On pose:

E[X] :/ P{X > t}dt :/ (1= Fx(t))dt € [0,00].
0 0
En cas général d’une variable aléatoire
X=X, -X_
on définit
E[X]:=E[X;]-E[X_], si EX;]<oo ou E[X_]< 0.

PROPOSITION 6.3. Soit X une variable aléatoire de densité fx. Alors

E[X] = / sfx(s)ds (si Uintégrale est bien définie).

69
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DEMONSTRATION. (1) Traitons d’abord le cas X > 0:

E[X] = /OOOIP’{X > thdt

([ os)e
[T ([ s is) a
=[] wawseear) as
=/0°°( Osfx(s)dt> ds

:/o s fx(s)ds.

(2) Pour le cas général:
X=X, - X_

on remarque d’abord que
o
E[X,] = / P{X, > t}dt

0

:/ P{X >t} dt
0

= / s fx(s)ds (avec le méme calcul que ci-dessus)
0

et

]E[X]:/OOOIP’{X>t}dt:/OOO]P’{X<—t}dt

()
- /ooo ( / OOO Ve fx(s) ds) it
/Ooo (/ooo Ty df) Fx(s)ds
/ Ooo ([ tomade) rsas

_/O (—s)fX(s)ds——/Ooosfx(s)ds.

— 00 —

Donc on a

E[X,] = /OOOP{X+ > (}dt = /Ooosfx(s)ds
0

E[X_] :/OOO]P’{X >t} dt = —/Oosfx(s)ds,



6.1. L'ESPERANCE D'UNE VARIABLE CONTINUE 71

et puis
oo
BX) =B - B ) = [ sfx(s)ds
si 'intégrale est bien définie. O

PROPOSITION 6.4. Soit X une variable aléatoire de densité fx et soith: R - R

une fonction non-négative ou bornée. Alors
oo

E[h(X)] = / h(s)fx (s) ds.

—0o0
En particulier, pour p=1,2,...,
oo
E[X?] = / sPfx(s)ds (sil'intégrale est bien définie),
— 00

et

var(X) = E[(X — E[X])’] = / T (s~ BIX)? fx (5) ds

= E[X?] - E[X]* = /_O; 5% fx(s) ds — (/_isfx(s)dsf’

o(X) = /var(X).

DEMONSTRATION. Sans restrictions il suffit se ramener au cas que h > 0. Alors

E[h(X)] = /0 TP > 1) dt

- /0Oo </{s:h(s)>t} Fx(s) ds) o
=[] 1enoma@ s as) a
= /OOQ (/Ooo Tjo,n(s)[(t) dt) fx(s)ds

= /OOO h(s) fx(s)ds. O

EXEMPLE 6.5 (Loi uniforme sur [a,b]). Pour les moments d’une variable aléa-
toire X suivant la loi uniforme sur [a,b], on a

> I 1 ot —gr?
Pl — P = p =
E[X?] / a? fx (z) dx b_a/a:cd:c PRI B S

— 00

On utilise que

fx(@) = 3= (@)
En particulier,
102 —a? a+b 163 —a?
= - = E[X?] = -
E[X] 2 b—a 2 t X7 3 b—a
On constate que
bh— 2
var(X) = (b—a)
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ExeMpPLE 6.6 (Loi exponentielle de paramétre «). Pour les moments d’une
variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de paramétre o, on a

E[X7] :/ 2P fx(z)dx = / 2Pae” " dx.
—o00 0

On utilise que
fx(x) = e *1g, ().

La formule d’intégration par parties:

0 0 0

avec h(z) = 2P et g(z) = —e~**, donne

> |
E[XP] :p/ 2P lo—ox gy — B]E[Xp—l] - = &_
0 (0% oP

En particulier,

E[X]= -, E[X?] = et var(r) = —.

o a2 !
EXEMPLE 6.7 (Loi normale de paramétres u et o).
Soit X une variable aléatoire de loi normale N (u,0?), c.a.d.

Fx(@) = fpn () = ﬁ% exp (_“;‘;‘V) .

B = [ afp@ie=pt [ @ s =

— o0 — 00

=0

() = [ @ ) fuee) ds

— 00

2 e—($—u)2/20'2 dx

o [ 2

= / e 2y (avec y = (z — 1) /0?)
0'2 |: 7y2/2:| oo + 0-2 S8 7y2/2 d (, t, t. t- )

= —ye e y (intégration par parties
V2T —oco V2T J_ o

= 0'2.

6.2. La loi d’une somme de variables aléatoires indépendantes

PROPOSITION 6.8. Soient X; et Xo deuzx variables aléatoires indépendantes
admettant des densités fx, et fx,, i.e., pour tout v € R,

Fxl(ﬁ):P{ngl'}:/L fxi(lf)dt7 i:172.

Alors la variable aléatoire
X=X+ Xy
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admet une densité fx donnée par la convolution fx, * fx, des fonctions fx, et fx,,
c.a.d.

Ix(@) = (fx, * fx,)(t)
:/_ le(.’E)fXZ(t—l‘)d.’E

[ rat-wiewd ter
DEMONSTRATION. D’abord on note que

P{Xl + X5 < Z} = P{(Xl,Xg) S A},
ot A= {(z,y) e R? |z +y < z}.

Y

Donc

P{(X1,X5) € A} = //A Jix1.x0) (@, y) dady

= // Ix, () fx, (y) dedy (puisque X1, X5 sont indépendantes)
A

[ @ ([ ) i
= /O;fxl(x) </;fx2(yx)dy> da
/i@(/ﬁ:fxdrﬁkxyzmdx>dy

= / (fx, * fx,)(y)dy, pour tout z € R.

—00

Autrement dit, fx, * fx, est une densité de X = X; + Xo. O

EXEMPLE 6.9. Soient X7, X5 indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
Alors X; + X5 admet la densité:

0, <0
t 0<t<1
t:
fxi4x, () 9t 1<t<?
0, t>2.
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En effet, on a

oo

fxi4x,(t) = / lpo,1)(z) Ipo,11(t — o) d

— 00
:/ Noumivq (@) dz = (0.1 A [t — 1,1]]-
Plus généralement, soit X = X; + Xo + ... + X,, avec X; indépendantes et de loi
uniforme sur [0, 1]. De la méme maniére on peut déterminer la densité de X.

n=1 n=2 n=23

0 1 0 1 2 0 1 2 3

Xi X1+ Xy X1+ Xo+ X3

REMARQUE 6.10 (Linéarité de I’espérance). Soient X, Y deux variables aléa-
toires et f(x,y) une densité commune de (X,Y). Alors on a pour la densité de X
et Y, respectivement X + Y, les formules suivantes:

+oo
fx(s) :/ Jfox,v)(s,t)dt,

o0

+oo
frit) = / Fox(s,8) ds,

o0

+oo
fX—i—Y(t):/ f()gy)(s,t—s)ds.

o0

(En effet, pour tout a € R on a
Fx(a) =P{X < a,Y < +o0}

a —+o0
= / / fxy)(s,t)dsdt
a —+o0

:/_Oo (/_oo f(X’Y)(S,t)dt) dSZ/_;fX(S)dS

Fx+y(a) :P{X+Y < a}
=P{(X,Y) €4} ouA:={(z,y) R |z +y<a)

— [ s (st dsar

T e

U tmo-s6)e

[ (=)= [ v

ou

etc).
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En particulier, on trouve
+oo
EX +Y]= / tfxyy(t)dt

—0o0

_ /+°Ot (/:)o o (s.t— 5) ds) dt

“+oo +oo
= / / t fix,vy(s,t —s)dsdt

+oo +oo
= / / (s+1) fix,v)(s,t) dsdt

_ /_:os (/_:O Joxw(5:1) dt> ds+/:ot (/_:o S (5. 1) ds) dt

+o0 Foo
:/ sfx(s)ds+/ tfy (t)dt = E[X] + E[Y].

—00 —00

6.3. La loi gamma et le paradoxe de I’autobus

PROPOSITION 6.11. Soient Ty, ...,T, des variables aléatoires indépendantes de
loi exponentielle de paramétre «. Alors S, :=T1 + ...+ T, admet la densité:

antnfl

fs,, (t) =< (n—1)!
0 , t<0

e*“ﬂ t>0

DEFINITION 6.12. Soit X une variable aléatoire de densité fx. On dit que X
suit une loi gamma de paramétres n et «, si

antnfl

€7O‘t l{tZO} .

DEMONSTRATION (de Proposition 6.11). Supposons la formule demontrée pour
n. En utilisant que S,11 = S, + Tr4+1 avec S, et 15,41 indépendants, on obtient
par récurrence:

fsnn(t) = /0 fs, (@) fr,.,(t —x)dx
= /OO fs, (@)ae™ " g (¢ — 2)dx
0
ot Q"

t
= ae W/ e (par hypothése)
n - . 0

a” ot
(n—1D!n
an+1tn
—_ ' efat. O
n.

— ae—at
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PRrOPOSITION 6.13 (Temps d’attente consécutifs). On interpréte les variables
Ti,...,T, comme les temps d’attente consécutifs jusqu’a l'instant auquel un certain
événement se produit, et

comme temps total d’attente aprés lequel se produit le n*¢™¢ coup. Pourt > 0, on
note Ny le nombre d’événements qui se produisent avant le temps t, c.d.d.

Ny :=max{n | S, < t}.

Alors, pour t > 0, la variable aléatoire Ny suit une loi de Poisson de paramétre at.

. T Ts T

—_——

O 51 SQ SS S4

DEMONSTRATION. Soit ¢ > 0 et n € N. Alors on a:
Nt:n<:>5'1 <t7,Sn <t et Sn+1 >t

<= n=max{k| S, <t} = Z lis, <ty
k>1

En particulier,
P{N; =n} =P{S, <t} —P{Sp+1 <t}
=Fs,(t) — Fs,,. (1),
ol .
Fs, (0 =P{S, <t} = [ fs(@)da

Nous démontrons que

n—1 jp. .k
t
Fs (t)=1— O‘k' et t>0
k=0 ’
En écrivant
n—1 aktk .
fult) = fs,(t) et Fu(t):=1-) et
k=0

il suffit & démontrer que
(%) Fo(t) = fult), t>0.
(En effet, alors on a Fg (t)—F},(t) = 0, et donc Fs, —F,, = C pour une constante C;
car lim;_, o0 Fi (t) = lims—, oo Fis, (t) = 1, on conclut que C = 0.)
Démontrons maintenant (x). En effet,

n—1 f n—1 p. L
t
Fit)=-Y Skttleot 1 3
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Il en résulte que

at)” _
P(N, = n} = Fs, (1)  Fs,., (1) = “D cmot
ce qui démontre que N, suit une loi de Poisson de paramétre at. Il

EXEMPLE 6.14 (Paradoxe de I’autobus). On fixe un instant ¢ et on se demande
combien de temps doit on attendre en moyenne jusqu’au prochain événement. Plus
précicement, on veut déterminer la loi commune de (77,7") ou

T'=t—Sy, et T =Sn41—t

T/ Tl/

SN,, SN,,-H
Rappelons que
Spn=Tr+...+T,,

ou les T; sont indépendantes et suivent une loi exponentielle de paramétre a. En
particulier, on a E[T;] = 1/« pour tout . La variable

Ny = max{n | S, <t}

est alors Poisson de paramétre at.

Soient maintenant 0 <z < tety > 0.

T =t—-S,>x T'=Su1—t>y
— S, <t—=x = Spt12y+t
Sn t SnJrl
Alors on a:
P{T' >, T" >y} =Y P{Sy <t—=z, Sps1 >t+y}
n>=0
=P{Sy >t+y}+ > P{S, <t—=, Spy1>t+y}
n=1
=P{Ty >t+y}+ > P{Sy<t—=, Top1 >t— S +y}
n>1
=P{Ty >t+y}+ Y P{(Sn,Tni1) € A}.
n>1
ol

A={(s,r)eER*:s<t—mz, r>t—s+y}

Par l'indépendance de S,, et T),41, la densité commune de (S, T,,+1) s’écrit

f(Sn,,Tn+1)(S? 7’) = fS'n, (S)an+1 (T)
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En utilisant la loi exponentielle de 7; on trouve

POz 120 = [ [ e )
nzl1 sSt—z Jrzt—sty

_ et ¥ / fs, (s) ae=o" dsdr
Lt—zx Jr>t—s+y

n>1v*$
— e—olt+y) + Z/ fs. (8) e—a(t=s+y) Jg
n>1 s<t—x
t—x
_ efa(tﬁLy) 1_|_/ Z fSn(s) e*Sds
0 n>1
Mais
Cvnsnfl s as" s
Zfsn(s):Z(n_l)!e ZOZZ nl € = qQ,
n>=1 n>=1 n=0
et donc

t—x
P{T" >z, T" >y} = e *(t+V) [1 —|—/ aeo‘sds}
0

— e—a(t+y) [1 + (ealt=) _ 1)}

= e,

Ainsi, pour 0 <z <tety>0,1'on a
P{T' >z, T" >y} =e “e Y,
REMARQUE 6.15 (Paradoxe d’autobus; conséquences).
(1) (laloideT”) On trouve que
P{T" >y} =P{T" >0, T" 2y} =", y=0.
La variable T" est donc exponentielle de parameétre a; en particulier,

B =L,
«

Interprétation. Pour le prochain “bus” il faut attendre aussi longtemps que si
I’attente démarrait & nouveau a l'instant ¢.

(2) (Vindépendance de T" et T”) Pour 0 < z <t et y > 0 on trouve que

P{T" <z, T"<yy=1-P{T" 2a20uT’ >y}
=1— (P{T' 22} +P{T" >y} —P{T' > 2, T" > y})
=1- (e_‘” +e M — e_‘”e_ay)
(1)1 — )
_ P(T < 2}P{T" < y):

en particulier, les variables 77 et 7" sont indépendantes.
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(3) (laloide T") Omn a

P{T’ > pour 0 <z <t
P{T' > o et P{T' >t} =0,
et donc P{T" >t} = e~ = P{T" = t}. Par conséquent,

[e %4

x}=e"
t}=e"

1 — e 0% <t
FT,(x)ZP{T’gx}z{ © o7

1 , >t

1 —

}e—at

x> Fri(x)
0 t
En particulier,
E[T"] = / PT' > 2} da
0

e 7(1 _ e—oat)7
a 0
et puis
1— —at 1 2 —at 2
E[T’+T"]:7e+*:**6 — —, quand t — oo.
a « « « «

Interprétation (paradoxe de lautobus). Pour ¢ grand, en moyenne, la longueur
d’intervalle aléatoire d’attente qui couvre le point ¢ est = 2/«; méme si un intervalle
typique a en moyenne une longueur de 1/a.






CHAPTER 7

La loi du tout ou rien et la loi forte des grands
nombres

7.1. Lemme de Borel-Cantelli

LEMME 7.1 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit Ay, As, ... € &7 une suite d’événements
et soit

Ay = ﬂ U A = “une infinité d’événements A,, se réalisent”
n kz2n
= “A,, a lieu une infinité de fois”

= “A,, infiniment souvent” = “A,, i.s.”

(1) Si ZP(Ak) < 00, alors P(Ax) = 0;

k
(2) Si ZIP’(Ak) =00 et Ay, As, ... indépendants, alors P(Ay) = 1.
k

DEMONSTRATION. (1) Comme B, := Uk>n Ap et A=), Bn,ona

P(Ay) = lim P(B,) = nan;OP( U Ak) < lim ;P(Ak) =0.

n— oo
k>2n
(2) On remarque d’abord que
P(A°,) :IP(U N A;) < ZP( N A;).
n kzn n k>n
Mais, pour tout n, on a:

= lim H P(A}) (les Ay sont indépendants)

m—o0
n<k<m

= lim J] (1-P(4)
n<kL<m

< lim H e P(Ax) (care ™ 21—z, pour 0 <z <1)
m—r 00
n<kLm

— 3 P(Ay
< lim e kgn ( k):O

m—r o0

(pour la derniére égalité on utilise que > P(Ax) = +oo. O
k

81
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COROLLAIRE 7.2. Soit A1, Ao, ... une suite indépendante d’événements. Alors
on a
P(A) € {0,1},

et ceci selon la série > P(A,) est convergente ou divergente.
n

EXEMPLE 7.3 (Marche aléatoire sur Z). Soit (X,,)n>1 i.i.d. telle que
P{X,=1}=1-P{X, = -1}
Onpose p:=P{X, =1} et S, = X1 +...+ X,. Pour
Ap={5,=0} et Ax={S,=0 is.}

on trouve

DEMONSTRATION. Cas p# 2: On a

2n
11 suffit démontrer que > P(As,) < oo; alors P{S,, = 0 i.s.} = 0 par le lemme de

Borel-Cantelli (1).

Rappel (Critére du quotient) Si a,, est une suite de réels non-négatifs telle que
la suite de quotients a,i/a, converge vers un réel ¢ <1, alors la série ) a, est
convergente.

En effet,
P(A2n+2) — (QT:irf)anrl(l —p)n+1
P(Az.,) (e =)
B (2n+2)!  nln!
=p(1 —p) (n+ 1)l (n+1)! (2n)!
(2n+2)(2n+1)

=p(l— < 1.
P s ©
<1/4 ————————

—4

Cas p = 1: Soit
py:=P{In>1:5,=N}, NeN

Alors p; = p_1 par symétrie, et

po=P{In>1:8,#0,...,8,-1#0, S, =-1, S,41 =0} +
P{In>1:5#0,...,5,.1#0, S, = 1, Sp41 =0}
=P{3n>1:5#0,...,5,-1#0, S, =-1, X,,;1 =1} +
P{3n>1:81#0,...,8,-1#0, S, = 1, Xp41 =—-1}
1 1 1 1
:ip—1+§p1:§p1+5;01:p1~

Evidément,
b2 = P%
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En plus,
pr=P{3n>1:5,=1}
:P{Slzl}—i—ﬂm{an}lsn:l’ Slz—l}
1
=§+P{3n21:5’n:1|5’1:—1}IP’{51:_1}
DR SR S
To gl T Tk
Mais
PP —2p+1=0<=(p1—1)?=0<=p, =1
Donc,

pO:17 b1 :17 p2:17"'
Autrement dit,
=1 VneZ.
A partir d’ici, ’assertion est évidente. Soit, par exemple,
T=inf{n >1:85, = 0}.
Alors (S;4n)n>0 est aussi un marche aléatoire sur Z de méme loi que S,. D’ou
P{S, =0 is.} = 1. |

EXEMPLE 7.4 (Le singe savant). Un singe est placé devant une machine 4 écrire.
Il tape au hasard un caractére aprés I’autre, chaque caractére ayant méme proba-
bilité d’étre tapé. On note SH le texte (ou la concaténation) de toutes les ceuvres
de Shakespeare, c.a.d.

SH = Romeéo et Juliette + Macbeth + Hamlet + Othello + Le Roi Lear + ...
Alors la probabilité que le signe tape SH une infinité de fois est 1, c.a.d.
P{“le singe tape SH i.s.”} = 1.
DEMONSTRATION. Soit A l'alphabet avec la loi uniforme. Alors
Q={w=(w1,wa,...) |w; €A, i=12,...}.

On note
XZ‘((A)):OJZ', 221,2,
Alors la suite (X;) est i.i.d. avec

1
P{X; =a}=+—, € A.
Wiz =g o
Soit SH = (ay,...,as) 'ceuvre de Shakespeare. Pour n =0,1,2,... on pose:
A, = {w €N | Wnt1 = a1, w(n+2)=apta,-.., Wnts :ag}.

On obtient

P(A,) = <®>e > 0.

Considérons maintenant les événements
Bn:Aé(n—l)y n:1,2,...

Alors (Bj,)n>1 est une famille indépendante, et pour tout n, on a

P(B,) = <1§|>2 =:c>0.
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En particulier,
S BB = Y o= o

et par le lemme de Borel-Cantelli on déduit
P{B, is.} =1,

c’est-a-dire avec la probabilité = 1, le singe tape SH infiniment souvent. O

7.2. Convergence de variables aléatoires

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires, définies sur le méme espace
probabilisé (2, «,P). Il existe plusieurs notions de convergence de X, vers une
variable aléatoire X.

(1) Convergence en probabilité
lim P{|X,, —X|>e} =0 Ve>0 “X, — X en probabilité”

n— oo
(2) Convergence presque strement

P {w €N lim X,(w)= X(w)} =1 “X,, — X presque sirement”
n—oo
(3) Convergence dans LP, p > 1
lim E[|X, — X["] =0 “X, — X dans LP”

n—00
REMARQUE 7.5. On constate que (3) = (1) et (2) = (1).
DEMONSTRATION. (3) = (1) est claire: pour tout € >0 on a
P{|X, - X| > e} =P{|X,, — X|P > P}

— p
< ElX, - X

- — 0, quand n — cc.
€

(2) = (1):
D’abord on remarque que

P{X,—X|>e is}=P| (| |J{Xn—X|>¢}

m>=21ln>m

= lim P L>J{|X ~X|> ¢}

>P{|Xm*X| 25}

Pour conclure il suffit & démontrer que P{|X,, — X| > ¢ i.s.} = 0 sous la condition
que “X,, = X presque sirement”. Pour ceci on utilise le lemme suivant. O

LEMME 7.6. On a
X, — X presque sirement < Ve >0, P{|X,, — X| >¢ is.}=0.
DEMONSTRATION. Pour {X,, /> X} = {w: X, (w) - X(w)} on peut écrire

wpx=UN U -xz )

k>21m>=21n>m
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Donc:

P{X, - X|/+0}=0 «=P| () U{|Xn—X|>]1€} =0. O

= P{X, - X|>0}=1 meem

P{|X, —X|>1/k is.}
REMARQUE 7.7. Par le lemme de Borel-Cantelli, la condition

ZIP’{\XH —X|[>e}<oo Ve>0 “convergence rapide en probabilité”
n

implique la convergence X,, — X presque slrement.

7.3. La loi forte des grands nombres
D’abord, rappelons la loi faible des grands nombres.

REMARQUE 7.8 (Loi faible des grands nombres). Soit (X;);>1 une suite de
variables aléatoires, deux & deux non-corrélées telle que E[X?] < ¢ < oo pour tout
1 €N. On pose S, = X7 +...+ X,,. Alors

S, — E[S
}P’(‘”n["] >5> — 0, quand n — oo,
c’est-a-dire,
Sn -E Sn o1
% — 0 en probabilité.
Si de plus E[X;] = E[X;] pour tout i, alors
S,

— - E[X;] en probabilité.
n

THEOREME 7.9 (Loi forte des grands nombres). Soient (X;);>1 une suite de
variables aléatoires, deuz a deuz non-corrélées telles que E[X?] < ¢ < oo pour tout
1 €N. On pose S, = X1 +...+X,,. Alors

Sy, — E[S,]

n

— 0, presque sirement.

En particulier, si de plus E[X;] = E[X1] pour tout i, alors
S,

— — E[X1], presque sirement.
n

DEMONSTRATION. D’abord on note que E|X;| < oo & cause de E[X?] < oo
(voir Exemple 3.14). Sans perte de généralités, on peut supposer que E[X;] = 0
pour tous les ¢. Alors, on a par hypothése,

E[S2] =) E[X7]+ E[X;X,] < nc.
2B o BN

ij=1

#j =0
Utilisant I’inégalité de Tchebychev, on obtient que
ne c
FUSM > ek < Sp e = e

et par conséquent,
9 c
n n
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Par le lemme de Borel-Cantelli on obtient
P{|S,z2| > ne is.} =0,
et donc avec le Lemme 7.6,
Sp2

T — 0 presque sirement, quand n — oco.

Il reste & estimer les déviations de Sy, pour n? < k < (n + 1)? par rapport au S,,:.
On pose

D, = max  |Sk — Spz|, n>1.
n2<k<(n+1)2
Alors
(n+1)2-1
ED< Y E [|Sk - Slﬂ
k:nQ
(n+1)2-1 k 9
- Y E [‘ 3 x
k=n?2 i=n2+1
(n+1)*-1  k
= > EX7
k=n2 i=n2+41
(n+1)%-1
<2n E[X?] < 4n’c
k=n2+1
On obtient
4dn’e _de 1

2
P{Dn >n’e} < nte2 ~ g2 p2’

et d’oul comme avant

D
—; — 0 presque stirement, quand n — co.
n

Finalement, on a pour n? < k < (n + 1)

k n?

REMARQUE 7.10. Il existe des versions renforcées de la loi forte des grands
nombres, par exemple celle de Kolmogorov:

— 0 presque stirement, quand n — co. O

THEOREME 7.11 (Kolmogorov 1930). Soit (X;);>1 une suite de variables aléa-
toires i.i.d. telle que B|X;| < co. Alors:

S
= S E[Xy], presque strement.
n

EXEMPLE 7.12. Soit (X;);>1 i.i.d. et f: R — R une fonction mesurable telle
que E|f(X;)| < oo. Alors la famille (f(X;));>1 est aussi i.i.d. et par la loi forte des
grands nombres:

%Z f(X;) — E[f(X1)], quand n — oo.
=1
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En particulier:

(1) Soient X; de la loi uniforme sur [a,b] et f : [a,b] — R une fonction continue.
Alors, on a

fz f(X _> [ / f(z)dx presque sirement

(méthode de Monte—Carlo pour le calcul d’intégrales).
(2) Soit f = 1p avec B C R mesurable (e.g. B = [a,b]), alors on a pour “la
fréquence relative d’événements {X; € B}’

%Xn:f(xi) _ ltie {1""’:} X € B ga(x) = P, € BY.

(3) Soit f = 1o €t

) 1,. Xi(w) <
F,(w,t):= HZG{ SLIOE }|, teR, weQ,
n

la “fonction de répartition empiriqgue” de X;. Alors

F,(-,t) = Fx,(t) presque strement.

EXEMPLE 7.13 (Nombres normaux). Fixons 2 < d € N. Soit w € [0,1] et

w1 %)
w23+?+d3 Zdn, wn €40,1,...,d—1},
le développement d-adique de w. On appelle w un nombre d-normal si
. ok
Vke{0,1,...,d—1}, isn: w }|_>8 quand n — oo.
n

REMARQUE 7.14. Soit d = 10. Alors 0,1234567890123. .. est d-normal.
Question: Sont m — 3, e — 2, v/2 — 1 des nombres d-normaux? La response est
inconnue!

THEOREME 7.15 (Emile Borel 1909). Soit 2 < d € N. Sauf un ensemble de
mesure de Lebesque 0, tout nombre w dans [0,1] est d-normal.

DEMONSTRATION. Soit Q = [0,1], & = 2([0,1]) et P la mesure de Lebesgue
sur [0,1[. Notons

X,:Q—={0,1,...,d—-1}, X,(w):=wn.
Alors
P{Xi=n1,..., Xp=ni} =P{lw e Q| Xi(w) =nq,...,Xi(w) =ng}

n ng +1
{wEQ|—|— e R AL R }

d? dk d d? dk
nk n1 ne +1 1

cad. (Xp)n>1 est iid. et P{X,, =k} = 1/d pour tout k € {0,1,...,d—1}. En
particulier, la suite

(I{Xn:k})n>1 est i.i.d. pour tout k € {0,1,...,d — 1}.
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En conséquence, par la loi forte des grands nombres, on obtient donc tout k& €
{0,1,...,d -1},

1 & )
;Zl ]I{Xn:k} 71—>—OO> E[]{Xlzk}} = P{Xl — k} _ g p_s_

Il reste a noter que

1 & {i<n: w; =k}
—S 1y, - = : O
; Zj (=) (@) -




CHAPTER 8

Le théoréme de la limite centrale

8.1. Fonctions caractéristiques
DEFINITION 8.1. Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, o7, P). La fonction
ox:R—=C, ¢x(t):=E[e"] = Elcos(tX)] + i E[sin(tX)],

est appelée fonction caractéristique de X.

REMARQUE 8.2. La fonction caractéristique a les proprietés suivantes:
px(0) =1
ox(—t) = px(t), en effet
ox(—t) = Efcos(—tX)] + i E [sin(—tX)]
= E [cos(tX)] + (—i) E [sin(tX)] = ox(t)

lox (W) SE[le"*]] =1

SOaX—i-b(t) —F [eit(aX+b)] —F [eitaX] E [eitb] _ e”bgox(at)

Si X,Y sont indépendantes, alors

oxiy(t) =E {eit(Xer)} —E [¢Xe] = E [X] E [¢?Y] = ox (H)ev (D).

Plus généralement, soient X1, ..., X, indépendantes, alors

Oxyt.tx, () = H P, (1)
k=1

EXEMPLE 8.3. Soit X une variable aléatoire réelle sur (€, o7, P).
Soit X Bernoulli, c’est-a-dire P{X =1} =pet P{X =0} =1 —p=¢q. Alors
px(t)=E [eitX} =pe' +q.
Soit X binémiale de paramétres n et p. Sans perte de généralités,
X=X +..4+X,

avec X1,..., X, indépendantes de loi de Bernoulli telles que P{X = 1} = p.
Alors, en utilisant Remarque 8.2 (5),

ox(t) = [ ox.(t) = (g +pe')™.
k=1

Soit P{X =1} =P{X = —1} = 1. Alors
ox(t) =E[e"™X] =" P{X =1} + e " P{X = -1}
it | it
= ete = cost.
2

89
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(4) Soit X Poisson de paramétre A > 0. Alors

(t) = i eFP{X =k}
k=0
_ i pith 67];)‘]6
i it
-

k=0
_ it it_
—e )\e)\e — e)\(e 1)-

(5) Soit X une variable normale N(0,1). Alors

R 1 2
ox(t) = /700 e fo1(z)dx avec fo1(x) = \/ﬁe*m /2,

Donc

ztm —x /2d

px(t) = m/

2
cos(tz) + isin(tx)) e™* 124
m/ (t2)) e
2
cos(tx)e ™ 24z,
\/ﬁ/

—x2%/2

car la fonction x — sin(tx) e est impaire. D’autre part, on a

! ) sin(tx —2* /2.
ox(t ﬁ27r / )e

En utilisant intégration par parties
oo (oo} 5
/ hg' = —/ Wg avec h(zx) = sin(tx) et g(z) = e /2,
— 00 — 00
on déduit que
1 oo
/
)= ———
QOX( ) \/%
= _tSOX (t)
Autrement dit, pour tout ¢t € R,

t cos(tx)e*wz/de

i (t) = —tox (1),

et puis

d

9 (ox)e/7) = gl /2 + px (1162

= { (t) + tox (t)} e/2 = 0.
Donc
2
px(t)e"/? =px(0) =1, pourteR,

c.a.d.

px(t) = e /2
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(6) Soit X = X, ,2 normale N(u,0?). Alors
X“’Jz = O’Xo’l +u
avec X 1 une variable N(0, 1), et puis

. S 2 2
X, 2 (t) = Coxor+ut) = ¢x,, (0t) et = git=tn/2,

PROPOSITION 8.4.

(1) Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans Z. Alors

ex(t) = Z P{X = k}e'* (série de Fourier).

k=—o0
Les “coefficients de Fourier” P{X = k} sont déterminés par la relation:

P{X =k} = L /W ox (t)e " dt.

2 J_,

(2) Soit X une variable aléatoire avec densité fx. Alors

px(t) = / fx(x) e de =: f(t) (transformée de Fourier), et

1 [~ ito
fx(x) = 2—/ ox(t)e "™ dt  (transformée inverse de Fourier).
™ —00

En particulier,
P{a < X < b} = 2—/ </ ox(t)e " dt) dzx.
i a — 00

REMARQUE 8.5 (Théoréme d’unicité). La fonction caracteristique px caracté-
rise la loi de X, c.a.d. si deux variables aléatoires admettant la méme fonction
caracteristique, elles ont méme loi.

EXEMPLE 8.6.

(1) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que
e la variable X est Poisson de paramétre A > 0, et
e la variable Y est Poisson de parameétre p > 0.

Alors X 4+ Y est Poisson de paramétre \ + pu.
(2) Soient Xi,..., X, indépendantes, X, normale N (u,07) pour £ =1,...,n.

Alors X7 + ...+ X, est normale N (u,0?) ot
w=p1+...+pn, et
02:af+...+072l.
DEMONSTRATION. (1) En effet, par I'indépendance de X et Y, on obtient

ox+y(t) = px(t) oy (t) = AETTD e —D) = )1,

(2) Par l'indépendance de Xi,...,X,, on a

n n
s, (1) = [[ox.(t) = [[ et/ = et t/2, m
=1 =1
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REMARQUE 8.7. Soit n € {1,2,...}. Supposons que X est une variable aléatoire
telle que
E[|X]"] < oo.
Alors, px est n fois dérivable, et
oW (1) = i*E[X Y], k=1,...,n.
En particulier,
E[X*] = (=) ¢ (0).

8.2. Le Théoréme de Moivre-Laplace

Pour une variable aléatoire X on note px(t) = E[e?X] sa fonction caractéris-

tique. Rappellons que si px = ¢y, alors
P{a < X <b} =P{a <Y < b}, pourtout a,beR.

THEOREME 8.8 (de Moivre-Laplace). Soit (Xj)k>1 une suite i.i.d. de variables
aléatoires avec 0 < o2 := var(X},) < oo. Soit
Sp=X1+...+ X,

et
_ Sp — E[Sy] S — nE[X4]

var(Sy,) Vno

Alors, les variables S convergent en loi vers une variable aléatoire N(0,1), c.d.d.
pour tout a,b € R avec a < b,

Sy

n -

Y Ll
]P’{a<S:L<b}—>\/—27T/Ge 2dex=N(b)—N(a), quandn — oo,

ot

1 # 2
N(z) = 7ﬂ/0 e 2dx

est la fonction de répartition de la loi normale N(0,1).

DEMONSTRATION. On utilise que S}; convergent vers N(0,1) en loi si et seule-
ment si
o 7152/2 R
Psx (t) = On(t) =€ Vit eR.
Nous démontrons que
pgx(t) — e*t2/2, quand n — oo,
pour tout ¢.
Fait utilisé dans la preuve: Si z, — z dans C, alors (1 + %")n — e*.

Sans restrictions soit (Xj) une suite centrée, c.a.d. E[X}] = 0 pour tout k. Puisque

0? = E[X}] < oo, la fonction ¢ := ¢y est de classe C? et en plus

©'(0) =iE[X}] =0, et
¢"(0) = PE[X}] = —0”.

Le développement de Taylor en ¢t = 0 donne

ot)=1— Ty r(t), on O

> 7%0, quand ¢t — 0.
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Comme
pg:(t) = H ox, (1) = px, ()",
i=1
on obtient
(t) = o\ t o\ t\"
L)OS;‘L - SDS” \/HO' - SOXI \/?TLO' =@ \/ﬁO’
o t? t " 2
—(1- — —Se 2 p oo
(-t (7)) 2™ novee

La convergence est uniforme sur les intervalles compacts. On a utilisé que

t
m‘(\/ﬁa>ﬁ(), n — 0. O

8.3. Applications

EXEMPLE 8.9. On jette un dé n = 12000 fois. Soit P la probabilité que le
nombre de “6” est dans ]1800,2100]. La formule exacte est

k n—k
12000 1 5
p= ) (2 .
1800< k<2100

1, si“6” au k'®™€ coup
Xi = .
0, sinon.

On note

Alors, les variables (X}) sont ii.d. avec P{X}, = 1} = ¢. En particulier,

—_

1 1 5
E[Xx] = = =E[X?] et var(Xy) =E[X?] - E[X)? = 67 3% 36 o?

(=

Soit
S,=Xi1+...+X,.
Pour a < b on a:

P{a< S, <b}=P a — nE[X,] < Sn — nE[X4] o b— nE[X]

Vno Vno D Vno

—_———
=3z
~ N b — nE[X] _N a — nE[X1] ’
Vno Vno
c.a.d.
2100 — 2 1 -2
pa 2002000 (1800 72000} N(vV6) — N(—2V6) ~ 0,992.

1/ 12000 2 1/ 12000 2
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EXEMPLE 8.10 (Roulette américaine).
On a

e 36 poches numérotées de 1 & 36 (18 rouges et 18 noires)
e 2 poches numérotées 0 et 00 qui sont vertes.

Le joueur mise 1§ sur “rouge” (ou “noir”). On pose

{ 1 si‘“rouge” au k'°™® coup;
Xy = .
—1 sinon.
Alors on a 18 90
P{Xpy=1}=— et P{Xp=-1}=—
=1} =55 ot H{Xp=—-1} =35
par conséquent

2
E[X:] = g - % = %91 et var(X;) =E[X?] -E[Xx)>?=1- (119) ~ 0,9972.
Considérons
P{S, >0} = IP’{ S, — nE[X1] > —nE[X;] }
Vno Vno
T
Par exemple, soit n = 361 = 192, et pour simplicité, c—=1. Alors
Vno ’
c’est-a-dire,

P{S, >0} ~1— N(1) =1—0,8413 = 0, 1587.

/; N(1)

0 1

Conclusion Aprés 361 coups, le joueur a perdu en moyenne 19 $; seulement avec
une probabilité d’environ 16 % son bilan est encore positif.



CHAPTER 9

Statistiques: ’estimation et tests d’hypothéses

9.1. Modéles statistiques et estimateurs

DEFINITION 9.1. On appelle modéle statistique la donnée de:

e un espace ) (= 'ensemble des résultats possibles de I’expérience), muni
d’une tribu &/ des événements;
e une famille (Py)yco de probabilités sur (2, ).

(1) Sion veut déterminer la valeur de ¥, il s’agit d’estimation.
(2) Si on veut savoir si ¥ se trouve dans une partie g C ©, il s’agit d’un fest.

EXEMPLES 9.2.

e Fabrication des piéces sur une machine

¥ = la probabilité (inconnue) d’étre défectueuse
Q= {07 1}7 Pﬂ{l} =¢=1- Pﬁ{O}, Jed= [07 1].

Nous appelons ce modéle un modéle de Bernoulls.

e Taille des enfants de siz ans en France
(Py)oeo = {N(n,0%): p€R, 0> >0}, modéle gaussien.

On a ¥ = (u,0%) € R x]0,00][ si les deux paramétres sont inconnus ou
¥ = u € R si la variance o? est connue.

DEFINITION 9.3. Un n-échantillon est une suite (Xi,...,X,) de n variables
aléatoires indépendantes de méme loi Py.

EXEMPLE 9.4. Dans le modéle de Bernoulli on note
- 1 sila i®™® piece est défectueuse,
! 0 sinon.
et puis,

Q":{O,l}”, $:P19®...®P19,
Vw=(i1,...,in) €Q", X(w):=X1(w)+...+ Xp(w)=i1+... +in,

et
Pj{w} = 90X (1 —9)n= X,

95
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DEFINITION 9.5.

(1) On appelle estimateur du paramétre ¥ toute variable aléatoire (“statistique”)
de la forme

T=f(X1,...,X,)
a valeurs dans ©, c.a.d. toute variable aléatoire construite & partir de I’échan-
tillon (X4,...,X,).
(2) Un estimateur T de ¥ est dit sans biais si
Vi eo, Ey[T]=1,
(ot Ey désigne l’espérance par rapport a la probabilité P =Py ® ... @ Py).
EXEMPLE 9.6. Supposons qu’on observe un n-échantillon de la loi N(4J,02).

Un estimateur de 9 sans biais est la moyenne empirique

_ 1
T:X:E(X1+...+Xn).
En fait,

Eg[T] = % (Eo[X1] + ... +Ey[X,]) = %m? =9

DEFINITION 9.7. (1) Le risque quadratique de lestimateur T de ¥ est
Rr(9) := Eg[(T — 9)?] = vary(T),
ou on a utilisé que ¥ = Ey[T].

(2) Etant donné deux estimateurs 7 et 7’ de ¥, on dit que T est meilleur que T"
(au sens du risque quadratique) si

RT(’l9) < RTI(19)7 Vi €0,

resp. strictement meilleur s'il est meilleur, et si de plus Rr(¥) < Ry (¢) pour
au moins une valeur de .

EXEMPLE 9.8. Dans le modéle gaussien N(9,02) avec 9 € R et o2 > 0, les
variables
= 1
Xl et Xzf(Xl-f—-’-Xn)
n

sont des estimateurs sans biais de 9.
En fait, on a

2
Xy ~ N(¥,02), X~ N(, %),
car
= LS varxy) = &
var(X) = ?;VM( i) = e
~————
= no?
On constate donc que
o2

Rx,(¥) = 0%, mais Rg(0) = ot

Autrement dit, X est strictement meilleur que X; dés que n > 2.
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EXEMPLE 9.9 (Meilleur estimateur linéaire sans biais).
On observe un n-échantillon Xi,..., X, de loi Py sur R (c.ad. Xq,...,X,
iid. et X; ~ Py). Notons uy et 0129 I’espérance et la variance de la loi Py,

c.a.d. Eﬁ[XZ] = Uy, varqg(Xi) = 0129.

On dit qu’'un estimateur est linéaire s’il est de la forme
n
T= b+ZaiX,- avec b,aq,...,a, € R.
i=1

On cherche & estimer py (supposons que 9 — uy prend au moins deux valeurs).
Soit T' un estimateur linéaire de py. Alors

Eﬂ[T} =b+ Z a; Eﬁ[Xl] =b+ (Z Cli) -
i=1 =1
=Hv

D’ou

T sans biais <= Ey[T| =puy < b=0et Zaizl.
i=1

Dans ce cas, le risque quadratique est

Ry (9) = vary(T) = Za? vary(X;) = <Z a?) o3

i=1
=0y

n
Comme Y a; = 1, on a toujours
i=1

S|

n
2
E a; >
i=1

avec égalité si et seulement si a; = % pour tout n, auquel cas T = X est la moyenne
empirique.

COROLLAIRE 9.10. Pour un n-échantillon admettant une variance, et pour es-
timer l’espérance, la moyenne empiriqgue X est le meilleur estimateur parmi tous
les estimateurs linéaires sans biais.

REMARQUE 9.11 (Estimateurs sans biais de la variance 03).

(1) Silespérance py9 = p est connue, alors

n

w21 > (X = p)?

n -
=1

est un estimateur sans biais de o3. En fait,

Ey[X?] = % ZEﬂ [(Xi — p)?] = o2

2

=%
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(2) Si p est inconnu, alors un candidat naturel est

On trouve que

1 n B 1 _ B
t X, - X)?== X2 -92X,; X + X?
n;< =D (X +X?)

i=1

3

1 o
=-) X7 -2X?+X?

n-
=1
1 _
YRS
n -
i=1
1< 2 1 =
=D XP-— ) XX
i=1 i,j=1
1 1 n n
pres Z 2 ZXiXJ*
—_— = =1
n—1 i#]
Donc
Eg[¥?] = = Z Eﬁ X
4,j= 1 — ¥
i#£j =My =y
_1n-1 9 9 1, ., 9
I (no + nyy) 2 (n” —n)uy
n—1,
= " 0'19’

%

Conclusion. La statistique

est biaisée, mais

n

L . L X)2 , .
S '771—12 7n_1;(Xz X) (Uarmnce empzque)

est un estimateur de la variance 0129 sans biais.
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9.2. La loi du chi-carré et de Student

LEMME 9.12. Soit X1,..., X, un n-échantillon de la loi normal N(0,1), c.a.d.
les X1,...,X, sont indépendantes et chaque X; suit la loi normale de moyenne
=0 et de variance o> = 1. Soit A € Matr(n x n;R) une matrice orthogonale,
c.a.d. A- At =1,,. Alors les composants Y1,...,Y, du vecteur aléatoire

Y=A4-X, ouX=(Xq,...,Xn),
forment aussi un n-échantillon de la loi normal N(0,1).

DEMONSTRATION. On a
n
Y= ApXx,
k=1
donc chaque Y; suit une loi normale. on obtient:

COV(Y%, YJ) = COoVv (Zk Aika7 Zé Angz)

= Z AikAjg COV(Xk, Xg)
————

k.
=0k,e

=Y ApAl; = (AAY)y; =6 ;.
k

Autrement dit, les Y7,...,Y,, suivent la loi N(0,1) et sont non-corelées. Pour
conclure, on utilise le Lemme suivant. ([

LeEMME 9.13. Soit X = (X1,...,X,,) un vecteur gaussien au sens que chaque
composant X; suit une loi normale. Alors les composantes X1,...,X, sont in-
dépendantes

si et seulement si X1,..., X, sont non-correlées.

DEMONSTRATION. Voir le Cours “ Complements de Probabilités et Statistiques”.
O

DEFINITION 9.14. Soit X, ..., X,, un n-échantillon de la loi N(0,1). La loi de
U:=X{+...+ X

s’appelle loi du chi-carré & n-degrés de liberté. On la note x2.

PROPOSITION 9.15. Soit X1, ..., X,, un n-échantillon de la loi N(u,c?). Alors

(1) X et S? sont indépendantes;

(2) X suit la loi N(u, %2),
52
(3) (n— 1); suit la loi X2 _,.

DEMONSTRATION. En faisant le changement de variable
Xi—p

)

Zi =
g

on remplace X par (X — pu)/o et S? par S?/0?; donc sans restrictions p = 0 et
2
o“=1.
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Choisissons une matrice orthogonale A € Matr(n x n;R) dont les éléments de
la derniére ligne sont tous égaux a ﬁ Alors, par le Lemme 9.12, les composantes

(Y1,...,Y,) du vecteur
YV =AX, ot X = (X1,...,Xn)

forment aussi un n-échantillon de N(0,1). On remarque que

1 _
Y,=—X1+...+ X,,) = vVnX,
\/ﬁ( 1+ + ) vn
et
PRGEDIP &
i=1 i=1
En effet,

i X7P = AuXoAp Xy,
i=1

0k
= (ZAﬁiAik>X¢Xk - znjxg.
I i /=1
=8¢k

Donc, on obtient

i=1
n
= Z Xf —nX?
i=1
n n—1
=Y VP -yi=) v
i=1 i=1
Comme les Yi,...,Y,, sont indépendantes et de loi N(0,1), on trouve bien que S?
et V,, (donc aussi S? et X) sont indépendantes, et que la variable (n — 1)S? suit la
loi x2_;. O

DEFINITION 9.16. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes avec
X deloi N(0,1) et Y de loi x2. Alors la loi de

_Xym
Wy

s’appelle loi de Student a n degrés de liberté, et on la note t,,.

T, :

PROPOSITION 9.17. Soit X1,..., X,, un n-échantillon de N(u,0?). Alors

Vi (X —p)
S

suit la loi de Student t,_1 a n — 1 degrés de liberté.
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DEMONSTRATION. Les variables

X — S?
X=2"HE o Y=(n-1)—=
o/vn o2

sont indépendantes, et suivent les lois N(0,1), resp. x2_;. Donc

XVn—-1 X-—u o X —u
Tnf = = n—1 = n
Y Y A e v (i
suit la loi de Student ¢,,_1 & n — 1 degrés de liberté. O

9.3. Intervalles de confiance

DEFINITION 9.18. Soit T un estimateur de ¥ et o € ]0,1[ (on fixe a priori ce
nombre proche de 1; typiquement on prend a = 0,95 ou o = 0, 99).

On appelle intervalle de confiance de miveau o un intervalle aléatoire de la
forme

[T(w) — A(w), T'(w) + A(w)],
dans lequel le paramétre 9 se trouve avec une probabilité au moins égale & «, c.a.d.

Pyo{|T -9 <A} >, VIeO.

REMARQUE 9.19. Par définition, A est une variable aléatoire positive, qu’on
choisit souvent égale & une constante.

ExEMPLES 9.20.
(a) Considérons un n-échantillon de N(9,0%) avec 0 connu. Rappelons que la
moyenne empirique X est un estimateur sans biais pour la moyenne . La loi de
X — 1 sous Py est N(0, %2) et par conséquent la variable

9

2

X9 X -
2= i VS

suit la loi N(0,1).

Fixons maintenant un niveau «, par exemple o = 0, 95:

N(0,1)

159 =0,025

l—a 2

~2,5% ~ 95% ~ 2,5%

On lit dans la table de la loi normale que

Pg{‘\/ﬁXﬂ

‘ > 1,96} =0, 05.
g
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En conséquence,
- o
X —-1,96 —
) \/ﬁ
est un intervalle de niveau 0,95 pour la moyenne 9.

g

X 41,96
X +1,96 7=

(b) Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon de N (¥, 0?) avec 02 inconnu; on cherche un
intervalle de confiance de niveau oo = 0,95 pour ¥, lorsque n = 25.

Rappelons que -
V(X —9)
S

Pour une variable T qui suit la loi de Student to4, on lit dans la table

P{|T| > 2,06} ~ 0,05.

~ to4.

L’intervalle cherché est donc

_ S S _ _
(%) {X2,06\/ﬁ,X+2,06\/ﬁ}[X0,418,X+0,415]

REMARQUE 9.21. Si 02 est connu, l'intervalle est
o S o
—, X +1,96—].
Si on avait prise I'intervalle () en remplagant o par S? (resp. o par ), on aurait
obtenu un intervalle “trop optimiste” (i.e. trop petit); la difference entre 1,96 et
2,06 n’est pas trés grande: plus n est grande, plus la difference entre () et (xx) est
faible.

(+%) {X ~1,96

9.4. Tests d’hypothéses

Soit (2, #, (Py)ycq) un modele statistique ot © est divisé en une partie Qg et
son complémentaire ©; := ©\6Oy.

L’objectif: On veut tester 'hypothése
Hy: ¥ € ©y (“hypothése nulle”),
contre ’alternative
Hy: 9 €©1 (“hypothése alternative”).

On considére X = (X,..., X,,) un échantillon de variables aléatoires i.i.d. dans le
modéle (Py)yeo-

DEFINITION 9.22. On appelle test d’hypothése une régle

e:R" — {0,1},
telle que au vu de l'observation x; = X (w),...,x; = X1(w), ou bien on rejette Hy
(c.ad. e(z1,...,z,) = 1) ou bien on garde Hy (c.a.d. e(zq,...,2,) =0).

REMARQUE 9.23. Le test est déterminé par sa région critique
K={weQl|e(Xi(w),...,X,(w)) =1},
resp. la partie correspondante dans R",
{(z1,...,2,) | e(z1,...,2,) =1} CR™
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On considére la fonction
p: © —=[0,1], ¥ Py(K).
Probléme: On veut construire le test tel que

e p soit petite sur Og;
e p soit grande sur ©\0y = Oy.

NotaTiON 9.24. La fonction p|©;, c.a.d.
0, — [0,1], ¥+ Py(K),
s’appelle fonction puissance du test.
Types d’erreurs

(1) Si 9 € Oy, la probabilité Py(K) s’appelle risque d’erreur de premiére espéce.
(2) Si ¥ € Oy, la probabilitée Py(K°) = 1 — Py(K) s’appelle risque d’erreur de
seconde espéce.

décision\réalité Hy vraie H, fausse

rejet de Hy rejet a tort correct
(erreur de 1% espéce)

non-rejet de Hy correct manque de puissance
(erreur de 2"9¢ espéce)

Méthodologie pratique
(1) On minimise en priorité le risque de 1% espéce: soit

a:= sup Py(K) “niveau du test” (ou niveaw de la région critique K).
ISCH)

Dans ce but on choisit une borne supérieure pour «; les valeurs les plus courantes
pour « sont a = 0,05 ou o = 0,01.
(2) Parmi tous les tests de niveau a (ou de niveau < «) on cherche & maximiser la
fonction puissance
01319~ Py (K)

EXEMPLE 9.25. Dans le modéle
(Py)veo = {N(1,0?) | = po, pn}
avec o2 connu et 1 > o, on souhaite tester
Hy: p=pg contre Hi: p=p.
On va rejeter Hy si
X = %(X1+...+Xn)

est suffisamment grande! Dans ce but on prend K de la forme K = {X > a}.
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Erreur de 1°7¢ espéce.

Sous Hy : X ~ N(puo, %2), et donc

X — o
Z =
o/v/n

~ N(0,1).

On veut que

P#O(K) :]P)P'O{X > a} :Puo {Z > \/ﬁa_’uo} =a.
g

N

Pl—a

p1—o = quantile d’ordre 1 — «
Par conséquent,

501704
NG

a:=pug+o

assure que le niveau du test est a.

Qnde

Erreur de espéce.

Pour ce choix, la probabilité de ne pas rejeter Hy a tort est

5 ::Pﬂl(KC)
= Pﬂl{X < a}

oZ Pl-a
=P — <
{M_'_\/ﬁ Mo—!—a\/ﬁ}

:P{Z<¢la+\/ﬁuo_“1}_
ag

Pour p; assez proche de g, la probabilité d’une erreur de 2"9¢ espéce peut étre
arbitrairement proche de

P{Z <pi_a}=1—«

(donc le risque de 2"9¢ espéce est beaucoup moins bien contrélé que le risque de
1%7¢ espéce).
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A
Ho C‘l H1

On appelle

bs

—obs
p-valeur du test := P, {X > 7°"} = P{Z > \/ﬁu} ou Z ~ N(0,1).
o

On constate que
Pl—«
vn

= 7°" est dans la région critique.

p-valeur < o < 7°P° > o+ o

EXEMPLE 9.26. Soit maintenant
(Py)oco = {N(u,0%): > po, 0> >0} ol pg €R.

Test pour la moyenne p. On veut tester
Hy: p=po contre Hyi: pu> o
au niveau «. Considérons

_ 1
MZEZ&,

§2= L3 (x, - X2
=1

n—1

Alors sous Hy,

Xn - .
T, = \/ETMO ~ la loi de Student ¢,,_1.

Sous Hi, on a par la loi forte des grands nombres:

Xn —po = p—po>0, ps.
S%2 0% pas.
et puis T,, — +oo p.s. lorsque n — oo.

On choisit donc K = {T,, > a}. Si a > t,_1,1-« (= quantile d’ordre 1 — «
pour t,,_1), alors

Vo2 >0, Pluo2)(K) =Py, .2 {T, >a}
< Pluyoy{Tn > tao1,1-a} = a.
Comme on souhaite minimiser le risque de 2"9¢ espéce:
P02y {Tn < a}, p > po,

on choisit a = t,,_1 1_o. On remarque que la p-valeur est égale a P{T > TP}, ou
Tr~ty 1.
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ExeMPLE 9.27 (Changement climatique). Considérons les données de la tem-
perature moyenne au mois d’aoiit & Paris. On sait que les données suivent la loi
N (20,02) sur 'ensemble du 191 et 201me siecle.

Sur les 10 derniéres années, on a observé les températures moyennes suivantes

z° = (z1,...,210) = (22,19, 21,23, 20,22, 24, 18, 20, 25).
On trouve
Fio =214 et Sy =222
et par conséquent
TiP ~ 1,99, to1-o~1,83 (avec a=0,05).

Donc on rejette Hy: p = 20 au niveau a = 0, 05.
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Notations

(2, o7, P) (espace probabilisé), 2, 56
Ao (Ay infiniment souvent), 81

Fx (fonction de répartition de X), 59
N(p,0?) (loi normale), 62

E[X] (espérance de X), 26, 69

P (probabilité), 2, 56

P(A|B) (probabilité conditionnelle), 15
Px (loi de X), 61

o (tribu), 56

2#(k,p) (loi binomiale), 12

A (k;m,n) (loi hypergéométrique), 12
X2 (loi du chi-carré), 99

cov(X,Y) (variance de X et Y), 31
var(X) (variance de X), 31

p(X,Y) (coefficient de corrélation), 31
o(9) (tribu engendrée par par ), 56
px (fonction caractéristique de X), 89
fx (densité de X), 61

tn (loi de Student), 100
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