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1. Rappelons qu'une tribu (o-algébre) o/ C Z(Q2) sur Q est une famille d’ensembles telle
que

(21) gec o
() Ace o/ — A°c
(83) (An)nen C A (ie. Ay, Ay, ... € &) = U, en An € &

Nous allons vérifier (21)—(X1):
(a) (Tribu trace) Soit E C Q arbitraire et ./ une tribu sur Q. Alors,
gy ={ENA:Acd}

est une tribu sur E.

(21) Neod — ONE € Fg.
(32) Soit AN E € 7, alors
(ANE)Y=(QNE)\(ANE)=ANE.

et A° € o/ (comme &7 est une tribu). Donc: (AN E)¢ € o7g.
(¥3) Pour (Ay)nen, onalJ, oy An € & (comme &7 est une tribu). Alors, pour A,NE €
cQ{Ea

UJ@nnE) (UA)mEedE.

neN neN

Donc, o7g est une tribu (sur E).

(b) (Tribu image) Soit (', %) un espace mesurable, Q un ensemble et f : Q@ — Q' une
application. Alors,

o =Y B):={f(B): Bec B}

est une tribu.

Indication: f~! est stable pour les operations U, N, ©.

($1) @ = f1(@) € o parceque @ € A.
(%) Ac s =2 ABe #: A= f~1(B)
T Bee B A= (fUB)) = fU(BY)
— A e .
(X3) Pour Aj, Ag, ... € &
< 3B, By,...€c B: Ay = f1(B,),neN
L 3B = Upew Bn € B : U, An = U, f~1(Bn) = £~ (U, Bn)
= U, An € .

Donc, &7 est une tribu.



(c) Soit k € Net Q:={1,2,3,...,2k — 1,2k}.
of ={A CQ:tA est pair}

est-elle une tribu 7

(31) 49 = 2k est pair, alors Q € &
(39) A€ of = A est pair = §A° = 2k parceque fA est pair = A° € &/
(33) Mais: {1,2}, {2,3} e & = {1,2} n{2,3} ={2} ¢ &

Donc, o/ n’est pas une tribu.

2. (Une intersection quelconque de tribus est une tribu, tribu engendrée)

(a) Soit I un ensemble d’indices. Montrer que si (<% );cs est une famille de tribus sur €2,
alors ();c; <7 est aussi une tribu sur €, ol

(o :={A:Viel:Ac}.

el

(X1) VieI: @ c o (chaque o est tribu) = @ € (;c; .
(32) On a:

Ac(\#=Vicl:Acw
el
= Viel: A°ec o
of; tribu
= A° e ().
i€l
(X3) Soit (A,) C 4 pour tout i. Alors, |J,, An € 4 par (X3) pour tout i. Donc,
U, An € N); .

(b) Pour tout o C () il existe alors une plus petite tribu (au sens de I'inclusion)
o C P(N) avec oy C o, cest-a-dire pour tout &7’ tribu avec o C ', on a
o C .

Notation: o(9), la tribu engendrée par < (cf. Remarque 5.5).

De (a),

a= (1 2 (%)

5270 C:@, A tribu

est une tribu. Choisissons % = Z() (la plus grande possible!), (%) est bien
définie ('intersection n’est pas vide). o/ est minimale car si I'on suppose qu'il y a
une autre tribu &7’ avec % C o7/, alors &/’ est dans 'intersection (x). Donc, &' D <.

3. (a) Soit a,b € R. Déterminer les ensembles ;. y[a + %, b— %) et Ujenla + %, b— %)




En utilisant la convention [a,b) = &, si a > b, on a

1 1
m [a—{—,,b— > = [a+1,b—l)
jEeN J J

En effet: Si z est dans lintersection, alors z > sup, (a+ %) = a+ % On peut
argumenter de la méme facon pour la borne droite. De méme:

gN [a+;,b—;) = (a,b).

Soit € un ensemble et A, B C Q. Trouver o({A}) et c({4, B}).

Il est évident, que o({A}) = {2, 4, A°,Q}. Comment trouver o({A, B})?
D’abord,

i. Commencer avec les ensembles triviaux et donné: &,Q), A, B
ii. Ajouter leurs compléments: A°, B¢
iii. Ajouter leurs réunions, intersections et différences: AUB, ANB, A\ B, B\ A

iv. Ajouter les compléments des ensembles dans iii:
AN B, A°U B (A\ B), (B\ A)°
v. Finalement, ajouter leurs réunions de différences et leurs compléments:
(A\ B)U(B\ 4), (A\ B)n(B\ A

En tout on a des 16 ensembles, mais il pourrait se faire que quelques ensembles
apparaissent deux fois. Il y a une procédure plus systématique:

Définition. Un atome d’une tribu & est un ensemble non-vide @ # A € o7 tel que A
ne contient pas un autre ensemble de 7.

Comme .« est stable pour l'intersection, on a que tous les atomes sont des ensembles
disjoints. Donc, nous pouvons construire tous les ensembles de &/ comme une réunion
d’atomes. Les atomes sont: A\ B, B\ A, ANB, (AU B)°. C’est un pavage de €2 formé
seulement d’ensembles disjoints. Alors, les ensembles A, B peuvent étre retrouvés par
réunion. En plus, il est minimal car ces ensembles doivent apparaitre dans o({A, B}).
Finalement, on a

Théoréme. Si o est une tribu avec (un nombre fini) N d’atomes, alors &7 se compose
de 2% elements.

Donc,
A,Beo({A,B}) = ANB,A°NB,ANB°, A°N B € o({A, B})
= {ANB,A°NB,ANB°, A°N B} C ({4, B})
= oc({ANB,A°NB, AN B, A°N B°}) C o({A, B})
L4 o({AN B, A°N B, AN B, A°N B°}) = ({4, B}).
ou pour (%), on utilise que

A=ANBUANB¢



4. Soit  un ensemble, X : ) — R une application et I un ensemble d’indices. Soit A, A; C 2
et B, B; C R? (i € I). Rappelons que nous dénotons

X(A)={X(w):weA} et {XeB}:=X1B) ={weQ:X(w)e<c B}

Montrer que:

(a) {X e B} ={X € B} (d) X(A°) # (X(A)) (en général)
(b) {X S Uiel Bi} = UieI{X € Bi} (e) X (Uz‘el Ai) = UieIX(Ai)

(¢) {X € Mier Bi} = Nie (X € Bi} (£) X (Mier Ai) € Nier X (A7)

(a)

weEX I (BY) = JycA: Xw) =y
= Aze A X(w) =z
—w¢{X e B}
<— we {X € B}°

(b)
we X! (UBZ) = X(w) €| B
il 1€l

< Jigel: X(w) € By,

—TJigel:we X YBy)

—=welJx'(B)

iel

()

we X1 (ﬂB,) = X(w) €[ B

i€l iel
= Viel: X(w)eB;
—=Viel:we X (B)
= we )X (B
el
(d) Nous construisons un contre-exemple: Q = {1,2}, X(1) = X(2) =5, A={1}. On a
A¢ = {2} et donc:

(X(A4))" = {5} # {5} = X(4A°).

weX(UAi><:>EIxEUAi:x—X(w)

icl iel
< Jigel,z €4, :z=X(w)
= el JX(4)

el



(f) Pour j € I on obtient

(Aic4 =X (ﬂ&-) C X(4;)

iel el
— X (ﬂA@> c ) X(4))
iel jer

Si=1{1,2,3} et X(1) = X(3) =0, X(2) =1, alors, pour A = {1,2} et B = {2,3},
ona X(ANB)=X({2}) = {1}, mais

X(A)NX(B)=X{1,2})nX({2,3}) ={0,1} n{0,1} = {0,1}.

. Soit © un ensemble. La fonction caractéristique (ou fonction indicatrice) d’une partie

A C Qest
0, we¢A,
1 =
AW) {1, w € A.

Pour les ensembles A, B, Ay, As, ... C ), montrer que:

(a) ]].Aczl—]].A (d) ]lAugzmax{]lA,]lB}
(b) Laup +1anp =1a+1p (e) 1anp = 1alp = min{ly, 1p}
(C) lavp=1la+1p—1anp (f) Supj]lAj:]lujAj et infj]]-Aj:]lﬁjAj-

Indication: Réfléchir sur les valeurs possibles de la fonction caractéristique pour un w
donné.

Pouvez-vous montrer (c) sans utiliser (b) 7

(a)

=1-14.
(b) Rappeler que
AAB Y (A\ B)U(B\ A).
Considérons les quatre cas
we A\ B, B\A, AnBet (AU B)“.
On obtient:
0 weAwe¢B

(Lavp+1anp)(w) =41 we AAB
2 weAnB

=1,+1p.



(c) Sans utiliser (b): D’abord, comme A = (AN B) U (A\ B) est disjoint, on obtient que
1ang(w) + L4\ g(w) ne peut jamais prendre la valeur 2. Donc,
La(w) = Lianp)ua\B) (W) = Lanp(w) + Lo p(w) = 1.
Comme AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A)et A\B=A\(ANB),ona
Laus(w) = Lia\B)uanB)u(B\4) (W)
= ﬂA\B(w) + :H.AOB(W) + ﬂB\A(w)

= ]1A(w) — 1Am3(w> + ]lAmB(w) =+ ﬂg(w) — ﬂAmB(w)
=1a+1p—1ans.

(d)
lavp(w)=1<= 2z AUB
< zrecAVzeB
— 1g(w)+1p(w) >1
— {max{]lA(w)]lB(w)} =1
min{lg(w)+ 1p(w),1} =1
()

lpynpw)=1<—=z€ ANB
<~—rcAANx€eEB
< Iy(w)=1=1p(w)
— {IA(W)-RB(W) =1
min{lg(w),1p(w)} =1

(f) Nous commengons avec sup; L4, = 1y, 4;: Il est évident que le c6té droit et gauche
de I’égalité peuvent avoir seulement les valeurs 0 et 1. Par définition, on a

Lya,w)=le=wel J4
J
<= Jjo e N:we A4
<~ djo EN:]lA].O(w) =1

<= suply(w) =1.
J

On pourrait mimer la démonstration ci-dessus ou utiliser les lois de De Morgan:

Ina; = ]].Q—]].UjA; = 1—31;p1A§ :irjgf(l— L‘?) :ir;fllAj

Remarque: Soit (£2,.27) un espace mesurable et w € ). La mesure de Dirac 6, : o/ —
{0,1} est définie pour tout A € o7 tel que

5u(A) = {0, w¢ A

1, weA.

En effet ¢, est une mesure. Comme il est évident que ¢,,(A) = L4(w), alors toutes les
propositions ci-dessus suivent par des propriétés connues de mesures.



. Soit © un ensemble et A, B, A1, As, ... C . On définit
A = U (ﬂ An> et Ay = ﬂ (U An>.
meN \n>m
Montrer les relations ci-dessous:
(a) On a:
w e A, <= w appartient a tous les A,, a partir d'un certain rang

w € Ay <= w appartient & A, pour une infinité d’indices n

(b) liminfly, =14  etlimsuply, =17

n—oo n—o0o

(©) {1z, =1} = {3, 1a, = o0}

Remarque: 11 résulte des propriétés précédentes que A et A peuvent étre compris
comme des notions de limites inférieures et supérieures pour des ensembles, de maniere
analogue & la notion connue de limite lim inf /lim sup pour des fonctions.

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes:

weA, <= TImyeN:we ﬂ A,

n=mo
<— dmyeNVn>2mp:we A,

<= w appartient a tous les A, a partir d’un certain rang.
et

WE Ay =VYmeN:we UA"
n=m

<= VYm e Ndng(m) > m:w € Ay om)

<= w appartient & A, pour une infinité d’indices n.

(b) Soit w €  fixe. Si la fonction caractéristique peut prendre seulement les valeurs 0 et
1, alors (14, (w)),cn est une suite de valeurs zéro et un. Par (a), on obtient:

weA, <=1y (w)=1pour n € N suffisament grand
<= w € A, pour n € N suffisament grand
<= w € liminf A,,.

et

w € Ay = 14, (w) = 1 pour une infinité de n € N
< w € A, pour une infinité de n € N
< w € limsup A,,.



