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1. Comme les X1, Xs,... sont indépendantes et de méme loi, les transformées
9(X1),9(X2),... sont aussi indépendates et suivent la méme loi. Par la loi

forte des grands nombres on a la convergence:

g(X1) + ... +9(Xn)

n

— E[g(X;)] presque sirement, quand n — oo.

Puisque X suit la loi uniforme sur [0, 1] on a
1
Blg(X1)] = | g(e) da.
0

2. Soit pa la probabilité d’une victoire du candidat A.

1.000.000 électeurs

indécis
2000 pour A

On note
Sp,=X1+...+X,, n=998000,

avec Xq,..., X, 1.i.d. telles que

P{X, =1} = P{X; = 0} = %

On a linterprétation {X; = 1} = {“vote pour A”} . La valeur exacte de p4
est

pa = P{S, > 498 000}
=1—P{S, < 498000}

_1_4982000 098.000 1 k 1 998 000—k
- k 2 2 ’

k=0



On utilise le théoreme de la limite centrale. On note que

E[X;] =E[X?]=1/2 et var(X;) = E[X?] -E[X,]? = i =: 02,

K2

Alors

P{0< S, <a}= [P{ —ES] <S"_E[Sn}<a—E[Sn]}

Var(S,) © ar(S,)  yar(s,)
() ()
() ().
pa=1-P{0<S, <a}

N
N(E )+N( EW), car 1— N(2) = N(—2),

Q

%

et avec a = 498 000 on a

Vno
N (499 000 — 498 000 2) N <_ 499 000 2)
V998 000 /998 000
2000 N 998 000
(\/ 998 OOO) * ( /998 000 OOO)
N(2)+N(-1) ~ N(2
=0,9772.
3. Soit X;,...,X,, un n-échantillon de la loi de Bernoulli de parametre p in-
connu, c.a.d. les variables X1,...,X,, sont i.i.d. et chaque X; ~ B(p) avec

p €]0,1[. On a n = 2645 756.

1
On souhaite tester 'hypothese Hy: p = 5= P{“garcon” }.
D’abord on remarque que, sous I’hypothese Hy,

1 1
E[XZ] = 5 et 0’2 — Var(Xi) = p(l _p) — Z

On note
_ S, Xi+...+ X,
Pn=—=
n n
la fréquence empirique. D’apres le théoréeme limite central, sous ’hypothese

Hy, la suite

7n —1/2 n - E n n - 2

g o yaPe= 12 _ Su=EIS)] _ Su=n/
1/2 Vno Vn/2

converge en loi vers une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée

réduite N(0,1). En particulier,

P{Z,>z2} >P{Z >z} =1—-N(2)



ou N(z) signifie la fonction de répartition de la loi normale standard N (0, 1).
La valeur observée de la variable Z,, est

1359670 — 1322878 S
V2645 756/2 h

Z3P = 45,

mais !
P{Z, > 45} ~ 1 - N(45) < 5 4572 0.

L’hypothése de départ Hy, c.a.d. p = 1/2, est donc tres certainement fausse.
(On entend souvent dire qu’environ 51 % des naissances sont des garcons ...)

4. Une piece tombe sur pile avec la probabilité 0, 6. A chaque coup, on mise 1
euro sur face. Soit G, le gain apres n parties.

(a) On a
G, =X1+...+ X,
avec Xq,...,X, i.i.d. de méme loi de Bernoulli de parametre p = 0,4,
c.a.d.

Vie{l,,...,n}, P{X;=1}=1-P{X;=-1}=p=0,4

En particulier,

]E[Xz] =0,4-0,6=-0,2=—- et
1 24
X)=EX-EXP=1- ===
var(X;) = E[X[] — E[X] 55 = 35
D’ou
n 24
E[Gn] = TLE[Xl] = —g et Var(Gn) =n Var(Xi) = % n
(b) La loi des grands nombres implique
G,
— = E[X1] ps.
n
Pour n = 400, donc
400
G, ~nE[X;] = -5 = —80

et d’apres I'inégalité de Tchebychev,

1
PGy > 0) = PG, — B[] > 80} < L El|G, — E[G)J2
var(G,) 40024 3

802 80225 50

(¢) A laide du théoréme de la limite central, on obtient

_E[G,] _ —nE[Xi]
Ve = e }

xP{ZZl\/\/g}:P{ZE\;%}:P{ZZ\l/%}

P{G, >0}:IP>{G"

o



ou Z désigne une variable normale standard et réduite. On lit dans la
table N(10/v/6) = 0,999978, d’o1

P{G, >0} ~ P {Z > \1/06} =1-— N(10/V6) = 0,000022.



