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Mehr Mathematik für die Finanzen

Luxembourg zählt zu den bedeutenden Finanzstandorten in Europa. Dem Be-
darf an hochqualifiziertem Personal Rechnung tragend, bietet die Universität Luxem-
bourg seit 2009 einen Masterstudiengang Mathematik an, der neben der Ausbil-
dung in den klassischen Fächern Algebra, Analysis, Geometrie und Stochastik eine
Spezialisierung in Finanzmathematik erlaubt. Zum Vorlesungsangebot gehören
Vertiefungsveranstaltungen in Stochastischer Analysis, sowie Spezialkurse in Mathe-
matical Finance. Die Interdisziplinarität des Studiengangs ist durch enge Zusamme-
narbeit mit der Luxembourg School of Finance und Kursen im Austausch mit dem
Masterprogramm in Financial Economics gewährleistet. Darüber hinaus können
Studenten ihr Praktikum, wie auch ihre Masterarbeit, in Kooperation mit hiesigen
Finanzinstitutionen durchführen.

Noch vor nicht langer Zeit hätte man mit Finanzmathematik eher administra-
tive Tätigkeiten wie Buchhaltung und Rechnungswesen assoziiert. Als Geburts-
stunde der modernen Finanzmathematik gilt das Jahr 1900, in dem der Franzose
Louis Bachelier seine unter Henri Poincaré geschriebene Dissertation “Théorie de
la spéculation” verteidigte. Zu dieser Zeit gab es an der Pariser Börse einen regen
Handel mit sogenannten “Rentes”; dies waren festverzinsliche Staatsanleihen von
unbegrenzter Laufzeit, deren Ursprung auf die französische Revolution zurückreicht.
Viele Aristokraten verlangten im Zuge der Restauration Entschädigung für ihre
verlorenen Besitztümer, und der Staat behalf sich mit der Ausgabe dieser Rentes,
deren Coupons den Inhabern ein angemessenes Einkommen sicherten, wenngleich
das Kapital niemals ausbezahlt wurde. Die hohe Akzeptanz der Anleihen führte
zu ständig neuen Emissionen; ihr Gesamtvolumen betrug um 1900 bereits ein Viel-
faches des jährlichen Staatshaushalts. Die Kursschwankungen waren aufgrund der
staatlichen Garantien eher gemäßigter Natur, wenngleich sie von den Staatskrisen
nicht unbeeinflusst blieben.

Bachelier, dessen Denkweise von der Physik und Thermodynamik geprägt war,
interessierte sich für die kurzfristigen täglichen Wertschwankungen von Rentes und
daraus abgeleiteter Termingeschäfte. Ausgehend von der Hypothese, dass sich
Preisfindung an der Börse so gestalten sollte, dass weder Käufer noch Verkäufer
einen unmittelbaren Vorteil haben (“l’espérance mathématique du spéculateur est
nul”), zeigte er, dass unter diesem Spannungsverhältnis Kursverläufe zwangsläufig

ein irreguläres Verhalten haben müssen, völlig in Übereinstimmung mit den Be-
obachtungen. Er lieferte die erste mathematische Beschreibung dieses Phänomens,
welches man heute Brownsche Bewegung nennt.

Bereits 1827 hatte der schottische Botaniker Robert Brown beobachtet, dass Pol-
len und Staubkörner in einer Flüssigkeit höchst unregelmäßige Zickzack-Bewegungen
ausführen, die er zunächst als Zeichen von Leben deutete. Was Brown unter
seinem Mikroskop gesehen hatte, war im gewissen Sinn nichts anderes als die
Preisschwankungen einer Aktie. Im Jahre 1905, fast 80 Jahre nach Brown, leitete
Albert Einstein in Unkenntnis der Arbeiten von Brown und Bachelier, das glei-
che Phänomen aus theoretischen Überlegungen ab: die irreguläre Bewegung von
mikroskopischen Teilchen resultiert aus einem Bombardment von Zusammenstößen
mit den sich ständig in Wärmebewegung befindenden und um Größenordnungen
kleineren Molekülen der Flüssigkeit. Die experimentelle Verifikation von Einstein’s
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Theorie durch den späteren Nobelpreisträger Jean Perrin setzte einen Schlussstrich
unter die erbittert geführte Debatte, inwieweit Atomen und Teilchen Wirklichkeit
zukommt.

Während Mathematiker und Physiker die Theorie der Brownschen Bewegung
kontinuierlich weiterentwickelten, verstaubte das Werk von Bachelier in den Kellern
der Sorbonne. Es sollte weitere 80 Jahre dauern, bis seine Dissertation wiederent-
deckt wurde. Heute ist die bekannteste Vereinigung von Finanzmathematikern,
die Bachelier Society, nach dem Autor der “Théorie de la spéculation” benannt.
Bachelier’s Arbeit ist in vielerlei Hinsicht bemerkenswert, nicht nur dass er fünf
Jahre vor Einstein die Brownsche Bewegung einführte. Sein Interesse galt der ra-
tionalen Preisbildung für Optionen und Termingeschäfte. Viele der heute üblichen
Techniken erscheinen hier zum ersten Mal. Die wohl berühmteste finanzmathema-
tische Formel ist die Black-Scholes-Merton Formel, eine Differentialgleichung von
1973, mit der man den marktgerechten Preis einer Option bestimmt. Die zugrun-
deliegenden Ideen finden sich bereits bei Bachelier.

Betrachten wir das Problem an einem einfachen Beispiel. Ein Unternehmen
benötige für seine Produktion einen Rohstoff, der auf Dollarbasis gehandelt werde.
Derzeit koste der US-Dollar 0,75 Euro; das Unternehmen möchte sich gegen einen
Anstieg über 0,80 Euro mit einem Vertrag absichern, der das Recht gibt, eine be-
stimmte Menge Dollars zu einem vereinbarten zukünftigen Zeitpunkt zum Festkurs
von 0,80 Euro zu erwerben. Liegt der Dollarkurs zum vereinbarten Zeitpunkt unter
der vereinbarten Marke, ist der Kontrakt zwar wertlos, andernfalls wird man die
Option ausüben - in jedem Fall ist man gegen das Risiko eines steigenden Devisen-
kurses gefeit. Eine typische Fragestellung betrifft den fairen Preis solcher Optionen.
Der Wert der Option ist am Ende der Laufzeit erkennbar; der Kontrakt aber jetzt
abzuschließen. Wieviel sollte man bereit sein, für eine solche Option zu zahlen?
Intuitiv wird man sagen, dass dafür genaueres Wissen über die zu erwartende Ent-
wicklung des Dollarkurses nötig wäre - erstaunlicherweise ist dem nicht so.

Der Kontrakt setzt voraus, dass es neben dem Käufer einen Verkäufer der Op-
tion gibt, der zu dem vereinbarten Verkaufspreis die aus dem Vertrag resultieren-
den Verpflichtungen übernimmt. Der Verkäufer kann sich mit dem erzielten Erlös
ein Portfolio zulegen und dynamisch so anpassen, dass der Wert des Portfolios
bei Fälligkeit der Option seine Verpflichtungen deckt (“hedging”). Der Inhaber
der Option kann mit einem spiegelbildlichen Portfolio die Strategie des Verkäufers
kopieren, so dass jeder Wertverlust seiner Option durch einen Wertzuwachs des
Portfolios ausgeglichen wird, und vice versa. Käufer und Verkäufer stehen sich in
der Dynamik eines komplexen Preissystems als Gegenspieler gegenüber: ein fairer
Kaufpreis sollte so bemessen sein, dass keine der beiden Parteien bessere Chan-
cen hat. Der Kontrakt birgt für beide ein Risiko, nämlich die nicht vorhersagbare
zeitliche Entwicklung eines risikobehafteten Vermögenswertes; doch dieses Risiko,
ebenso wie der mögliche Gewinn, sollte ähnlich einem fairen Spiel für beide gleich
sein. Erstaunlicherweise sind solche Annahmen ausreichend, den Preis festzulegen;
noch erstaunlicher ist, dass sich dieser relativ einfach numerisch bestimmen lässt.

In der Mathematik werden faire Spiele durch Martingale beschrieben; dies sind
driftfrei fluktuierende stochastische Prozesse. Eine weitgehend akzeptierte Hypo-
these hinsichtlich Effizienz von Finanzmärkten ist die Hypothese der Arbitragefrei-
heit, die besagt, dass es keine Möglichkeit gibt, ohne eigenes Kapital auf risikolose
Art Gewinn zu erzielen, und keine Gewinnstrategien, die nicht zugleich das Risiko
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eines Verlusts mit sich bringen (“An der Börse gibt es nichts geschenkt”). Dies sind
idealisierende Annahmen, es mag durchaus Insiderwissen geben, und Information
mag nicht für jedermann in gleicher Weise zugänglich sein. Die Idee aber bleibt:
gäbe es Arbitrage, so bliebe dies nicht verborgen, und weitere Anleger würden
schnell ebenso agieren, worauf der Markt zwangsläufig reagieren müsste.

Arbitragefreiheit liefert den konzeptionellen Rahmen für das Kerngeschäft der Fi-
nanzmathematik, nämlich die arbitragefreie Bewertung und Absicherung von finan-
ziellen Positionen. Die diskontierte Preisbewegung hat aber nicht selbst die Mar-
tingaleigenschaft; dann wären alle relevanten Informationen bereits im aktuellen
Preis einer Aktie oder Option berücksichtigt, und es gäbe keine Strategie mit pos-
itiver Gewinnerwartung oberhalb der Rendite eines Sparbuches. Arbitragefreiheit
schließt aber aus, dass es solche Strategien mit gleichzeitig verschwindendem Risiko
gibt. Arbitragefreiheit ermöglicht dynamische Handelsstrategien, mit denen sich
Verkäufer von Derivaten absichern können; das dabei benötigte Anfangskapital bes-
timmt den arbitragefreien Preis. Dies ist der mathematische Kern der klassischen
Black-Scholes Formel zur Bewertung von Optionen und Derivaten. Die Formel hat
nichts mit Prognose zu tun, die arbitragefreie Bewertung macht sich im Gegenteil
frei von Trendprognosen.

In jüngster Zeit sind die Finanzmärkte über Fernsehen und Zeitungen in unsere
Wohnzimmer eingezogen; die globale Finanzkrise mit ihren dramatischen Auswir-
kungen auf die Realwirtschaft wird unter vielen Aspekten diskutiert, mit Stichwor-
ten wie naiver Glaube an die Effizienz der Finanzmärkte, exzessive Deregulierung,
exorbitante Gewinnerwartungen, falsche Anreizsysteme, bis hin zu Gier und kri-
minellem Zockertum von Bänkern. Wie ist vor diesem Hintergrund die Rolle der
Mathematiker zu sehen, die weltweit als quantitative Analysten, kurz “Quants”, in
der Finanzindustrie arbeiten, oder sich auf akademischer Ebene mit den Risiken der
Finanzmärkte beschäftigen? Sind gar sie es, die im naiven Vertrauen auf ihre high-
tech Methoden mit immer exotischeren Produkten und von Normalsterblichen nicht
mehr durchschaubaren Verpackungen die Krise ausgelöst haben? Finanzmathema-
tiker haben sich gegen solche Vorwürfe gewehrt (“Don’t blame the quants ...”);
man hat auch angemerkt, dass es Quants waren, die wiederholt und erfolglos die
amerikanische Börsenaufsicht darauf aufmerksam machten, dass es im Fall Madoff
nicht mit rechten Dingen zugehen könne.

Mathematik kann weder die Zukunft prognostizieren, noch Aktienkurse vorher-
sagen, und erhebt auch gar nicht den Anspruch; genauso wenig kann sie fatale
Weichenstellungen und Versäumnisse der Politik korrigieren. An der Börse werden
Erwartungen über zukünftige Entwicklungen gehandelt. Die Summen, die weltweit
täglich mit Finanzprodukten und Derivaten umgesetzt werden, sind immens, und
daran wird sich auch trotz Krise nichts ändern. Viele der Produkte sind nach wie
vor ökonomisch sinnvoll. Mit Optionen schützen sich Versicherungen vor Wetter-
risiken, Autokonzerne gegen den schwachen US-Dollar, und Industriezweige gegen
schwankende Rohstoffpreise. Dass sie auch anders genutzt werden können, nämlich
zur Konstruktion von aggressiven Wetten mit hoher Hebelwirkung, steht auf einem
anderen Blatt. Arbitragefreiheit bedeutet jedenfalls nicht, dass große Banken da-
rauf bauen können, dass der Staat sie im Zweifel rettet, weil sonst das Finanzsystem
wankt.

Die Berufsaussichten in der Finanzindustrie für solide ausgebildete Mathematiker
sind nach wie vor sehr gut. Mathematik hat die Sprache der Finanzmärkte geprägt
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und liefert die unentbehrlichen Stresstests für heuristische Argumente, die Hilfsmit-
tel zur Analyse komplexer Zusammenhänge, zur Verarbeitung grosser Datenmen-
gen, zur Validierung und Robustifizierung von Modellen, zur Entwicklung transpa-
renter Finanzprodukte, zur Abschätzung von Risiken und erforderlichen Pufferzo-
nen. Auch die viel beschworene Regulierung der Finanzmärkte auf internationaler
Ebene mit sinnvollen Anreizsystemen wird mit Plausibilität allein nicht zu bewerk-
stelligen sein. All das verlangt nach mehr Mathematik, nicht weniger. Die Heraus-
forderungen der Zukunft sind enorm, aber ohne Mathematik wird es nicht gehen.
Denn wie im Kleistschen Marionettentheater, um mit Hans Föllmer einem bekan-
nten deutschen Finanzmathematiker zu sprechen, führt auch in der komplexen Welt
der Finanzmärkte kein Weg zurück zur Unschuld des rein Intuitiven.


