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Rappels de probabilités

Ce chapitre ne constitue pas un cours élémentaire de probabilité mais cherche
a regrouper modestement certaines notions essentielles qui nous seront indispen-
sables pour la suite. Nous renvoyons, par exemple, le lecteur a [1] et [2] pour un
exposé bien plus complet.

Vd € N*, on note B(R?) la tribu borélienne sur R¢, <, > le produit scalaire
naturel sur R? et dz la mesure de Lebesgue sur R¢.

0.1 Généralités

0.1.1 Définition
Soit (€2,.A, P) un espace de probabilité.

Définition 0.1.1 Une variable aléatoire est une application X : (Q, A, P) — R4
vérifiant VE € B(RY), XY(E) € A.

Remarque 0.1.1 a) [l existe une tribu naturelle sur ) rendant X mesurable.
Cette tribu est notée o(X) = {X Y E); E € B(RY)} et est minimale au sens de
Uinclusion. On peut montrer (exercice) que toute variable aléatoire o(X) mesu-
rable est de la forme h(X) ou h est borélienne.

b) La notion de mesurabilité est stable par les opérations élémentaires et par pas-
sage a la limite. Lorsque € est un espace topologique équipé de sa tribu borélienne,
la continuité implique la mesurabilité.

Définition 0.1.2 Pour A C ), on note 14 la fonction vérifiant 14(z) = 1 si
x € Aetly(z) =0siaz e A Si A € A, 14 est mesurable et dans ce cas
o(A) ={Q,0, A, A}.

Une variable aléatoire peut transporter la structure probabiliste :

Proposition 0.1.1 Si X : (Q, A, P) — R? est une variable aléatoire, I’applica-
tion Px : B(RY) — R, définie, VE € B(RY), par Px(E) = P(X"Y(E)) est une
probabilité sur (R, B(R?)) appelée la loi de X.

7
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Définition 0.1.3 On dit qu’une variable aléatoire posséde un moment d’ordre
p € N* ssi la quantité

BIXP) = [ laPdPx(o)

est finie. Pour p € N*, on note LP = {X; E[|X|P] < oo} et si X € LP, || X ||,=
E[\X|p]%. Notons que (LP, || X ||,) est complet (car toute série absolument conver-
gente est convergente).

Exemple 0.1.1 Lorsque d = 1, on dit qu’une variable aléatoire suit une lot
normale de moyenne m et de variance o* (notée N'(m,o?)) si Px est absolument
continue par rapport a dx et si

1 (wfnL)Q

_27T026 202 dx.

Dans ce cas, X posséde des moments de tout ordre, en particulier, E[X] =m et
Var(X) = E[(X — E[X])?] = o2.

dp)((l‘) =

Exercice 0.1.1 Soit X une variable aléatoire suivant une N'(0,0?). Montrer que
Vk e N,
ok _ (2K)! g

On a le théoreme de caractérisation suivant :

Théoréme 0.1.1 a) La fonction caractéristique ®x : t € R? — Ele!<tX>] € C
caractérise la loi de X.

b) Sid =1, la loi de X est caractérisée par la fonction de répartition Fx : 1 €

Exemple 0.1.2 Si X suit une N'(m,c?), alors

02152

Dx(t) =e'me 2.

0.2 Notion d’indépendance

0.2.1 Evénements

Définition 0.2.1 Deux événements A et B (dans A) sont dits indépendants si
P(ANB) = P(A)P(B). On note alors ALB (cette notation générique sera utilisée
également pour les tribus et les variables aléatoires).

Définition 0.2.2 Des événements (A;)i1<i<n sont indépendants si P(N;crA;) =
[T1P(A;), VI C{1,...,n}.

iel
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Remarque 0.2.1 Attention, des événements 2 a 2 indépendants ne sont pas
forcément indépendants. En effet si on jette deux pieces équilibrées on peut mon-
trer que le événements

A=“la premieére piece tombe sur pile”

B="“la deuxiéme piece tombe sur face”

C="“les deux piéces tombent du méme coté”
sont indépendants 2 a 2 mais non indépendants.

0.2.2 Tribu

Définition 0.2.3 Des sous tribus (A;)1<i<n de A, sont indépendantes si P(N1<j<pA;) =
[T P(A), VA, € A,.

1<i<n

0.2.3 Variables aléatoires

Définition 0.2.4 Les variables aléatoires (X;)1<i<n sont indépendantes si les tri-
bus associées (0(X;))1<i<n sont indépendantes.

On a alors le théoreme de caractérisation suivant, énoncé pour simplifier les
choses dans le cas d = 1.

Théoreme 0.2.1 Les propositions suivantes sont équivalentes :
Cl) XlJ_XQ

b) P(X17X2) = PXl & PX2

c)Vf,9 € G(R,R), E[f(X1)g9(X2)] = E[f(X1)|E[g(X2)]

d) Q(x, x5 = Px, Px,

Proposition 0.2.1 Si X; et X5 sont deux variables aléatoires réelles indépendantes
alors Var(X1+Xs) = Var(X,)+Var(Xs) et E[X1Xs] = E[X1]E[X3]. La derniére
relation signifie que deux variables indépendantes sont décoréllées, la réciproque
est cependant fausse en général ( prendre X, = X, Xo = X? avec X symétrique).
Le lecteur pourra se reporter au paragraphe sur les vecteurs gaussiens pour plus
de détails.

Proposition 0.2.2 57 X, et X5 sont deux variables aléatoires dont la loi conjointe
possede une densité, alors, X, et Xo sont indépendantes ssi la densité de la loi
conjointe est égale au produit des densités marginales.

Exercice 0.2.1 (Méthode de Box-Muller) On considére deux variables aléatoires
Uy et Uy indépendantes suivant une loi uniforme sur [0,1]. Montrer que les va-
riables

G1 = v/ —2log(Uy)cos(2nUs) et Go = \/—2log(U;)sin(2rUs)
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sont deuzx N(0,1) indépendantes.

Correction de ’exercice : Soit
® : (z,y) €)0,1*— (u = /—2log(z)cos(2my),v = \/ —2log(z)sin(27y)) € R*— (R, x{0}).

On montre que ® est un C!-difféomorphisme et son déterminant jacobien vérifie
2 2
—+v

| J(®)(z,y)| = 2. Or u?+v* = —2log(x) ainsi [J(®~)(u,v)| = 5= 2 . D’apres
la formule de changement de variables, pour F' € Cy(R? R?),

1 u2 172
/ F(®(x,y))dzdy = / F(u,v)—e~ 2 dudv.O
0.1z R2—(R+ x{0}) 2m

Simulation

0.2.4 Convergence des variables aléatoires
Modes et criteres de convergence

Pour simplifier les choses on se place dans le cas d = 1.

Lemme 0.2.1 (Borel-Cantelli) Soit (A,)n~ une suite d’éléments de A.
+o0
a) Si Y. P(A,) < oo, alors
n=1

P{w e Qw € A, pour une infinité de n}) = 0.

+o0
b) Siles A, sont indépendants avec >, P(A,) = +oo, alors,

n=1

P({w € Q;w € A, pour une infinité de n}) = 1.

Définition 0.2.5 On dit qu’une suite (X,,) de variables aléatoires converge presque

sturement vers X (X, — X ) si
p.s

Pw ew; Xp(w) — X(w)}) =1

n—oo

Proposition 0.2.3 En utilisant B.C, on montre que X,, — X st Ve > 0,
p.s

+oo
> P(X, - X|>¢) < 0.

n=1
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Lemme 0.2.2 [négalités classiques :

a) (Tchebychev) Si X € LP, A > 0,

P(X| > 3) < L EIXP]

b) (Holder) Si X € LP, Y € L% avec ]13 —i—% = 1, alors (par concavité du log

VR

EIXY] <[l X [lp[| Y llg -

Conséquence, les espaces LP sont emboités.

c) (Minkowsky) Si X € LP, Y € LP (par convezité de xP+ ruse....)

X+ Y <l XAl Y [l -

Définition 0.2.6 On dit qu’une suite (X,,) de variables aléatoires dans LP converge
vers X dans LP (X, = X) si

| Xn—X ||pn_> 0.

—00

Définition 0.2.7 On dit qu'une suite (X,,) de variables aléatoires converge vers
X en probabilité (X,, — X ) si Ve >0
P

P(X - X,| >¢) — 0.

n—oo

Définition 0.2.8 On dit qu’une suite (X,,) de variables aléatoires converge vers

X en loi (X, = X) sivVf e Gy(R,R),

Elf(Xa] — E[f(X)].

n—oo

Proposition 0.2.4 Les propositions sutvantes sont équivalentes.
a) X, - X

b) Fx, converge simplement vers Fx en tout point ou Fx est continue (d = 1)
c) ®x, converge simplement vers ®x

Exercice 0.2.2 Soit (G,,) une suite de variables aléatoires gaussiennes qui converge
vers G dans L*. Montrer que G est gaussienne.
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Comparaison des modes de convergence
Proposition 0.2.5 a) X,, - X = X,, - X
p.s P

b) X, — X=X,—-X

L p
c) X, - X=X, ? X

p
d) Siq>p, XnL—>X:>Xn;>X

Preuve a) Se déduit de la proposition 0.2.3.

b) Se déduit de 'inégalité de Tchebychev.
c) Soit f € C,(R,R) et £ > 0,
|ELf(X)I=ELf (X < ElLF(Xn) = F(X)x, x5+ B (Xn) = F(X)[1]x, -x<e]-
Or E[|f(Xn) = f(X)|Lx,-x|>e) < esteP(| X, —X| >¢e) — 0.Soit g € Cx(R,R)
telle que || f — g [lx<¢,

El|f(Xn) — f(X)’1|X,rX|ge] < 2+ Bllg(Xy) — Q(X)’1|anX|gs]-

La fonction g étant uniformément continue, dn > 0 tel que

[z =yl <n=lg(x) -9y <e
ainsi,
Ellg(Xn) — 9(X)|11x,—x|<e] < € + esteP(|X,, — X| > n)
avec P(|X,, — X|>n) — 0.

n—oo

d) Se déduit de l'inégalité de Holder. O

Remarque 0.2.2 a) Toutes les autres implications sont fausses en général.

b) Seule la convergence p.s autorise lhabituelle stabilité algébrique des conver-
gences. Ainsi, le seul moyen de ne pas se tromper est de revenir aux définitions.
(contre-exemple X,, = —X ot X est symétrique X,, converge en loi vers X et
X, — X converge en loi vers —2X ).

Les résultats suivants sont des réciproques partielles de la proposition 0.2.5.

Définition 0.2.9 Une famille {X;;i € I} de variables aléatoires dans L' est dite
uniformément intégrable (U.1) si

supBl|Xilljx>n] = 0.
i€ n—oo
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Exemple 0.2.1 a) Si [ est fini alors {X;;i € I} est U.L
b) Si Y € Lt telle que Vi € I | X;| <Y, {X;;i €I} est U.L

Théoreme 0.2.2 Si X,, — X et si la suite (X,,) est U.L alors, X € L' et

P
X, — X.
11

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du critere 0.2.3.

Théoreme 0.2.3 Si X,, — X, alors il existe une extraction ¢ telle que Xy —
p D.S
X.

Théoréme 0.2.4 Si X, - ¢, ou ¢ est une constante alors X,, — c.
p

Deux résultats importants

Théoréme 0.2.5 (LFGN) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d.
a) On suppose X € L'. En notant S, = X; + ... + X,,, on a
Sn

n ps et L1

b) Si E[|X1|] = +o0o la suite S, diverge presque sirement.

Théoréme 0.2.6 (T'CL) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. On
suppose X € L* et l'on note m = E[X] et 0> = Var(X). En posant S, =
X1+ ..+ X, ona
Snfnm
— N(0,1).

Vno ¢

Simulation

0.3 Vecteurs gaussiens

Les variables aléatoires réelles gaussiennes (N'(m,0?)) ont été introduites dans
I’exemple 0.1.1. En dimension supérieure, la généralisation de cette notion conduit
au concept de vecteurs gaussiens.

Définition 0.3.1 Soit X = (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire de R™. On dit que
X est un vecteur gaussien, si pour tout élément x = (x1, ..., x,) de R™, la variable
aléatoire réelle < x, X > est une variable gaussienne.
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Exemple 0.3.1 Si (X3, ..., X,,) sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes,
alors, X = (X, ..., X,,) est un vecteur gaussien.

Comme en dimension 1, la loi d’un vecteur gaussien est caractérisée par deux
parametres :

Proposition 0.3.1 Si X est un vecteur gaussien de R™ alors, Vo € R",

(I)X<LL’> — ei<x,m>e—%
ot
m = (E[X4q], ..., E[X,])

et
Y = [cov(X;, Xj)]1<ij<n-

Dans ce cas on dira que X suit une N'(m,X).

Corollaire 0.3.1 (cf. prop 0.2.1 ) Si X = (X1, X2) est un vecteur gaussien de
R? alors

X11X, & COU(X17X2) = 0.

Exercice 0.3.1 Soit (Z, X, ..., X,,) un vecteur gaussien tel que V1 < i < n,
Z 1 X;. Montrer que Z1(Xq, ..., X,).

Exercice 0.3.2 Soient G = (G4, ..., G,,) un n-échantillon de la loi N'(0,1), m €
R™ et A une matrice carré de taille n. Montrer que m+ AG suit une N (m, AA?).
Proposer ensuite un algorithme de simulation d’un vecteur gaussien quelconque
(cf. exercice 0.2.1).

Proposition 0.3.2 Si X suit une N(m,X) et si ¥ est inversible, alors, X est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque sur R™ de densité

1
(2m)3% (det(2))>

6—%($—m)t271 (z—m) '

Si Y nest pas inversible, la loi de X est portée par un hyperplan et est donc
étrangere a la mesure de Lebesque.
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0.4 Notion d’espérance conditionnelle

0.4.1 Conditionnement par rapport a un événement
Soient A et B dans A avec P(B) > 0. On définit

_ P(ANB)
P(AIB) = =55
De méme si X € L', on définit
_ E[X15]
BIX|B] = =5

0.4.2 Conditionnement par rapport a une variable aléatoire
discrete

Soit Y une variable aléatoire discrete (de support D au plus dénombrable). On
suppose que Yy € D, P(Y =y) > 0.
Soit A dans A, on définit
P(AlY) = ¢(Y) ot Vy € D, ¢(y) = P(A{Y =y}).
De méme si X € L', on définit
EX|Y]=:4(Y) ol Vy € D,y(y) = E[X|Y = y].
Il est important de noter que P(A|Y) et E[X|Y] sont des variables aléatoires.

Remarque 0.4.1 : On voit immédiatement que la définition ci-dessus est propre
au cas discret, en effet, lorsque Y est une variable aléatoire de loi absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesque P(Y = y) = 0. Il vaut mieuz alors
généraliser, la notion de conditionnement par rapport a un événement au cas des
tribus.

0.4.3 Conditionnement par rapport a une tribu

Soit (£2, A, P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire dans L' et G
une sous tribu de A.

Définition 0.4.1 (Théoréme) Il existe une variable aléatoire Z € L' telle que

i) Z est G-mesurable

it) E[XU| = E[ZU] YU G-mesurable et bornée.

Z est notée E[X|G] et est appelée l'espérance conditionnelle de X sachant G. De
plus, Z est unique au sens ou si Z' vérifie également 1) et i1) alors Z = Z' P—p.s.
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Remarque 0.4.2 : Le résultat d’existence précédent est basé sur le puissant
théoréme de Radon-Nikodym (paragraphe 0.6). Dans le cas ou X € L?, l'exis-
tence de Z peut se démontrer simplement a [’aide de techniques hilbertiennes. En
effet, en considérant la projection orthogonale I de L*((Q, A, P)) sur le conveze
fermé L?((2, G, P)) on montre facilement que 11(X) = E[X|G]. E[X|G] est donc
la variable aléatoire G-mesurable la plus “proche” de X.

0.4.4 Conditionnement par rapport a une variable aléatoire

Soit Y une variable aléatoire.
Définition 0.4.2 Si X € L' on définit E[X|Y] par E[X|o(Y)].

Ainsi d’apres la remarque 0.1.1, E[X Y] est de la forme 1 (Y") ot ¢ est borélienne.
On montre de plus que cette définition coincide avec celle proposée dans le para-
graphe 0.4.2 pour le cas discret.

Remarque 0.4.3 Toujours d’aprés la remarque 0.1.1, la définition précédente
prend la forme suivante :

i) E[X|Y] est o(Y)-mesurable

it) E[Xg(Y)] = E[E[X|Y]g(Y)] Yg borélienne et bornée.

0.4.5 Loi conditionnelle

On consideére un couple (X,Y) de variables aléatoires réelles dans L'. On
suppose que la loi du couple possede une densité f(xy) par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R?. Les densités marginales de X et Y sont données par

fx(z) = /Rf(X,Y)(%y)dy et fy(y) = /Rf(X,Y)(%y)dﬂ

Lorsque X LY, on a fixy) = fxfy. Si 'hypotheése d’indépendance est relaxée
on a la formule de désintégration suivante : fix yvy(z,y) = fxyy (2, y)fy(y) ou

) (@, y)
fr(v)

si fy(y) # 0 et fx)y(x,y) = 0 sinon. La fonction fx|y est alors appelée densité
conditionnelle de X sachant Y. On peut voir, en effet, que si ¢ vérifie ¢(X) € L1,

fX|Y<:U7y) =

BO(X)IY] = 0(¥) avee 0(3) = [ (o) v (o)
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0.4.6 Propriétés de ’espérance conditionnelle
Propriétés analogues a ’espérance

Proposition 0.4.1 Soient X etY deux variables aléatoires intégrables et G une
sous tribu de A.

a) (positivité) St X >0 P-p.s, E[X|G] >0 P-p.s.
b) (linéarité) Si (o, B) € R?, ElaX + BY|G] = aE[X|G] + BE[Y|G] P-p.s.

c) (croissance) Si X >Y P-p.s, E[X|G] > E[Y|G]| P-p.s. (Considérer { E[Y|G]—
EIX|G] > ¢})

d) (Beppo-lévy) Si X,, est une suite de variables aléatoires dans L' positives

avec X,, T X P-p.s, alors E[X,|G] T E[X|G] P-p.s.

e) (Fatou) Si X,, est une suite de variables aléatoires dans L' positives, alors
Ellim inf X,|G] < lim infE[X,|G] P-p.s.

f) (Convergence dominée) Si X,, est une suite de variables aléatoires dans L*
telle que X,, — X etVn e N, X,, <Y, alors, E[X,|G] — FE[X|G].
p-s 1

p.s €L L

g) (Jensen) Si ¢ : R — R est conveze positive, alors, lorsque ¥(X) € L,
Y(E[X]G]) < E[p(X)[G] P-p.s.

Remarque 0.4.4 On déduit de g) que l’espérance conditionnelle est un opérateur
contractant sur les espaces LP

Propriétés spécifiques a ’espérance conditionnelle

Proposition 0.4.2 Soient X etY deux variables aléatoires intégrables et G une
sous tribu de A.

a) E[E[X|G]] = E[X]
b) Si X est G-mesurable, E]X|G] = X P-p.s.
c) SiY est G-mesurable bornée, E[XY|G] =Y E[X|G]| P-p.s.

d) Sio(X)LG, E[X|G] = E[X] P-p.s.
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e) Si G est une sous tribu de A telle que G' C G, alors, E[E[X|G]|G'] =
E[X|G'] P-p.s.

f) St (Gy)icr est une famille de sous tribus de A, la famille (E[X|Gi])icr est
U.L

Preuve : On se contente de f), les autres assertions étant laissées en exercice.
D’apres 'inégalité de Jensen pour 'espérance conditionnelle,

E[|EX|G] L exig)>a] < EIE[X] |Gl iEx160150] = E[|X|LiE1x16,150]-
Or, d’apres 'inégalité de Tchebychev,
E[EX|Gi]]]

n n n

P(E[X|G]| > n) < E[B(IX]16] _ EIX]]

On conclut en utilisant le lemme suivant :

IA

Lemme 0.4.1 $i X € L', Ve >0, 36 >0, P(A) <0 = E[|X]|1la] <¢

O

Les propriétés ci-dessus sont souvent essentielles et suffisantes pour le calcul
d’espérances conditionnelles. Le recours a la définition n’est utile que pour les cas
les plus délicats, par exemple, la proposition ci-dessous.

Le résultat suivant sera utile dans notre étude du modele de Black-Scholes et
plus généralement pour démontrer le caractere Markovien de certains processus.

Proposition 0.4.3 Si 0(X)LG et si Y est G-mesurable, alors, pour toute fonc-
tion borélienne ® : R? — R telle que E[|®(X,Y)|] < oo, on a

E[®(X,Y)|G] = ¢(Y) od P(y) = E[®(X, y)].

Preuve : On a ¢(y) = fR z,y)dPx(x) et la mesurabilité de ¢ est une
conséquence classique du théoreme de Fubini. Soit G € G, on note Z = 1. On
déduit des hypotheses que P xy,z) = Px ® Py,z), ainsi,

E@(X,Y)iel = [ [ @w)2aPys(v. dPx (o)
D’apres Fubini,
E[®(X,Y)lg] = 1/’( )2dPry,z)(y, 2)

donc

E[®(X,Y)1g] = EY(Y)1lg].
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0.4.7 Espérance conditionnelle et vecteurs gaussiens

Proposition 0.4.4 Soit (Z, Xy, ..., X,,) un vecteur gaussien. Alors, il existe des
constantes réelles (a, by, ...,b,) telles que

EZ|Xy, .., Xa| =a+ ) Xb:
=1

Preuve : Considérons le sous espace vectoriel fermé (car de dimension fini)
de L? engendré par (1, Xi,...,X,,). On note II la projection orthogonale sur ce
convexe fermé. Il existe donc des constantes (a, by, ..., b,) telles que 11(Z) = a +

> X;b;. En notant Y = Z — II(Z), on a classiquement E[Y] =0 et E[Y X;] = 0.

=1
Ainsi, cov(Y, X;) = 0. Le vecteur (Y, X;) étant gaussien, d’apres le corollaire 0.3.1,
Y LX;. D’apres lexercice 0.3.1, Y L (X, ..., X,,) donc E[Y | Xy, ..., X,,] = E[Y] =0,

ainsi, F[Z| Xy, ..., X, =1I(Z) =a+ ) X;b,.0
i=1

0.5 Processus stochastiques

0.5.1 Généralités

Pour représenter 1’état d’un systeme dépendant du temps et du hasard, le
modele mathématique se présente naturellement sous la forme d’un espace de
probabilité (2,4, P) et d'une fonction (t,w) — X;(w) représentant 'état du
systeme. Pour t fixé, 'état du systeéme est une variable aléatoire X;(w), en re-
vanche, pour une évolution particuliere du systeme (i.e a w fixé) les états successifs
sont représentés par la fonction t — X;(w) que 'on nomme par abus de langage
une trajectoire.

Définition 0.5.1 Un processus aléatoire sur (2, A, P), indicé par un ensemble
de temps T C Ry, est une famille (Xy)ier de variables aléatoires sur (2, A, P) a
valeurs dans un certain espace E (pour nous E =R).

Plusieurs notions permettant de comparer les processus existent et étendent
les notions d’égalité en loi et p.s des variables aléatoires en prenant en compte
I’évolution temporelle.

Définition 0.5.2 Deux processus (Xi)er et (Yy)ier sont dits équivalents ssi,
Vn e N*, Y(ty,...,t,) € T"

(th, ...7th) ? ()/7517 ,}/tn)

On dit également que les processus ont méme marginales fini-dimensionnelles.
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Définition 0.5.3 Un processus (X;)ier est une modification d’un processus (Yy)ier
ssi, Vt € T,
Xy =Y, P—p.s.

Définition 0.5.4 Deux processus (Xy)er et (Yy)ier sont dits indistiguables ssi

PH{wlVt € T, X,(w) =Y,(w)}) =1

Remarque 0.5.1 Les définitions précédentes sont de plus en plus restrictives
(exercices).

Définition 0.5.5 On dit que les trajectoires d’un processus sont continues (ou
monotones, ou cadlag) ssi, pour P presque toutw, t € T — X, (w) est continue (ou
monotone, ou cadlag). On dira par abus de langage que le processus est continu
(ou monotone, ou cadlag).

Exercice 0.5.1 Soient (X;)ier et (Yy)ier deux processus stochastiques.

1) En supposant que les deuz processus sont continus a droite, montrer que si
(Xyi)ier est une modification de (Yy)er, les processus sont indistinguables.

2) Sur lespace de probabilités ([0,1], B([0,1]),dx), soit (X;)ier, le processus
défini par Xy(w) = w+ at et (Y;)er, le processus défini par Yi(w) = w + at si
t#w et Yi(w) =0 sinon. Montrer que (X;)ier, est une modification de (Y;)icr,
mais que ces deur processus ne sont pas indistiguables.

Pour simplifier les choses nous supposerons désormais que T' = R . Soit (X;)ser
un processus. Fixons un nombre fini d’instants 0 < ¢; < ... < t,. On note
P, .+, laloi du vecteur (Xi,, ..., X;,). Remarquons tres simplement que pour
toute famille (Ay, ..., A,) de Boréliens, pour t,,1 > t,, on a

Py (Al x ... xA,)= Ptl,_..in,tHl(Al X ... x A, X R). (1)

Le théoreme suivant di a Kolmogorov assure 1’existence d’un processus sto-
chastique associé a une famille de marginales fini-dimensionnelles pourvu qu’une
condition de compatibilité naturelle de type (1) soit vérifiée. Ce théoreme se
révele utile pour démontrer de maniere abstraite 'existence d'un processus en
particulier.

Théoreme 0.5.1 Soit une famille de probabilités
{Ptl,...,tnSn >1,0<t; <...<t,}

telle que :



0.5. PROCESSUS STOCHASTIQUES 21

.....

ou 7 est la projection naturelle de R™ sur R™.

Il existe alors un processus (Xi)ier, dont les marginales fini-dimensionnelles
sont ezactement les {Py, 4, }.

Un processus étant une fonction de deux variables, on a une définition naturelle
de la mesurabilité.

Définition 0.5.6 Un processus (X;)ier, est dit mesurable si la fonction
(t,w) € (Ry, B(Ry)) x (€, 4) — Xi(w) € (R, B(R))

est mesurable i.e VI € R, VA € A,
{(t,w);0 <t < T, Xi(w) € A} € B([0,T]) @ B(R).

Remarque 0.5.2 Notons que si (X;)wcr, est mesurable, si f € Cy(R,R), la
variable aléatoire Y; = fot f(Xs)ds est bien définie.

Exercice 0.5.2 Montrer qu’un processus a trajectoire C° a droite (ou C° a
an—1
gauche) est mesurable. (Considérer Xy = Xo+lim, X, avec X,;, = > Xin L w]-)

Définition 0.5.7 On note classiquement

T
L*(Q x [0,T]) = {(Xt)te[gﬂ mesurable; E {/ des] < oo}
0

qut équipé de la norme naturelle associée est un espace de Hilbert.

0.5.2 Filtrations, processus adaptés

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité.

Définition 0.5.8 Une famille croissante (Fy)icr, de sous-tribus de A s’appelle
une filtration. Cette tribu est dite complete si Vt € Ry, F; contient les ensembles
négligeables N de A ot

N={NcCcQ3IAec A NCA PA) =0}
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Remarque 0.5.3 Du point de vue de la modélisation, F; représente l'informa-
tion disponible a la date t. On peut de plus toujours se ramener au cas d’une tribu
compléte en changeant Fy en o(N U F).

Dorénavant, au vue de la remarque précédente, les tribus que nous
considérerons seront supposées completes.

Définition 0.5.9 Un processus (X;)ier, est dit adapté a la filtration (F)ier, Si
X; est F; mesurable.

Remarque 0.5.4 Un processus (X;)icr, est toujours adapté a sa filtration na-
turelle F* = 0(X,;0 < s < t).

Remarque 0.5.5 L’intérét de travailler avec des tribus compleétes est que

a) si Xy o Y; et si Xy est Fy; mesurable = Y, est F, mesurable (ainsi une
—pp

modification d’un processus adapté est adaptée).

b) si X]' — Xy et si¥n >0, X]' est Fy mesurable = X; est F; mesurable.
pp

La notion dynamique (liée a une filtration) de mesurabilité introduite ci-dessus
est restrictive. Elle omet le fait qu'un processus est une fonction de deux variables.

Définition 0.5.10 Un processus (Xi)ier, est dit progressivement mesurable si,
VT > 0 la fonction

(t,w) € ([0, 7], B([0,T7)) x (2, Fr) — Xi(w) € (R, B(R))
est mesurable.
Exercice 0.5.3 Pour tout 0 < t; < ... < t, = T, soient F}, des variables

aléatoires F;, mesurables. On note

n—1
Xe =Y Flpa(o- (2)
=1

Montrer que (X¢)iejo,1] est progressivement mesurable. On notera E([0,T] x §2) les
éléments de la forme (2) avec F, € L*(F,).

Remarque 0.5.6 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Exercice 0.5.4 Montrer que lorsque (X;)er, est progressivement mesurable le
processus (Yi)ier, défini dans la remarque 0.5.2 est adapté (Utiliser Fubini).
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Proposition 0.5.1 Si un processus (X;)ier, est C° a droite (ou C° & gauche)
et adapté alors il est progressivement mesurable.

Preuve : Dans le cas C° & gauche on pose X,,(t) = X[n%]l- On aVvt, X7' — X,.
n p-p
Or VB € B(R),
T
{(t,w); 0 <t <T,X}' € B} =0, —[x{XO € B}n.... € B([0,T]) x Fr

d’ott le résultat. On procede de la méme maniere dans le cas C° & droite en posant
Xa(t) = Xippr, i+ D) O

Définition 0.5.11 On note
T
Lfmg(ﬂ x [0,T]) = {(Xt)te[o,T] prog mes; £ [/0 stds} < oo} .

Théoréme 0.5.2 L’espace L2,,,(Q x [0,T]) munit de sa norme naturelle est un
espace de Hilbert. De plus, £([0,T] x Q) est dense dans L, (2 x [0,T7).

prog

Preuve : Nous démontrerons seulement la deuxieme partie du théoreme, la
premiere étant un résultat classique de théorie des probabilités.

On introduit tout d’abord une procédure d’approximation dans le cas déterministe.
Soit f € L?([0,T],dx), on note ¥Yn € N*, Vt € [0,T],

—nZ/ f(s dSl]zH—l()
i+l

On peut voir que I'opérateur linéaire P, est contractant en effet, si ¢ E]%, T2

NP <0 [ Fos

/0 Pu(f) (1)t < / )P

On peut montrer également que, Vf € Ck([0,T],R),
Pu(f) = f (3)

£2([0,T1)

et donc

et étendre ce résultat & toute f € L*([0,T]) par densité. On étend maintenant
cette procédure a L2, (2 x [0,T]). On pose VX € L2.,.(Q x [0,T7]), vt € [0,T7,
pour presque tout w,

prog(

Pu(Xi(w)) = Pu(X (w))(1)-
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Comme VX € L2, (2 x [0,T]), P,(X) € £([0,T] x ) car notamment (exercice

prog
0.5.4) [ L Xds est Fi mesurable. Il est alors tres simple en utilisant (3) et le

théoreme de convergence dominée de démontrer la convergence de P,(X) vers X
dans L2 ,,(Q x [0,T]) : X appartenant a L2, (€ x [0, T]), pour presque tout w,

X (w) € L*([0,T]) et donc d’apres (3),

pro, (
g

/T(Pn(xs) — X.)2ds — 0

p-p

en restant majoré (inégalité de Minkowski) par 4/|X (w )HLQ( 0.7]) L*(P). O

0.5.3 Processus gaussiens

Définition 0.5.12 Un processus stochastique (X,)er, est gaussien ssi, Vn € N*,
Vi1, ..oty € Ry, le vecteur (X, ..., Xy,) est gaussien.

La loi d’'un processus gaussien est caractérisée par deux fonctions, sa fonc-
tion d’espérance m : t — E[X;] et sa fonction de covariance I' : (s,t) —
E[(X; — m(t))(Xs — m(s))] qui est une fonction symétrique de type positif au
sens ou Vn € N*, Vty,....t,, € Ry, la matrice carrée [['(¢;,;)]1<i j<n €st symétrique
positive.

Nous avons en effet le résultat suivant, simple conséquence du théoreme de
Kolmogorov.

Proposition 0.5.2 Soient m : R, — R une fonction quelconque et T : (R})?* —
R une fonction de type positif. Alors, il existe un processus gaussien de fonction
d’espérance m et de fonction de covariance I.

Exemple 0.5.1 Montrer que la fonction (s,t) € (Ry)? — inf(s,t) est de type
positif. (On pourra procéder par récurrence)

0.5.4 Martingales en temps continu

Nous renvoyons le lecteur a? pour une présentation consistante de la théorie
des martingales.

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et (F;).cr, une filtration de cet espace.

Définition 0.5.13 Une famille adaptée (M;)er, de variables aléatoires dans L*
est :
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- une martingale si, ¥Vt > s, E[M;|Fs] = M;. (jeu équitable)
- une surmartingale si, ¥Vt > s, E[M|Fs| < M. (jeu perdant)

- une sous-martingale si, ¥t > s, E[M;|Fs] > Ms. (jeu gagnant)

Remarque 0.5.7 Une martingale (M) vérifie Vt > 0 E[M,] = E[M,).

Exemple 0.5.2 Si X € L', M; = E[X|F,] est, d’aprés la proposition 0.4.2, une
martingale.

Les résultats suivants nous seront utiles par la suite.

Proposition 0.5.3 Soit (M,)cr, une martingale de carré intégrable, alors, Vs <
t, on a
E[(M; — M,)*|F,] = E[M} — M?|F,).

Preuve : On a

E[(M; — M,)*|F,| = E[M}|F,| — 2E[M,;M,|F,] + E[M?|F,].
N——

M2

S

Le résultat découle alors de I’égalité E[MM,|F,] = M?2.0

Proposition 0.5.4 Une martingale de carré intégrable (M;)er, est a accroisse-
ments orthogonaux.

Preuve : 1l suffit de prouver que pour ty > t3 >ty > t;
E[(MM - Mts)(MtQ - Mtl)] =0.

Ce qui s’obtient en conditionnant par rapport a Fi,.0

Proposition 0.5.5 Soit (Mt)t€R+ une martingale continue de carré intégrable
telle qu’il existe (Py)iepor) € L*(Q x [0,T]) vérifiant, YO < ¢t < T, M, = fot dods.
Alors

P{w;YVO<t<T,M,=0})=1.
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Preuve : On a d’aprés la proposition précédente,

n

3 (M% . MW)Q] .

i=1

n 2
EM =E (Z M — Munm) =’
=1

Ainsi d’apres I'inégalité de Schwartz,

it

2
n i + t
E[MtQ] = F Z (/i_l)t (IDSCLS) < EE |:A (I)gdS:| .

=1 n

Le résultat s’obtient par passage a la limite et en utilisant la continuité des tra-
jectoires de (Mj)ser, .0

Nous n’aborderons pas ici (par manque de temps) la notion de temps d’arrét et
sa relation fructueuse avec la théorie des martingales. Cependant, nous énongons
le résultat fondamental suivant qui nous assure que pour controler 1’évolution
d’une martingale sur un segment il suffit de controler sa valeur terminale.

Théoreme 0.5.3 (Inégalité de Doob) Soit (M,)icr, une martingale de carré
intégrable et a trajectoires continues, alors, VI € R,

E[ sup |Mi[?] < 4E[| M)

0<t<T

On notera dorénavant M?([0,T]) lespace des martingales sur [0,7] de carré
intégrable et a trajectoires continues (quotienté par la relation d’équivalence M ~
M’ ssi M et M’ sont indistinguables). Si (M;)iejor € M?([0,T]) on note |||
'application définie par ||M ||z = E[|Mz|*]. On a alors la proposition suivante :

Proposition 0.5.6 L’application ||||a définie sur M?*([0,T]) est une norme.
L’espace M*([0,T]) muni de ||||ar2 est un espace de Hilbert.

Preuve : On admet le second point, le premier est une conséquence immédiate
de l'inégalité de Doob.O

Remarque 0.5.8 Pour la complétude de M?*([0,T)), la complétude de la filtra-
tion est indispensable.
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0.6 Théoréeme de Radon Nikodym

Définition 0.6.1 Soient P et Q) deux probabilités définies sur le méme espace de
probabilité (1, A).

a) On dit que P est absolument continue par rapport a @ (not : P < Q) si
VAe A, Q(A) =0= P(A) =0.
b) On dit que P et Q sont équivalentes (not : P ~ Q) siVA € A, P(A) =0 &
Q(A) = 0.
c) On dit que P et @ sont étrangeres (not : P1Q) si A € A, tel que P(A) =0
et Q(A) =

Le théoreme suivant nous sera utile pour une bonne compréhension des chan-
gements de probabilités dans les modeles financiers.

Théoréme 0.6.1 (Radon-Nikodym) Soient P et () deux probabilités définies sur
le méme espace de probabilité (€2, A). Alors P < @ si et seulement si il eziste
une variable aléatoire Z > 0 Q—intégrable (unique a égalité Q) p.s prés) vérifiant
EglZ] =1 telle que, VA € A,

P(A) = Eg[Z14].
On appelle Z la densité de Radon-Nikodym de P par rapport a ). FElle est
généralement notée Z =: j—g.

Remarque 0.6.1 Si P ~ @ on voit facilement que Z >0 Q (ou P) p.s, dans

_ 1
ce cas, E ig

Exercice 0.6.1 le but est ici de démontrer le théoréme-définition 0.4.1. Soit
X € LYQ, A, P), on veut démontrer 'existence de E[X|G].

a) Montrer que l’on peut supposer X > 0.
b) Montrer que la fonction définie sur (€2, A) par
/ XdP
est une mesure positive bornée telle que () < P.
¢) Montrer qu’il en est de méme pour la restriction de @Q a (€2, G).

d) En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, proposer un candidat naturel
pour E[X|G].
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Exemple 0.6.1 (Un premier pas vers Girsanov) On considére une variable aléatoire
X suivant, sous une probabilité P, une N'(m,c?). Le but est de trouver une pro-
babilité QQ équivalente a P telle que, sous Q, X suit une N(0,0?). Considérons
la variable
X m2

L=c¢ o2et2r,
D’aprés Uexemple 0.1.2, on wvoit facilement que Ep[Z] = 1, on définit alors la
probabilité () par L = %. Comme

2

gt

EQ[eitX] — EP[LeitX] — e 2

2

on a le résultat.
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Chapitre 1

Le mouvement Brownien

Ce chapitre a été rédigé (trop???7) rapidement, merci a vous de me signaler
les coquilles ou erreurs éventuelles.

1.1 Un peu d’histoire

Nous renvoyons le lecteur a [9] pour un riche exposé historique couvrant la
période 1900-1950.

Le mouvement Brownien est le plus célebre et le plus important processus sto-
chastique. Il est un exemple frappant des relations fructueuses qui unissent par
moment les mathématiques et la physique. Avant d’étre un objet mathématique
rigoureux, il a pu étre observé sous diverses formes. On peut raisonnablement
penser que tout commence aux alentours de 1830, lorsque le botaniste Brown
observe le mouvement des particules de pollen en suspension dans ’eau. Ce mou-
vement est en partie expliqué, quelques années plus tard (1877) par Delsaux, en
mettant en lumiere I'interaction des particules de pollen avec les molécules d’eau
qui provoque un changement incessant de direction de trajectoire via de mul-
tiples chocs thermiques (on trouvera une superbe simulation de ce phénomeéne a
I'adresse “http ://chaos.nus.edu.sg/simulations/”). En 1900, Bachelier, dans des
travaux pionniers qui seront a la base de la finance mathématique moderne, re-
prend ces idées essentielles pour modéliser le cours d’un actif financier, soulignant
par ailleurs son caractére Markovien (voir [2]). C’est Einstein qui en 1905 ([6])en
donne une définition raisonnable.

On note X; la position a l'instant ¢ d’une petite particule évoluant dans un
liquide. On suppose que

a) Xyin — Xy est indépendant de o(X; s < t).
b) La loi de X;;, — X; ne dépend pas de t.
c) Les trajectoires sont continues.

31



32 CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN

La premiere hypothese signifie que I’évolution de la trajectoire sur [t,¢ + h]
est uniquement due aux chocs que subit la particule durant cette période, le
phénomene d’inertie (et donc dans un sens la masse de la particule) est négligé.
La seconde que la situation est identique & elle méme au cours du temps (pas de
variations de température). La troisieme que la particule ne saute pas. Notons
enfin qu’aucune précision sur le caractere gaussien n’est faite a priori, celle ci étant
une conséquence (cf. infra) des autres hypotheses. Einstein parvient a calculer la
densité de transition de ce processus P(Xin € dy| Xy, = ) = q(t,z,y) et a

relier ses résultats a ’équation de la chaleur (1’équation —8“(%’;"'”) + %BQ(;;@’Z) =0de
condition initiale u(0,.) = f admet pour solution u(t,z) = E[f(Xin)| Xn = x]).
Un pont sans précédent entre 'analyse et les probabilités vient d’étre amorcé,
riche de conséquences...

D’un point de vue mathématique, la preuve rigoureuse de I'existence d'un tel
processus n’apparaitra que bien plus tard (1923) dans les travaux de N.Wiener
[16]. Son étude fine, initiée par P. Lévy [12], occupe encore aujourd’hui de nom-
breux mathématiciens de part le monde. Dans le domaine de 'ingénierie, il s’est
imposé au cours de ces dernieres années comme un outil essentiel voir indispen-
sable. Notons enfin, que Wendelin Werner a obtenu en 2006 la médaille Fields
pour ses découvertes concernant les objets plans aléatoires en liaison avec la phy-
sique statistique (on peut voir a 'adresse suivante “http ://www.canalu.fr/canalu
/chainev2 /utls/programme/324388617 /sequence_id /1010501222 /format_id /3003 /"
son intervention a 'université de tous les savoirs).

Avant de rentrer dans le vif du sujet et pour justifier la définition du mouve-
ment Brownien que nous adopterons dans le prochain paragraphe nous démontrons
le résultat suivant.

Lemme 1.1.1 Soit X; vérifiant les hypothéses a), b) et ¢) ci-dessus. On suppose
Xo =0, alors, il existe m et o2 tels que X; suive une N (mt,ct).

Preuve : Nous allons supposer (c’est en fait une conséquence un peu technique
des hypotheses, voir par exemple [8]) pour simplifier les choses que

supE[X?] < 4o0.
t<1

Dans ce cas, les trajectoires du processus sont continues dans L!. En effet, soit
€ > 0, on tire de

E“Xt - XSH = EHXt - Xs,lerXSbE] + EHXt - XS‘l\XﬁXSISe]
et de l'inégalité de Holder que
E[|X; — X,|] < E[|X; — X,2]2P(|X; — X,| > €)2 +e.



1.2. DEFINITION, EXISTENCE, SIMULATION 33

Le résultat est alors prouvé car la continuité des trajectoires entraine leur conti-
nuité en probabilité.

Pour n € N*, on a X,y = X; + (Xor — Xy) + ... + (Xpt — X(n—1)t), donc d’apres
b), Vn € N,

Soit (p,q) € N x N*, d’apres le relation précédente
pE[Xi] = E[X,] = E[X(2)y] = qE[Xz],
donc, Vs € Q, E[X,] = sE[X;]. Et par continuité des trajectoires dans L', on a,
Vt € R, E[X,] = tE[X1] = tm.
Par un raisonnement analogue au précédent, on montre que
E[(Xs —ms)?] = sE[(X; —m)?],Vs € Q,

cette relation s'étendant & R tout entier car la fonction ¢t — E[(X; — mt)?] est
croissante. En effet d’apres b),

E[(Xian —m(t + b)) = E[(X, — mt)?) + B[(X, — mh)?] = E[(X, — mt)?).
En écrivant alors, Vn € N*,
X, = (X% - Xo) + (X%t — X(nfl)t)

to?

tm ot de variance =, un

ol les variables (X — X-1) sont i.i.d de moyenne “*
n

argument analogue a celui utilisé dans la preuve du T.C.LL (D.L de la fonction
caractéristique) nous donne le résultat (voir [5]). O

1.2 Définition, existence, simulation

1.2.1 Définition

Soit (€2,.A, P) un espace de probabilité. Pour simplifier les choses, on suppose
que notre intervalle d’étude est borné (on prendra [0, 7] avec souvent 7' = 1 mais
cela ne change rien).

Le mouvement Brownien est un processus (Bt)te[o,l] continu dont les accrois-
sements sont indépendants, stationnaires et gaussiens. Plus précisément,
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Définition 1.2.1 Un mouvement Brownien (standard) (M.B) est un processus
(Bt)tepp,) vérifiant :

a) By=0 P-p.s.
b) B est continu i.e t — Bi(w) est continue pour P presque tout w.

¢) B est a accroissements indépendants : Sit > s, By — By est indépendant de
FB = a(By,,u < s).

d) Les accroissements de B sont stationnaires, gaussiens : Sit > s, By — By
suit une N'(0,t — s).

Remarque 1.2.1 a) Conformément a ce qui a été précisé dans le paragraphe
0.5, on suppose que la tribu (EB)te[OJ] est complete.

b) Par un raisonnement analogue a celui formulé dans la démonstration du
lemme 1.1.1, lassertion d) peut étre remplacée par “Les accroissements de B
sont stationnaires, centrés, de carré intégrable avec Var(By) =1".

¢) Par un raisonnement classique de classe monotone on montre que [’assertion
c) est équivalente a “Pour tout t; < ... < t, < s <t, Bp— BsL(By,...,B,)”

(voir [4]).

On peut proposer une définition équivalente en liaison avec la théorie des
processus gaussiens.

Proposition 1.2.1 Un processus (By)ico,1) est un M.B ssi c’est un processus
gaussien, continu, centré, de fonction de covariance I'[s,t] = inf(s,t).

Preuve : Pour t; < ... <t, le vecteur (By,, By, — By, ..., By, — By, _,)
constitué de gaussiennes indépendantes est un vecteur gaussien. Ainsi par combi-
naisons linéaires (By,, ..., By, ) l'est également. Le M.B est un processus gaussien
continu. Il est de plus centré et sit > s

cov(B,, B,) = E[B,B,] = E|(B, — B,)B,] + E[(B,)?] = s.

On vérifie la définition point par point.

a) E[(By)?] =0 donc By =0 P-p.s.

b) B est continu par hypothese.

c) Pour t; < ... <t, <s<tlevecteur (By,,...B;,, By — Bs) est gaussien avec
cov(B; — Bs, By,) = 0. Ainsi (corollaire et exercice 0.3.1) By — By L(By,, ..., By,) et
donc d’apres la remarque ci dessus, B;— B, est indépendant de F? = o(B,,,u < s).
d) Enfin, pour s < t, B; — B; est gaussienne, centrée de variance Var(B; — B,) =
t+s—2inf(s,t)=t—s.0
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1.2.2 Existence, construction, simulation

Plusieurs méthodes, plus ou moins abstraites, permettent de construire le M.B.
Ces méthodes reposent généralement sur des résultats non triviaux.

Randomisation d’un espace de Hilbert

Soit (gn)nen une famille de variables aléatoires i.i.d suivant la loi normale
centrée réduite. On considere 1'espace de Hilbert H = L?([0,1],dz) et 'on note
(Xn)nen une base orthonormée de H. On note, Vt € [0, 1],

o t
B, = Z/ Xn(8)ds gn
n=0 0

(la série convergeant dans L?). D’apres I'exercice 0.2.2, la variable B; est gaus-
sienne, centrée, de variance

o0

Var(B,) = Z(/O Yo(8)ds)? = t.

n=0

De la méme maniere, on montre facilement que (Bi)icpo,1) est un processus
gaussien, centré et de fonction de covariance égale a I'[s,t] = inf(s,t). En vertu
de la proposition 1.2.1, reste a démontrer la continuité. L’étude précise de la série
aléatoire peut nous permettre de conclure (en étudiant sa convergence uniforme
presque stre) mais se révele un peu technique ([13]). Un tour de passe-passe est
d’utiliser le puissant (trop puissant dans ce cas???) théoreme de Kolmogorov
(voir [1]) :

Théoreme 1.2.1 (Critére de continuité) Soit (X;)ier un processus stochastique
vérifiant la relation suivante, VI' >0, 3Cr > 0, V0 < s <t < T,

Bl|IX, — X,P] < Crlt — s|° (1.1)

oup >0 et a> 1. Alors, il existe une modification de ce processus qui possede
des trajectoires continues.

Dans le cas de (B;), si V0 < s <t < 1, B, — B, suit une N (0,¢ — s) et donc
d’apres 'exercice 0.1.1,

g5, - B, = Pt oy

D’ou le résultat en prenant par exemple k = 2.

Les deux exemples qui suivent sont un cas particulier de la méthode ci-dessus
avec un choix explicite pour la base hilbertienne.
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Représentation de Wiener (1923) ([16])

En considérant la base trigonométrique, on obtient une représentation expli-
cite du mouvement Brownien a 1’aide d’une série de Fourier aléatoire qui a été
démontré par Wiener. Ce résultat est le premier résultat d’existence concernant
le mouvement Brownien. On a

V8 <= sin(nt
_ Vi (nt)

n

In (1.2)

n=1
o la série converge uniformément presque sturement sur [0, 1]. Notons que E[B;] =
0 et qu'un résultat classique donne

By = 53y

Méthode du point milieu (construction de Paul Lévy)

En 1939, Paul Lévy propose une construction simple du mouvement Brownien.
Cette approche nouvelle lui permettra de découvrir des propriétés importantes de
la trajectoire Brownienne. Nous proposons ici une approche purement algorith-
mique de cette construction, le lecteur étant renvoyé a [14] pour les détails plus
techniques. Le but est ici d’obtenir a moindre frais une approche de simulation.

Pour s <t on sait (proposition 1.2.1) que le vecteur
(BH?% Bt7 Bs)

est gaussien. On pose alors

Z = Buss — =(B, + B,)

N| —

qui est une variable aléatoire gaussienne telle que E[Z] = 0 et Var(Z) = (t—s).
En utilisant le corollaire 0.3.1, on montre que Z_1(By, B;) car cov(Z, B) = 0 et
cov(Z, Bs) = 0. On peut donc mettre Z sous la forme Z = @Gs,t ou Gy, est
une gaussienne standard indépendante de (B, By).

Remarque 1.2.2 On peut montrer tres simplement qu’en fait G5, LB, lorsque
u<souu>t.

En conclusion

1 Vit —
Bt-‘z—s :§(Bt+Bs)+ 5 5

Gsi LB, lorsque u < s ouu > t.

Gs,t
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On simule alors une trajectoire brownienne de la maniere suivante :

1) On simule une famille (G;);ey de gaussiennes standards indépendantes (exer-
cice 0.2.1).
2) On pose By = G1
3) On pose By = 2(B1 + Gy)
4) On pose B1 = %(B% + 55G3)
5) On poseB s = %(B% + B, + \/LEG‘Q
6)

On obtient le résultat suivant sous scilab

0.0

T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Principe d’invariance de Donsker

Le principe d’invariance de Donsker est une généralisation fonctionnelle du
T.C.L. On se donne une famille (Uy)ren+ de variables aléatoires indépendantes,
centrées et réduites. Pour tout n € N*, on note .S,, = U1 +...4+U,, la n-ieme somme
partielle. D’apres le T.C.L, j—% - N(0,1) et plus généralement, V¢ € [0, 1],

Shnt]

- N(0,t) (Ia loi de By).

B
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Considérons alors l'interpolation polygonale de rang n de la série des sommes
partielles : V¢ € [0, 1], on pose

[nt]

Xn(t) = % Z U, + (nt — [nt])U[nt]+1 . (13)
k=1

Le résultat suivant (voir par exemple [1]) est dii & Donsker et fournit un outil
de simulation des trajectoires Browniennes.

Théoréme 1.2.2 La suite de processus continus (X,) converge en loi dans C =

C([0,1],R) wers la loi du M.B i.eVf € Cy(C,R), E[f(X,)] — E[f(B)].

La simulation suivante a été réalisée sous scilab en choisissant les U; de sorte que
P(U; =1) = P(U; = —1) = 3 et en prenant n = 10000.

-1004

-120

-140 T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

1.3 Propriétes

Les propriétés que nous voyons dans ce paragraphe sont assez rudimentaires.
Pour des résultats plus fins on peut consulter par exemple ([15])
On considérera dans cette partie que (Bi);>o est un M.B sur R, .
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1.3.1 Propriétés de martingale

Proposition 1.3.1 Les processus (By), ((B;)? —t) et (GGBt—GQ%) (6 € R) sont des
(FF)teR+ martingales.

On a la célebre proposition suivante qui est dit a Paul Lévy.

Proposition 1.3.2 Soit (X;):>o une martingale (par rapport a une certaine tribu
(Fi)i>0) continue issue de 0. Alors X est un M.B si l'une des deux conditions sui-
vantes est vérifiée :

a) Le processus t — (X;)? — t est une martingale.

0X;—02L

b) Le processus t — e 2 est une martingale pour tout § € R.

Preuve : Nous allons seulement montrer que a) implique que X; est un M.B
(le b) se fait en utilisant la formule d’It6 que nous verrons ultérieurement). Pour
t>s,onaVleR,

92 t—s

Fsl=¢€" =2

E[eiG(Xt—XS)

et en prenant l’espérance

t—s

E[eié)(Xt—Xs)} _ 692 -
Ceci montre a la fois que X; — X, LF, car si Y est F, mesurable, Vu € R
E[eiG(Xt—Xs)-i-iuY] _ E[E[eie(Xt—Xs)+iuY|fSH _ E[eiuY}eGZt*TS _ E[eiUY]E[eie(Xt_Xs)],

et que X; — X suit une N (0,¢ — 5).0

1.3.2 Transformations
Proposition 1.3.3 Onpose B = Biy,—By, s firé, Y, = cB: ¢ >0, Z; = tB1,

t >0, Zyg = 0. Alors, les processus — B;, B§5), Y, et Z; sont des mouvements
browniens standards.

Le fait que Y; soit un M.B est une propriété fondamentale. En effet, le M.B est
un processus auto-similaire (ou un fractal aléatoire) i.e un processus dont le com-
portement reste le méme a différentes échelles. (illustrer par une simulation!!!)

Preuve de la proposition : Pour — B;, Bt(s), Y; la vérification est immédiate,
reste Z;. 11 est facile de voir que Z; est un processus gaussien centré de fonction
de covariance I'(s,t) = inf(s,t). Reste a démontrer la continuité de Z (i.e sa
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continuité en 0). Ce résultat est un peu technique ([14]) et nous allons nous
contenter de montrer que % — 0. Comme

n—oo

B, (B,—Bn_-1)+..+ (B — By)

n n

ou les (B;;1 — B;) forment un n-échantillon de la loi normale centrée réduite, le
résultat est une conséquence de la L.F.G.N.O

1.3.3 Propriétés trajectorielles

Les trajectoires du mouvement brownien sont caractérisées par une “remar-
quable” irrégularité. Nous nous proposons de mettre en évidence ici quelques unes
de ces pathologies.

Proposition 1.3.4 Soit (B;) un mouvement Brownien. Alors P-p.s,
a) lim $upi—1o0 %t = lim sup,—..o0t = +00

b) lim infi—ioo Bt = lim infiso Tt = —00

Preuve : Pour a) on considere la variable aléatoire

. Bt . Bt - BS

R =1lim supHJroo% = lim supt_,+ooT

Par indépendance des accroissements Browniens R1o(B,,u < s) pour tout s > 0
et donc R1Lo(By,u > 0). Ainsi RLR et donc R est une constante (finie ou infinie).
Supposons que R est finie, ainsi par définition de la lim sup, P(% >R+1)—0

quand ¢t — +4o0. Or P<% >R+1)=P(B; > R+1) >0 dou le résultat. La

deuxieme partie de a) se traite de la méme maniere.
Le point b) est une conséquence immédiate de a) et de la symétrie du Brownien.O

(Vs > 0).

Corollaire 1.3.1 i) P-p.s, (B;) passe une infinité de fois par tout point.

ii) (B;) n'est P-p.s dérivable ni a droite, ni a gauche en tout point.

Preuve : i) est une conséquence directe de la continuité des trajectoires (qui
vérifient donc le T.V.I) et de la proposition précédente.
ii) On peut voir que B; n’est P-p.s pas dérivable a droite en 0 car lim sup;_ ¢ Bt&ZBO =

+00 P-p.s. En considérant ensuite (avec les notations de la proposition 1.3.3) les
Browniens transformés B} et Z; on montre la non dérivabilité a droite et a gauche
en tout point.O



1.3. PROPRIETES 41

Remarque 1.3.1 Les trajectoires du M.B sont donc des exemples explicites de
fonctions continues nulle part dérivables. Notons que sans faire appel auz proba-
bilités, la construction explicite d’un tel objet est loin d’étre évidente (cf. fonction
de Weierstrass). Du point de vue de la modélisation (§1.1), la non dérivabilité
signifie qu’on ne peut définir la vitesse de la particule, ceci est donc physiquement
trés imparfait. Le fait d’avoir négligé la masse de la particule (pas d’inertie) est
une explication de ce phénomene.

Proposition 1.3.5

P({w;t — Bi(w) est monotone sur un intervalle}) = 0

Preuve : On note F' = {w; il existe un intervalle out — B;(w) est monotone}.
On a
F = U {w;t — By(w) est monotone sur [s,t|}.
(s,t)€Q?, 0<s<t

Pour 0 < s < t fixés dans QQ, on étudie par exemple
A = {w;t — B(w) est croissante sur [s,t]}.

~1 .
Alors A = (,20 N2y A ou A? = {w; By g =By
et stationnarité,

> 0}. Par indépendance

i
n

n—1 1
P(() A1) =5
1=0

Ainsi, Vn > 0, P(A) < 5+, donc P(A) et P(F) sont nulles. O

1.3.4 Variation et variation quadratique

La proposition suivante sera fondamentale pour le reste du cours.
Proposition 1.3.6 Soitt > 0. On pose Vn € N, Vj € {0, ..., 2"}, iy = L Alors,

A

2n
Zy = Z|Bt7 ~ By [P — t

= p.s et L2

Preuve : On a FE[Z!'] = t. Ainsi pour la convergence dans L? il faut montrer
que Var(Zj) — 0. Or,

2n 2"

Var(Z") = Z Var(|Bt; — Bt;_1\2) = Z(

j=1 j=1

t

2 —n42
=2
o) ’
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Convergence de Zn(1)
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la derniere égalité provenant du fait que X ~ N(0,0?) vérifie E[X*] = 2¢6*. On

a de plus que
Z |z — t]2] < 00.
n=1

Ainsi d’apres I'inégalité de Tchebychev et la proposition 0.2.3 la convergence p.s
est démontrée. O

E

Corollaire 1.3.2 -

Z |Bir — By - +o00.

Jj=1
Le mouvement brownien n’est donc pas a variations bornées.

277.
Preuve : Supposons par I'absurde que P(limy . 3 [Bin — B | < 00) > 0.
j=1
Dans ce cas
271 2TL
. 2 . .
b= limp_oo E ‘Bt;l—Bt;l_J < lzmn—wol'gn,ax |Btn—BtrL_1’ limy,—oo E |Btﬂ_Btﬂ_1’-
- _]S2TL J J — J J
J=1 J=

La trajectoire brownienne étant continue sur [0, 1], elle est uniformément continue,
ainsi
lim max |Bm — B =0P —p.s.
n—>ool§j§2n| t;? t;?_1| 0 P
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2n

Comme P(limy—oc - |Byn — B || < 00) > 0, ceci est en contradiction avec
j=1

t > 0.

1.3.5 Caractere Markovien

La propriété suivante assure que le M.B est un processus de Markov c’est a
dire un processus dont ’avenir ne dépend pas de tout le passé mais seulement du
présent.

Proposition 1.3.7 Pour toute fonction f : R — R mesurable bornée, pour tout
s <t,

(y—Bs)?

E[f(B)|FJ] = ELf(By)|B] = - dy.

1
V27 (t — s) /Rf(z)e

Preuve : On écrit f(B;) = f(B; — Bs + Bs) et on utilise la proposition 0.4.3
et le fait que B, — B; ~ N (0,t — s).0

1.3.6 Le mouvement brownien géométrique
Définition 1.3.1 Soit (b,0) € R?. Le processus

X, = Xpelt-desan
est appellé un Brownien géométrique.

Ce processus est aussi appellé processus “log-normal” car lorsque Xy = x > 0,
L,
In(X) = (b— ot )t + oB; + In(x)
suit une loi normale.

Remarque 1.3.2 Comme nous savons simuler le M.B, il est tres simple de si-
muler le Brownien géométrique.

La simulation ci-dessous est réalisée pour b=0,0 =1, Xo =1let t € [0,1] (Le
brownien étant simulé par la méthode de Donsker avec n = 10000). Notons que
ce processus est toujours strictement positif.
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

t

Exercice 1.3.1 a) Montrer que le processus X e™% est une martingale.

b) Montrer que E[X;|Xo] = Xoe® et que Var(X;|X,) = Xge%t(ea?t —1).
c) Soit f € Cy(R,R), montrer que pour t > s
+o0 1 5

Ef(X)FE = [ f(Xeltmaostowt=o) o=t gy
S e V2T

(C’est en particulier un processus de Markov)

1.3.7 Intégrale de Wiener

Le but de cette partie est de franchir un premier pas dans la construction de
I'intégrale stochastique i.e I'intégrale par rapport au M.B. Nous nous limiterons
au cas des intégrands déterministes (et d’intégrands stochastiques particulier) ce
qui permet déja de mettre en évidence les premieres difficultés.

Rappels d’intégration

On pourra se référer a [14] pour un exposé plus complet sur le sujet.

Sig: [0,1] — R est une fonction croissante continue (en fait continue a droite
est suffisant) nulle en 0, un résultat classique nous assure l'existence d’une mesure
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bornée m sur ([0, 1], B([0, 1])) telle que g(t) = m([0,t]) (si g est positive, la mesure
m est positive et g est en fait la fonction de répartition associée). On définit alors
tres simplement I'intégrale par rapport & g en posant Vf € L'(m),

/0 ' F()dgls) = [ toatam

Cette construction va pouvoir s’étendre a une plus large classe de fonctions.

Définition 1.3.2 Une fonction g [0,1] — Ry est dite a variations bornées si
sup ) 1F(t;) = f(tji)] < oo,
j=1

le sup étant pris sur toutes les subdivisions to =0 < t; < ..... <t,=1de0,1].

Remarque 1.3.3 Si g est dérivable, g est a variations bornées et dans ce cas

¥ f(s)dg(s) = [ f(s)g'(s)ds.

Proposition 1.3.8 Si g est une fonction a variations bornées, nulle en 0 et
continue, 1l existe deux fonctions g1 et g croissantes, continues, nulles en 0 telles
que g = g1 — ga. Ainsi on construit aisément l’intégrale par rapport a g a partir
des intégrales par rapport a g, et gs.

En vertu du corollaire 1.3.2, on peut voir que pour P presque tout w, la tra-
jectoire Brownienne n’est pas a variations bornées. Il est alors impossible de
construire une intégrale par rapport a cette trajectoire en raisonnant w par w.

Nous allons cependant pouvoir proposer une définition probabiliste satisfai-
sante d'un tel objet.

Construction de l’'intégrale de Wiener

Une approche possible est de généraliser la technique de construction du M.B
par randomisation d’un espace de Hilbert.

Soit (gn)nen une famille de variables aléatoires i.i.d suivant la loi normale
centrée réduite. On considere 1'espace de Hilbert H = L?([0,1],dz) et 'on note
(Xn)nen une base orthonormée de H. On note, Vf € H,

10,=3 / £(5)Xn(5)dS g (1.4)
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(la série convergeant dans L?). En rappelant que By = Z fo Xn(8)ds gn, I(f): sera

désormais notée fo s)dBs. D’apres l'exercice 0.2.2, la variable fo s)dB; est
gaussienne, centrée, de variance fo f?(s)ds. Sa continuité en ¢ peut se démontrer
a la main (un peu technique) ou se déduire du théoreme 1.2.1.

Les propriétés suivantes sont laissées en exercice au lecteur.

Proposition 1.3.9 Propriétés de l’intégrale de Wiener

a) L’application f € H — fo s)dB; est linéaire.

b) Le processus fo s)dBs)teo,) est un processus gaussien continu, centré, de
fonction de covariance I'(s,t) = mf(St f2(u)du
¢) Le processus fo $)dBs )i, est un processus (F)iep) mesurable d ac-

croissements mdependants (mais non stationnaires).
inf(t,u
d) Si (f,q) € H?, E [fo s)dB, [ g( dB} 000 £(5)g(s)ds.

e) Les processus (fo s)dB ) . et ((f(f f(s)dBs)* — f(f f2(3)d5)t€[0 ; sont

des (FP )iclo,1] martingales.

f) Le processus fo s)dBs)eo,1) est un processus vérifiant la propriété de
Markov.

Lorsque f est réguliere le résultat suivant nous assure que 'intégrale de Wiener
est définie w par w

Proposition 1.3.10 Si f € C*([0,1],R), alors, V1 >t > 0,

[ r6m. = 08~ [ 8.

Preuve : On utilise la relation (1.4) et Iidentité suivante

/Otf(S)Xn(s)ds = —/Ot (/St f’(u)du) Yn(8)ds + F(1) /Ot You(8)ds

en justifiant la convergence de chaque terme (exercice). O
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Remarque 1.3.4 Cette construction élégante de l'intégrale de Wiener posséde
un défaut principal. En effet, on ne voit pas apparaitre clairement quelles sont
les propriétés du M.B qui la rende possible. Nous verrons dans les chapitres sui-
vants que ['orthogonalité des accroissements joue un role essentiel qui est passé
sous silence ici (on peut en effet construire l'intégrale de Wiener par rapport
a tout processus du second ordre a accroissements orthogonauz cf [3]). De plus
lindépendance des accroissements Browniens va nous permettre (cf le chapitre
concernant la construction de l'intégrale stochastique) d’intégrer non seulement
des fonctions mais une large famille de processus.

Exercice 1.3.2 Une version élémentaire de Fubini-stochastique
Soit f :[0,1]> — R une fonction continue, le but de [’ezercice est de justifier

I’égalité suivante
1l 1 pl
//f(s,t)dBS dt://f(s,t)dt dBs;.
0o Jo 0o Jo

a) Justifier que les intégrales ci-dessus ont bien un sens
b) En remarquant que

/01 (i; /01 f(s,t)xn(s)ds gn> dt = nz];;/ol (/Olf(s,t)dt) Xn(8)ds gn

et en justifiant le passage a la limite, conclure.

Cas ou 'intégrand est de la forme f(B;)

La proposition suivante propose une définition de I'intégrale stochastique pour
des intégrands particuliers. Notons que l'esprit de cette construction est tres
proche de la construction de l'intégrale de Lebesgue par somme de Riemann.

Proposition 1.3.11 Soit f : R — R une fonction dérivable a dérivée bornée.
Alors, la série

n—1
Zy =3 f(Bu)(Busy — Bu) (15)
=0

converge dans L? et on note fg f(Bs)dBs sa limite (qui ne suit pas en général
une loi normale).

Preuve : La preuve de cette proposition sera donnée dans la suite du cours.O

Remarque 1.3.5 Lorsque f est une fonction réquliere, le théoreme de Riemann
ti t(i+1)]‘

n’ n

n—1 . . .
nous assure que Y. f(z)("I — 8y converge vers [ f(s)ds si € |
i=0
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On a donc le choiz de la position du point xi dans l'intervalle [%,@] En
ce qui concerne l'intégrale stochastique définie ci-dessus, cette propriété n’est

plus vérifiée. Le choix de f(Bu) n'est pas anodin (cette variable est notamment
indépendante de l'incrément (Biiy1) —Bwi) ). D’autres choix conduisent a d’autres
.y " Buaen +Buy o .

intégrales. Par exemple en prenant f | —=5—— ) on construit l'intégrale dite de

Stratonovitch dont le comportement est trés différent. Attardons nous un instant

sur ce dernier point. Lorsque f = Id lintégrale de Stratonovitch définie comme
n—1

étant la limite de z% $(Bisn) + B%)(Bmm - B%) vaut BT?_ D’apreés Uezercice
1= n n

ci-dessous, celle ci est différente de fg BdBs. 1l s’agit la d’une différence fonda-

mentale entre [intégrale de Riemann et lintégrale stochastique.

Commentaires

Considérons un processus stochastique (G;) dont les trajectoires sont de classe
C' et F : R — R une fonction de classe C!, les regles du calcul différentiel
classique nous assure que

F(G) = F(Gy) + / ' F(G)Gds

Ce résultat peut de plus s’étendre sans peine aux cas d’un processus continu dont
les trajectoires sont a variations finies. Le Brownien n’étant pas a variations finies
(corollaire 1.3.2) la formule précédente ne s’applique pas a priori. C'est ce que
nous voyons sur l’exemple suivant :

Exemple 1.3.1 On se propose de calculer f(f B,dB,. Nous devons ainsi évaluer

n—1
la limite dans L? de Y, Bu(Buity — Bu). Or
i=0 " n "

n—1 n—1 n—1
2 BLi(Bt(i+1) — Bg) = Z(B%(,-_H) — Bi) — (Bt(i+1) — BQ)Q
i—0 " " =0 " " =0 " "
donc
n—1 n—1
2> " Bu(Buisn — Bu) = B} = (Buwy — Bu)”.
i=0 " " i=0 " "

D’apres la proposition 1.5.6, le dernier terme converge vers t dans L?, ainsi

t
2/ BydB, = B} —t.
0
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1.3.8 Formule d’It6 pour le M.B

Proposition 1.3.12 Soit f € C*(R,R) a dérivée seconde bornée, alors, ¥t €
[0, 1],

f(By) = f(By) +/0 f'(Bs)dBs +%/0 f"(Bs)ds P — ps.

La notation différentielle de cette égalité est

df (Bs) = f'(Bs)dBs + f"(Bs)ds

Preuve : D’apres la définition proposée dans la proposition 1.3.11,

t n—1
/ p— y J— y / . . _ .
/0 f'(Bo)dB, = lim Z, = ZZLQ@;J“ (Bz)(Butny — Bu).

Par ailleurs,

—_

n—

F(Be) = f(Bo) = p_(f(Beisn) = f(Bu))

%

Il
)

et, d’apres le théoreme concernant les sommes de Riemann,

/Of"(Bs)ds: lim Zf” : 1> %) (1.6)

ps et L2

En utilisant la formule de Taylor a l'ordre 2 et la continuité de la trajectoire

n—1

F(B) = f(Bo) = Y _(f(Busrn) — f(Bu))

=0

avec

1
f(Buin) = f(By) = f/(Bu)(Buien — Bu) + 5 f*(Bay) (Busn) — Bu)*

ti t(i+1) [

oll ; est une variable aléatoire a valeurs dans |, =

I1 suffit donc de montrer que

lim Z f"(Ba,) BtuH)—Bt, / f"(B,)ds

pour conclure par unicité des limites dans L' (on rappelle que la convergence
dans L? implique celle dans L'). Ceci se montre en deux temps.
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Tout d’abord d’apres I'inégalité de Schwartz

n—1
E|> (f//(Bai) - f"(BLi)> (Buwsn — Bu)?|| < UV,
=0 " "
avec )
2713
U,=F {supi f"(Ba,) — ["(Bu) ]
et
1
n—1 212
Vo =E ||> (Buw — Bu)’
i—0 n n

D’apres la proposition 1.3.6, V,, — t. De plus , U,, — 0 par convergence dominée
car la fonction s — f”(Bs) est presque stirement uniformément continue sur [0, 1]

avec f” bornée.
Enfin en utilisant les propriétés des accroissements du M.B et en posant

n—1 9 " . 1 t 2
= || ) ((Buga - 2) - (ME - 1))
i=0 " "
on a
W, = E f//(BH.) ((BW_Bn) _( (14 )__Z)) .
i=0 " " " n n
Ainsi
n—1 t2
=0

D’apres (1.6) le résultat en découle. O

Exercice 1.3.3 (difficile...) Soit f € C*(R)telle que

B[ [ e

< +oo. (%)

Montrer que ¥t € [0,T],

f(Br) = f(Bo) +/0 f'(Bs)dB; + %/0 f"(Bs)ds P — ps.

(On pourra admettre que sous la condition (%) la proposition 1.53.11 reste va-
lide mais avec de la convergence en probabilité et non L?.) On pourra noter que
cette nouvelle condition est beaucoup souple et permet notamment d’appliquer la

formule d’Ité avec pour fonction f [’exponentielle.
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Le graphique suivant illustre de maniere numérique, la nécessité d'un calcul
différentiel spécifique pour le M.B. En noir est représenté une trajectoire de B?
(simulé & I'aide de la méthode issue du théoréme de Donsker), en noir une trajec-
toire de 2 fot BdBs (simulée en revenant a la définition de la proposition 1.3.11)
et en rouge une trajectoire de 2 fot BsdBs 4+ t. On observe donc la nécessité du
terme correctif.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

1.3.9 Applications de l’'intégrale de Wiener
Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Nous avons introduit au début de ce chapitre le M.B comme un modele du
mouvement d’une particule soumise a des chocs aléatoires dus a l'agitation ther-
mique d’un fluide. Nous avons vu également que le fait de négliger la masse de la
particule (pas d’inertie) entraine la non dérivabilité des trajectoires ce qui n’est
pas tres satisfaisant. Le modele suivant, plus proche de la réalité a été proposé
par Langevin ([10]).

Une particule de masse m, animée d’une vitesse V' (¢) est soumise a deux forces :
a) Une force de frottement due a la viscosité du fluide f = —kV (ou k est une
constante positive liée au rayon de la particule),
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b) Une force complémentaire n synthétisant la résultante des chocs aléatoires
des molécules de fluide environnantes et décrite par Langevin : « elle est in-
différemment positive et négative, et sa grandeur est telle qu’elle maintient 1’agi-
tation de la particule que, sans elle, la résistance visqueuse finirait par arréter » .

Dans ce cas le principe fondamental de la dynamique assure que

mdV (t) = —kV ()dt + n(t)dt. (1.7)

Le terme n(t)dt représente donc la variation de quantité de mouvement dM (t)
entre t et t + dt. En supposant que

a) dM(t) = M(t + dt) — M(t) est indépendant de o(Mj; s < t).
b) La loi de dM(t) ne dépend pas de t.
c) t — M(t) est continue.

De plus, en supposant (cf citation) que E[M(t)] = 0, on peut poser M(t) =

O'Bt .
L’equation (1.7) devenant

mdV (t) = —kV (t)dt + odB;. (1.8)
On a alors la définition suivante :

Définition 1.3.3 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est la solution de l’équation
sutvante

t
X, =Xy — a/ X ds + 0By (1.9)
0
ou (a,0) € R? et X, est une variable aléatoire indépendante du M.B.

Proposition 1.3.13 L’équation (1.9) a pour unique solution le processus continu

t
X, =eta <X0 + a/ eanBs> ) (1.10)
0

La figure suivante représente une simulation sous scilab d’une trajectoire du
processus X; aveca =0 =1 et Xy = 0.



1.3. PROPRIETES 53

o
IS

o
i

1
o o
S

[

S S .
VIR T SRR SRR

|
4
o9
o

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Preuve de la proposition 1.3.13 : D’apres la proposition 1.3.10,
t
X, =e M@ <X0 +oe™ B, — aa/ e“sBSds) .
0

En employant une version stochastique de Fubini (exercice 1.3.1) on a

t t t t S
a/ X,ds = aXO/ e “ds + aa/ B,ds — aza/ e % </ e“"Budu) ds.
0 0 0 0 0

Un rapide calcul donne alors

t
CL/ XSdSZXO—Xt+UBt,
0

ce qui prouve l'existence. Pour ce qui est de l'unicité, si X; et X, sont toutes
deux solutions de (1.9), alors le processus Z = X; — X vérifie ’équation intégrale

suivante .
Zt = —a/ ZSdS
0

dont 1'unique solution est d’apres le lemme suivant la solution nulle.

Lemme 1.3.1 (Gronwall) Soient T € RT, K € R, ¢ : R" - R", ¢ : Rt — R*
tels que Yt € [0,T]

o)< K+ [ o)l < o0
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et
T
[ vt < e
0
Alors,
¢(t) < I(vef(;s w(s)ds‘
O

La figure suivante est une simulation scilab du flot du processus d’O.U c’est
a dire de I'application zy € [0,1] — (X (w))sejo,1) o1t w est fixé et ot X™ est le
processus d’O.U de condition initiale xy € [0, 1].

e
W W 5
——x W w——— L W W A W

Dans le cas ou la condition initiale est gaussienne, nous avons la proposition
suivante qui est une conséquence immédiate de la proposition 1.3.9.

Proposition 1.3.14 Supposons Xy ~ N (m,o?) indépendante du M.B, alors,
(X;) est un processus gaussien de fonction d’espérance

E[X;] = me™™

et de fonction de covariance

2
cov(X,, X;) = e 2F9) <0’0 + g— (e* inf(st) _ 1)> :
a
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Le processus de Vasicek

Le procesus de Vasicek est une variante du processus d’O.U ou un coefficient de
dérive constant a été ajouté. Il intervient de maniere pratique dans la modélisation
des courbes de taux courts en finance (cf. [11]). Le but n’est pas ici de présenter
les principes de base de cette modélisation mais de familiariser le lecteur aux
calculs sous-jacents.

Soit Y; le processus vérifiant
dY; = a(b—Y;)dt + odB;.

On remarque aisément que le processus X; = Y; — b vérifie I'équation (1.9) Ainsi,
t
Y, =e (Yo —b)+b+ O’/ e W= 4B,
0

Nous avons alors P'analogue de la proposition 1.3.14 : si Yy ~ N(m,0?) est
indépendante du M.B, Y est un processus gaussien de fonction d’espérance

E[X;] =me ™ 4+ b(1 — e ™)

et de fonction de covariance

2

cou(Y,,Y;) = p—alt+s) (Uo + g_a (€2a inf(st) 1)) '

Exercice 1.3.4 Calcul du prix d’un zéro coupon
Le But de l’exercice est de calculer VO <t < T,
P(t.T)=E [eftT Yudu\ftB} .
On considére que Yy ~ N (m,c?) et est indépendante du M.B.

a) En utilisant lexercice 1.3.1, montrer que
t 1 t
Z; = / Y, du = — (b(at —1—e ™)+ Yy(1 —e ™) + O'/ (1-— e“(t“))dBu) :
0 a 0

b) En utilisant la proposition 0.4.3, calculer E[e™#=25)] pour 0 < s <t < T
et u € R.
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¢) En déduire que conditionnellement a FP, Zy—Zy ~ N (M(s,t),V (s,t)) avec
M(s,t) =b(t —s)+a (Y, —b)(1 — efa(t—s))

et

o —a(t—s (1 — 6_2a(t_3)) 2(1 _ e—a(t—s))
R (R R ]

d) Montrer que
P(t,T) = o~ MET)+3V(LT)
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Chapitre 2

L’intégrale stochastique, les
processus d’Ito.

Dans toute cette partie (B;)cjo,r] est un M.B standard défini sur un espace de
probabilité (2, A, P). Cette espace de probabilité est de plus équipé de la filtra-
tion naturelle du M.B (F)epo.1-

Le but est ici de généraliser la construction de l'intégrale de Wiener lorsque
I'intégrand est un processus stochastique de carré intégrable régulier. Les remar-
quables propriétés du mouvement Brownien vont nous permettre tres simplement
de construire cette intégrale stochastique sur ([0, 7] x 2) et de I'étendre, grace a

une propriété d’isométrie, a Lzmg(Q x [0, T]). Notons que le prix a payer pour cette

construction est de pouvoir uniquement intégrer des processus n’anticipant pas
sur le Brownien ce qui est suffisant pour les applications financieres élémentaires.

2.1 Intégrale stochastique sur £([0,7] x 2)

On se donne

n—1
Xt — Z Ftil[ti,ti+1[(t) (21)
=1

dans £([0,T] x Q) (notons qu’alors 0 < t; < ... <t, < T et F}, € L*(F,)).

2.1.1 Définition
Définition 2.1.1 On pose

T n—1
/ X.dB, =Y F,(By,, — By,).
0 i=1

29
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Remarque 2.1.1 Lorsque 0 <t < T on définit naturellement

t T n—1
/ X,dB, = / Xolpg(s)dBs =Y Fo (B, inn — Binn)- (2.2)
0 0 i=1

Bien entendu, lorsque X est une fonction en escalier (Fy, est alors constante) cette
définition coincide avec celle de l'intégrale de Wiener (cf. (1.4)). Cependant, il est

, "y t . .
important de noter qu’en général le processus fo X,dBg n’a aucune raison d’étre
Jaussien.

2.1.2 Propriétés

Proposition 2.1.1 Sur l’ensemble £(]0,T] x Q) lintégrale stochastique satisfait
les propriétés suivantes :

a) X — f(f X.dB, est linéaire.

b) Le processus (fot XodBs) e, est a trajectoires continues.
c) Le processus (f(f XodBy)iepo,r) est adapté a (FP)iepor)-

4) B | fy X.dB| =0 et Var ([} X.dB,) = B | [y X2ds|.

e) On apour 0 <s<t<T,

t
E[/ XudBu|]-"SB] =0 et FE

t 2 t
(/ XudBu) Fas :EU ngu|f§].
(2.3)

f) Le processus (f(f X dBy)tepr) est une (FP)ep,r) martingale continue de
carré intégrable, de plus,

¢ T
E { sup | XSdBSIQ] <A4F [/ deu} : (2.4)
0

0<t<T Jo

Preuve de la proposition : le point a) est évident, les points b) et ¢) se
déduisent immédiatement de (2.2) et le point d) du point e) (en prenant s = 0).
Démontrons e) : Nous supposons sans perte de généralités (quitte a rajouter deux
points a la subdivision) que s = t; et t = t;. Ainsi,



2.1. INTEGRALE STOCHASTIQUE SUR £(|0,T] x ) 61

k—1
E[f(qudBumB] = E{ 1Esi(Bti+1—Bti)|ﬂﬂ

1=

7j—1 k—1
= Z E |:Ei(Bti+l - Btz>|’7:5i| + Z E |:Ei<Bti+1 - Btv)"}—t?]
i=1 i=j

7j—1 k—1

= Z Fti(Bti+1 - Bti) + Z E [th‘E [(Bti+1 - Bti) "Tt?} |"Tt?}
i=1 i=j

—  [*X,dB, +0.

Pour la deuxieme partie le calcul se fait dans le méme esprit.

2 k—1 2
E {(fst XudBu) |‘7:£:| =FE (Z Fti(Bti+1 - Btz)) |"T;5
i=j

- Bti)(BtlJrl - Btz)|ft?

1+1

k—1
= S B|FABu, - BIFE|+2 S E|RF.(B
i=j

j<i<i<k—1

En utilisant pour la premiére somme le fait que E. ].7:5] = E[EL|F]] ].7:5] et pour
la seconde que E[.|F] = E[E[|F[]]|F]], on obtient

E [(fst XudBu>2 |7:SB} = ZE [th(tm - tz‘)V’f] +0
— B[ X2duFE].

Le point f) est une conséquence de e) et du théoreme 0.5.3.0

Exercice 2.1.1 a) Montrer que pour X et Y dans E([0,T] x Q) et v,t > s on a

E [(/:XudBu) (/ YudBu) |}"f] =F [/sm XuYudu|fsB} :

2
b) Montrer que le processus (fot XudBu> — fot X2du est une (EB)tE[O,T} martin-
gale.

Remarque 2.1.2 La propriété d) dont on tire

Var (/OT Xsst) = E (/OT XudBu>2 —E MT des] (2.5)

est fondamentale. Elle traduit le fait que ['application X +— fOT X dB, est une
isométrie de (][0, T] x Q) sur l’espace des martingales sur [0,T], continues et
de carré intégrable (espace que l'on notera dorénavant M?*([0,T))), ces espaces
étant munis de leur norme naturelle (voir chapitre 0) .
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. N 2
2.2 Extension a L; (2 x [0,T])

Par un argument classique que nous allons néanmoins détailler (prolongement
des applications uniformément continues a valeurs dans un espace complet) il est
possible de prolonger I'intégrale définie dans le paragraphe précédent au cas des
intégrands dans L2, (Q x [0, 7).

Nous rappelons que le théoréme 0.5.2 nous assure la densité de £([0,T] x §2)
dans L2 (Q x [0,T)).

prog

Proposition 2.2.1 Soit X € L2, (Q2x[0,T]). Si ®, et @, sont deuz suites dans

prog

E([0,T] x Q) qui convergent vers X dans L2, (2 x [0,T]) alors

prog

lim /@n(.,s)st —  lim /'@;(.,s)st.
0 M?2([0,T]) 0

Preuve : Deux choses sont a démontrer. Tout d’abord si ®,, converge dans
L2.,,(2x[0,T7]) on veut la convergence de [ ®,(., s)dB, dans M?>([0,T]). Comme

prog
M?([0, T) est complet (proposition 0.5.6), il suffit de démontrer que [; ®,(., s)dB,
est de cauchy dans M?([0,T]) ce qui est une simple conséquence de (2.5). Pour
montrer que la limite est indépendante de la suite approximante on utilise une

nouvelle fois (2.5).0

On a comme conséquence de la proposition précédente une définition non am-
bigiie de I'intégrale stochastique pour X € L2, (Q x [0,T]).

prog

Définition 2.2.1 5i X € L7, (2 x [0,T]) et si ®,, est une suite dans E([0,T] x

Q) qui converge vers X dans L2,,, (€ x [0,T1]), on note ([, XsdBs) la limite de
(fs ®n(.,5)dBs) dans M?*([0,T7])

Remarque 2.2.1 Le fait d’avoir défini ([; XdB;) globalement ( plutét que t
par t) permet d’obtenir directement la continuité et le caractére martingale du
processus limite. Notons au passage que cette intégrale est définie a modification
pres.

Un bon entrainement est de démontrer que nous avons 1’analogue de la pro-
position 2.1.1.

2
prog

Proposition 2.2.2 Sur l’ensemble Lz, (2 x [0,T]) Uintégrale stochastique sa-

tisfait les propriétés suivantes :

a) X — fg X,dB; est linéaire.
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b) Le processus ( fot XodBy)iepo,m est a trajectoires continues.
c) Le processus (f(f XodBy)iepo,r) est adapté a (FP)icpor-
4) E | fy X,dB,| =0 et Var ([} X,dB,) = B | [y X2ds|.

e) On apour 0 <s<t<T,

t
E[/ XudBu|]-"sB] =0 et E

t 2 t
(/ XudBu) Vas :EU Xﬁdu|ff].
(2.6)

f) Le processus (f(f XdBy)tepr) est une (FP)ep,r) martingale continu de carré
intégrable, de plus,

t T
E { sup | XSdBSF] <4FE [/ ngu} : (2.7)
0

0<t<T Jo

Remarque 2.2.2 L7intégrale stochastique coincide avec l'intégrale de Wiener et
avec l'intégrale définie a la proposition 1.5.11 (ou a lexercice 1.3.3 mais ¢’est plus
dur...). En effet, dans le cadre de la proposition 1.53.11, il suffit de montrer que

n—1
le processus Z, = > f(Bg)l]ﬂ r(+1)) CONVETGE VETS f(B) dans L?,, (2% [0,T)).
i=0 " n’on

prog
Or
T 2 3 n-l TG+1) 2 3
B B = Zus)Pds] = E|S fu (£(B) = f(Br)) ds
n—1 T(@G4+1) T %
< 1 (£ s 2as)
Tfllee
< il
Ainsi,
) n—1 .
' Zn (. B = i Bri)(Bra —Bri = D, (.,s)dBs.
tim [ 2,4,z NS HB) (Brn, ~Br) o[ @

=0
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2.3 Processus d’Ito

Définition 2.3.1 Un processus d’Ité est un processus adapté et continu sur [0, T
de la forme

t t
X, = X, +/ ¢Sds+/ ¢sdB; (2.8)
0 0

ol ¢ et v appartiennent a L2, (2 x [0,T]) et Xo € L*(Fo). On adoptera souvent

prog
la notation différentielle suivante

dXs = Ysds + ¢sdBs.
Proposition 2.3.1 L’écriture (2.8) est unique (a modification preés).
Preuve : 1l s’agit d’une application directe de la proposition 0.5.5.0

Corollaire 2.3.1 D’apres la proposition 0.5.5, un processus d’Ité est une mar-
tingale ssi sa partie en ds (1) est nulle.

Définition 2.3.2 De maniére trés naturelle, on peut étendre la notion d’intégrale
stochastique au cas des processus d’Ito. Si X est de la forme (2.8), alors, pour

0eL?,  (2x[0,T]) vérifiant O € L2, (2% [0,T]) et ¢ € L2, (2 x[0,T]). On

prog prog prog

définit [ 0,dX, par

t t t
/ 0.dX, = / 01b5ds + / 0,¢.dB,. (2.9)
0 0 0

Nous avons une formule de changement de variables pour les processus d’Ito
dans l'esprit de la proposition 1.3.12. La démonstration est laissée au lecteur car
les grandes lignes sont identiques a celles de la preuve effectuée dans le cas du
Brownien.

Proposition 2.3.2 Soit X un processus d’Ito de la forme (2.8), si f € C*(R,R)
est a dérivées bornées alors,

Fx) =10+ [ rogaxc g [ rooss @)

Remarque 2.3.1 Le caractére borné des dérivées est tres contraignant, il est
imposé pour que les intégrales considérées aient un sens. Nous dirons quelques
mots dans le prochain paragraphe concernant les extensions possibles de la for-
mules d’Ito qui nécessitent une extension de la notion méme d’intégrale d’Ito.
Notons cependant que les conditions (dans Uesprit de Uezercice 1.3.3) f'(X) €
L2 0g(2x[0,T)), f'(X)p € L,,,(2x[0,T]) et f"(X,)$* € L2,,,(2x[0,T]) assure
la validité de (2.10) sans hypothéses de bornitude sur f et ses dérivées.
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La formule d’Ito se généralise tres simplement pour les fonctions dépendant du
temps. Dans ce cas nous avons également ’analogue de la remarque précédente.

Proposition 2.3.3 Soit X un processus d’Ité de la forme (2.8), si f € CH2(]0,T]x
R, R) est a dérivées bornées alors,

£ = 1050 + [ fs XgaX,+ 5 [ s Xosas+ [ g xds
(2.11)

2.4 Calcul d’Ito6 étendu

La partie de ce cours concernant les martingales étant réduite a la portion
congrue (absence de la notion de temps d’arrét), les résultats présentés dans
cette section vont étre admis et seront au besoin utilisés (lorsque que les condi-
tions d’intégrabilité des processus feront défaut). Nous renvoyons le lecteur a [3]
pour les démonstrations correspondantes qui par leur caractere technique ne sont
pas exactement dans I’esprit de ce cours.

Les résultats suivants ayant des applications financiéres intéressantes
sont a méditer.

La condition X € L2, (€ x [0,T]) imposée pour la construction de I'intégrale

stochastique sera par moment trop contraignante. Elle peut cependant étre re-
laxée de maniere substantielle.
On définit les ensembles suivants

T
HIZOC(Q x [0,T]) = {(Xt>te[0,T] prog mes;/ stds < ooP —p.s}
0

et
T
H}OC(Q x [0,T]) = {(Xt)te[o,T} prog mes;/ | Xs|ds < coP —p.s} )
0

Notons que de maniere évidente

Proposition 2.4.1 On peut étendre l'intégrale stochastique auz éléments de
HE (% [0,T)). Dans ce cas, le processus fot XdBs nest plus nécessairement
une martingale (en particulier E[fot XdBg) peut étre non nulle). Les propriétés
a), b) et c) de la proposition 2.2.2 sont cependant conservées.
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Remarque 2.4.1 Le manque d’intégrabilité de [intégrand va se traduire pour
nous par un manque de réqularité de lintégrale stochastique correspondante. Le
Processus f(f XdBy est cependant connu dans la littérature sous le nom de mar-
tingale locale (ce n'est certes pas une martingale mais on en est pas trés loin).

On va définir également les processus d’Itd généralisés.

Définition 2.4.1 Un processus d’It6 (généralisé) est un processus adapté et continu
sur [0, T] de la forme

t t
xgsz+/}gw+x/¢ﬂ38 (2.12)
0 0

ou ¢ € H2 . (2x[0,T)), v € HL.(2x[0,T]) et Xy est FE¥ mesurable. On adoptera
souvent la notation différentielle suivante

dX, = ds + ¢4dBs,.

Proposition 2.4.2 L’écriture (2.12) est unique au sens ot

Xi=Xo+ /t Ysds + /t ¢sdBs = X|, + /t Plds + /t ¢.dB, (2.13)
0 0 0 0
implique
Xo=XP—ps, v=¢"dr®@P —ps, ¢=¢ dr @ P—p.s.
Nous avons également ’analogue du corollaire 2.3.1,

Proposition 2.4.3 Si (X;) est une martingale de la forme 2.12 alors ) = 0 dx®
P —p.s.

La formule d’Ito possede elle aussi une extension dans ce nouveau cadre. Le fait
d’avoir affaiblit les conditions d’intégrabilité nous permet d’obtenir ’analogue de
2.10 pour des fonctions beaucoup moins régulieres.

Proposition 2.4.4 Soit X un processus d’It6 de la forme (2.12), si f € C*(R,R),
alors,

f(X,) = f(Xo) /f OdX + = /f” s )p2ds. (2.14)

/f $)dXs = /f wsds+/f s)PsdBs.

Si la fonction f dépend du temps, nous avons la proposition suivante :

ol
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Proposition 2.4.5 Soit X un processus d’It6 de la forme (2.12), si f € CH2)([0, T]x
R,R), alors,

F.50 = 1050 + [ 206, X0+ 5 [ ps. Xoskas+ [ ps X)as
(2.15)

Enfin, lorsque la fonction n’est définie que sur un ouvert © de R (par exemple
la fonction log) la formule d’Ito possede l'extension suivante :

Proposition 2.4.6 Soit X un processus d’Ité de la forme (2.12) vérifiant Vt €
0,T], X, €© P—p.s. S feC?O,R), alors,

f(Xy) = f(Xo) /f HdX+ = /f” s )p2ds. (2.16)

t/f JdX, = /J‘ %w+/f )6xdB..

Exercice 2.4.1 Soient X et Y deux processus d’Ité sur [0,T] de la forme

ou

t t
Xt = XO + / 1/}st + / gbsst
0 0

t t
Yi=Yo+ [ wids+ [ giab.
0 0

t t t
&n=&%+/ym&+/xmn+/@¢%- (2.17)
0 0 0

et

Montrer que

(Hint : on pourra appliquer la formule d’Ité a (X; + Y;)?, X2 et Y?2.)

2.5 Equations différentielles stochastiques (EDS)

2.5.1 Le cas du Brownien géométrique

On rappelle (def 1.3.1) qu’un mouvement Brownien géométrique de drift b et
de volatilité o ((b, o) € R?) est le processus continu (S;)iejo,r] défini par

S, = xoeb=20M)t+oB (2.18)
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On prendra ici g > 0 de sorte que V¢ € [0,7], X; > 0. En appliquant la formule
2.15 avec f(t,z) = zoe®" 20T of X, = B, = fot dBs, on obtient Vt € [0,T]

t t t
S = 0.5) = F0.50 + [ fis.B)as+ [ fis.B)aso+ 5 [ pitsBoas

et donc

1 t t 1 t
S = f(t,By) = xo+ (b— 502)/ Syds + 0/ S.dB, + 502/ S.ds.
0 0 0

En utilisant la notation différentielle le processus (S;) vérifie I'équation

dSt = bStdt + O'StdBt (219)

de condition initiale Sy = xg.

Cette équation, tres célebre en finance, est connue sous le nom d’équation de
Black et Scholes

Remarque 2.5.1 D’apreés la proposition 1.3.1, lorsque b = 0, le processus Sy est
une martingale. Ce type de processus porte alors le nom de martingale exponen-
tielle.

Concernant 1’équation 2.19, la proposition suivante assure I'unicité de la solu-
tion.

Proposition 2.5.1 Pour (b,0) € R?, il existe un unique (au sens de l'indistin-
guabilité) processus d’Ito (S) vérifiant

dSt = bStdt + O'StdBt
(avec Sy = xg). Ce processus est donné par 2.18.
Preuve : Soit (X;) vérifiant Xy = z¢ et dX; = bX;dt + 0 X;dB;. On pose

So 12
Zt _~0 e(—b+2cr Yt—o By

_ o -o)tto’ By

St

oo/ = —o et b’ = —b+0o?. Ainsi, par analogie avec le calcul effectué précédemment,

t ¢
Zy =1+ / Z,(b'ds +0'dB,) =1+ / Zy((=b+ c*)ds — 0dBy).
0 0

D’apres l'exercice 2.4.1, on déduit facilement que d(X;Z;) = 0. Ainsi, Vt €
[0, 77,
Xt = St P— p.p.

Le processus X; est donc une modification de 5;. Les deux processus étant conti-
nus ils sont indistinguables. O
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2.5.2 Le cas général

Nous renvoyons le lecteur & (par ordre croissant de difficulté) [6], [8] et [9] pour
de plus amples détails concernant ce sujet.

On considere les équations de la forme générale suivante :
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt (220)
de condition initiale (C.I) X, = Z.
On définit en premier lieu la notion de solution d’une telle équation :

Définition 2.5.1 On se donne b: R, xR - R, 0 : Ry xR — R et Z FP
mesurable. Trouver une solution a l’équation 2.20, revient a trouver un processus
(Xt)te,r) continu et adapté vérifiant :

a) Vt € [0,T], les intégrales fg b(s, Xs)ds et fga(s,Xs)st ont un sens i.e
(J(t’Xt))tE[OaT] < H?OC(Q X [O’T]) et (b(t,Xt))te[QT] € Hlloc(Q X [07T])

b) (Xi)eepo,m vérifie 2.20.

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes de type lipschitz sur les
fonctions b et o pour obtenir 'existence et I'unicité d’une solution pour 1’équation
2.20. Comme pour les équations différentielles ordinaires (EDO) elles ne sont pas
nécessaires (voir [9]).

Théoreme 2.5.1 Soient b et o deuz fonctions continues vérifiant AK > 0 avec
a) |b(t, ) = b(t,y)| + |o(t, ) — o(t, y)| < K|z —y|
b) b(t, 2)] + |o(t, 2)] < K(1+ |a).
Si B[Z%] < oo, Uéquation 2.20 admet une unique solution (X;)iepor] (au sens

de lindistinguabilité). Cette solution vérifie de plus la condition d’intégrabilité
susvante :

E[ sup | X;|*] < o0.
0<t<T

Idée de la preuve : Comme souvent lorsque nous avons affaire a des équations
différentielles (ordinaires ou stochastiques) la preuve de I'existence fait intervenir
un argument de point fixe et celle de 'unicité un argument de type lemme de
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Gronwall.
Etape 1 : On travaille sur le bon espace : S

On définit I'espace complet suivant :

S = {(Xt)tepo,r; (Xi)eo,r] processus C? et adapté tel que B[ sup |X,|?] < oo }
0<t<T

équipé de la norme définie par

1
IX1ls = B[ sup | X|*)2
0<t<T

Etape 2 : On applique le théoreme de point fixe de Picard pour T
petit

Soit F' 'application qui a un processus (X;):c[o,7] associe le processus (F'(X)¢)sejo1]
défini par

t t
F(X),=2Z +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs.
0 0

A) F est bien définie

D’apres la condition b), lorsque (X):c011 € S, les processus o(t, Xy))iejor) €t
(b(t, X4))tejo,r sont dans L2, (2% [0, TT). (Notons qu’alors le processus fot o(s, Xs)dBs
est une martingale de carré intégrable).

B) F(S§)c S

Comme (u + v)? < 2(u? + v?),

t t

[F(X)e=F(0),* < 2( sup | [ (b(s, X)=b(s,0))ds[*+ sup | | (o(s, Xs)=0(s,0))dBs|*)

o<t<T Jo o<t<T Jo

or d’apres a)

t

E[sup | [ (b(s,X,) —b(s,0))ds|?] < K*T?E] sup | X,|*]

o<t<T Jo 0<t<T
et d’apres 2.4 et a)

t

E[sup | [ (0(s,Xs) —0(s,0))dB,|?] < 4K*TE[ sup |X,|?].

o<t<T Jo 0<t<T
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Ainsi

IF(X) |ls < V2(K?T? + 4K2T)|| X ||s + || F(0) s
De plus, en remarquant que (a + b+ ¢)? < 3(a? + b* + ¢?),
t t
PO <32+ sup | [ (s, 0)ds+ sup | [ o(s.0)dB.I?)

0<t<T Jo 0<t<T Jo

et donc d’apres b) et 2.4

|F(0) ||ls < 3(E[Z%] + K°T? + 4K*T) < 00

ce qui entraine le résultat car |F(X)||s < oo donc X € S.

C) Par un calcul en tout point analogue a celui mené au B),

IF(X) = F(Y)|ls < V2(K2T? + 4K2T)| X = Y[s,

Papplication F' est donc lipschitzienne de rapport \/ 2(K?T? +4K?T). Pour T
suffisamment petit ¢’est méme une contraction stricte!!!

D) Pour T = Ty petit, F' admet donc un unique point fixe dans S, ce point
fixe est une solution de 2.20 sur [0,7}]. La solution de 2.20 sur [0,75] est donc
unique si on se restreint a S.

Etape 3 : Unicité de la solution de 2.20 sur [0, 7p]

On passe de l'unicité sur & a 'unicité en général (sur [0, 7p]) en utilisant un
argument que nous admettrons (cf [5] pour une preuve de cette étape utilisant la
notion de temps d’arrét et le lemme de Gronwall).

Etape 4 : Passage du local au global

On passe de l'existence et de I'unicité sur [0, Ty a celles sur [0, 7] en travaillant
successivement sur [0, Ty, [Ty, 270],.... et en recollant les résultats.

2.5.3 Propriété de Markov des solutions

On note dans ce paragraphe (X5%),s, la solution de 1’équation (2.20) qui part
de x a l'instant ¢ soit

Xt =g / b(u, X, )du + / o(u, X;")dB,.
t t
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Les résultats suivants bien que donnés sans démonstration (voir par exemple ? 7 ?7)
sont extrémement importants et permettent dans certains cas un calcul relative-
ment simple des espérances conditionnelles associées aux solutions d'une EDS.

Proposition 2.5.2 Sous les conditions du théoréeme 2.5.1 si s > t,

X0 = XtX ppp. (2.21)

Proposition 2.5.3 Sous les conditions du théoréme 2.5.1, la solution de (2.20)
est un processus de Markov au sens ou pour toute fonction borélienne bornée
fTR—=R,sit>s,

Ef(X)|FE) = 8(X.) Ppp. (2.22)
ou ®(x) = E[f(X[")]. De plus, si les coefficients b et o ne dépendent pas de t
(on dit alors que ’équation est homogeéne)

E[f(X:)|F] = ¥(X,) Pp.p. (2.23)
ot W(x) = E[f(X{5)].

2.5.4 Comment simuler une EDS (un premier pas)

De nombreuses EDS ne peuvent se résoudre explicitement. C’est pourquoi il
est parfois commode de disposer de méthodes numériques d’approximation. Nous
présentons ici brievement la méthode la plus simple qui est un schéma d’approxi-
mation a I’ordre 1. Notons que les méthodes pour les EDS sont directement issues
de celles utilisées pour les EDO (voir [1], [4] et [2]).

Schéma d’Euler aléatoire

On se limite ici au cas homogene en considérant la solution (Xi)icpm de
I’équation
dXt == b(Xt>dt + O'(Xt)dBt
avec (C.I) Xy = x.

On considere la subdivision d’ordre N € N* de l'intervalle [0,7] et on pose
Vi € {0,..,N}, t = 2. La méthode d’Euler consiste & considérer le schéma
réccursif suivant, Vi € {1,..., N},

T
XN(E) = XN(EL) +0(X T (L) 5 o (XN (L)) (B — Byy) - (2.24)
avec XV (0) = =z, défini aux points de la forme ¢¥. On note X le processus
sur [0,7] qui est U'interpolation linéaire par morceaux des points de la forme
(N, XN (tN)). On peut montrer (cf [2]) le résultat suivant :
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Proposition 2.5.4 Dans les conditions du théoréeme 2.5.2,

T
El sup (X} = X)*) < K—
t€[0,T N

ot K ne dépend que de T.

D’un point de vue algorithmique, la formule (2.24) est tres pratique car elle
nécessite uniquement de simuler un échantillon (g;) de la loi N (0,1) et de subsi-

T N
tuer |/ 59i & By — Byy .
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Chapitre 3

Deux résultats importants

Dans toute cette partie (By)cjo,r) est un M.B standard défini sur un espace de
probabilité (2, A, P). Cette espace de probabilité est de plus équipé de la filtra-
tion naturelle du M.B (.7-" )te[o 77- On notera I I'espérance sous P.

3.1 Théoréeme de Girsanov

Rappel : Nous avons démontré (ex 0.6.1) que si une variable aléatoire X suit,
sous une probabilité P, une N'(m, c?) alors, sous la probabilité Q) (équivalente &
P) ayant pour densité par rapport a P

>
N}

m

L=¢ o2e 27, (3.1)

N

X suit une N(0,0?).

Le but est de proposer une version dynamique de ce résultat dans le cas de
certains processus gaussiens, notamment le mouvement Brownien. Nous allons
examiner dans un premier temps un cas élémentaire.

Soit m € R, on considere le processus (Bt)te[O,T] défini par

B, = B, + mt. (3.2)

On peut montrer tres simplement que (Bt)te[o 71 est un mouvement Brownien sous
la probabilité P si et seulement si m = 0. Le but est de trouver une probabilité
Q sous laquelle (Bt)te[o 7] est un mouvement Brownien standard. Comme Bt suit
une N (mt,t), par analogie avec (3.1) on pose

'm2t

_mB, ™t — _m7t
Ly =e MPe’s =e B (3.3)

7
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On a alors

a) at fixé, B, suit sous la probabilité @Q; de densité L, par rapport & P une
N(0,1),

b) le processus (L;)cjo,r) est une martingale sous P.

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 3.1.1 Soit m € R. Sous la probabilité (Q définie par

(Bt)tcppom est un mouvement Brownien standard.
Nous aurons besoin du petit lemme suivant dans la démonstration.

Lemme 3.1.1 Un processus (Mt)te[o,T] est une martingale sous (Q ssi le processus
(L¢My)icpom est une martingale sous P.

Preuve du lemme : Remarquons tout d’abord que si Z est FZ mesurable et
bornée,

EolZ) = E[L,Z).

Sit>setsiY est FZ mesurable et bornée,

Eq[M;Y] = E[LyM,Y] = E[E[Ly M| F )Y = E[E[E[Ly M| F]| F7]Y]

ainsi
L 1
Bo[MY) = E[E[LM|FP)Y) = B[Z* (LM FP)Y) = Bl = ELAM|FP)Y].
Donc

1
EqQ[M,|FP] = I (L M| FP).O

Preuve de la proposition : Tout d’abord on montre (exo) que L;B; est
une P martingale continue de carré intégrable nulle en zéro. Ensuite, d’apres la

~ 2
proposition 1.3.2, il suffit de montrer, V6 € R, que le processus efBr=5" st une
~ 2
Q martingale i.e d’apres le lemme que LyefBr=%" = em+0)Bi—3(m+0)% oot ype P

martingale ce qui est connu.O
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Nous voyons que le processus (L;)ico,r) joue ici un role fondamental. Il est
appellé dans la littérature une martingale exponentielle. Plus généralement, si
(01)te0,1) € Hie(€2 % [0,T7), on note

L, =e" Jo 0sdBs—3 [5 03ds (3.4)
et on voit d’apres la formule d’Ito que dL; = —L,0,dB;.

Exercice 3.1.1 1) Montrer que (Li)icor est une surmartingale positive.
2) Montrer que (Ly)icor est une martingale ssi E[Lp] = 1.

On a alors la généralisation suivante de la proposition 3.1.1. (cf [1])

Théoréme 3.1.1 (Girsanov) Soit (0;)cpo,r) € Hioe(2x[0,T7]) tel que le processus
(Lt)tepo,m défini par
L, = ¢ Jo0sdBs—3 J3 02ds (3.5)

soit une martingale sous P. Sous la probabilité () définie par

d T T
Q — o~ Jo 0sdBs—3 [y Hgds’
dP

le processus (Bt)te[o,T} vérifiant Bt = B, + fg 0.,ds est un mouvement Brownien
standard.

La proposition suivante (cf [1]) nous donne une condition d’intégrabilité pour
Iemploi du théoreme précédent. Elle donne en effet un critére permettant de
vérifier que (Liby)iejor) € L2,,,(2% [0, T]) ce qui est suffisant car dL, = —L,0,dB,.

prog

Proposition 3.1.2 Le processus (Ly)icpo,r) défini par (3.5) est une martingale si

E[e%fgegds] < 0.

3.2 Théoreme de représentation des martingales
Browniennes

2
prog

( fot 0sdBs)tcjo,r) est une martingale (par rapport a la tribu Brownienne) continue
et de carré intégrable. Le but de cette partie est de montrer qu’en fait toutes les
martingales (par rapport a la tribu Brownienne) continues et de carré intégrable
sont de la forme précédente.

Nous savons que lorsque (0;)icpor) € L0, (€2 X [0,77) I'intégrale stochastique
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Exemple 3.2.1 Nous savons que les processus ((By)* —t)iejor) et (7P %) iy
(0 € R) sont des (FP), .y martingales. On a de plus (exemple 1.3.1)

tef0,T
t
Bf—t:Q/ B,dB,
0
et d’apres la Formule d’Ito,

t
_p2t _p2s
eﬁBt 0°3 :0/ 693é 0 2dBS.
0

Nous aurons besoin du lemme technique suivant :

Lemme 3.2.1 L’espace vectoriel V des variables aléatoires de la forme

eJo he)dBa=3 Ji" his)*ds (3.6)
ou h € L*([0,T),dz) est dense dans L*(Q2, FE, P).

Preuve : Soit Y € V*, il faut montrer que Y = 0. Pour (A, ..., \,) € R? et
0<t <..<t,<T, (3.6) entraine

E[Y€A1Bt1+.-.+>\p3tp] =0.
Ainsi, la mesure définie VA € B(RP) par
:u(A) = E[Y]-A(Bt17 ey Btp)]

a une transformée de Laplace qui est nulle : elle est donc nulle. Donc, VG €
U(Bt1; cany Btp),
E[Y1g] = 0.

Par un argument classique de classe monotone (voir???), on montre que VG €
FE
E[Y1s] = 0.

Ainsi, Y = 0.0

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de représentation d’Ité) Soit F € L*(Q, FE P),

alors il existe un unique (0)ecpo,r) € L0 ( x [0,T1) tel que

F:ﬂﬂ+/%ﬂ&. (3.7)
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Preuve : Etape 1 : Casou F € V

Si F' est de la forme (3.6) on a E[F] =1 et la formule d’Itd nous assure que

T
Fets [ girom i g,
0

~~

Lh

u

De plus (h(t)L})icjor) € L?,,(S2 x [0,T]) car

prog

T T T
E { / (h@)Lﬁ)?du] = / elo POt p2() gt < eJo h2 Wt / R2(t)dt < oo
0 0 0

ainsi par isométrie,

E =F {/OT(h(u)LZ)Qdu} :

( /O ' h(u)LZdBu) 2

La propriété (3.7) est donc vrai pour toutes les variables de la forme (3.6)
et méme (par linéarité) pour toutes les combinaisons linéaires de variables de la
forme (3.6).

Etape 2 : Cas général

Dans le cas général, si I € L*(Q, FE, P), il existe (lemme 3.2.1) une suite
(Fy)nen de combinaisons linéaires de variables aléatoires de la forme (3.6) qui

converge vers I dans L?(Q2, FZ, P). D’apres 1'étape précédente il existe une suite
(6™) € L2, (Q x [0,T]) telle que

prog
T
F, = E[F,] + / 0"dB,.
0

On veut alors légitimer le passage a la limite dans la formule précédente. En
utilisant les propriétés d’isométrie de 'intégrale stochastique on montre successi-
vement que

a) La suite (6")nen est de Cauchy dans L2, (€ x [0,7]) et donc (théoreme
0.5.2) converge vers 6 € L%, (Q x [0,T7]).

prog
. . T on T
b) F = lim F, = lim (E[Fn} + o dBS> — E[F]+ [ 0.dB,.

¢) La représentation ci-dessus est unique dans L2, (€ x [0,77]).0
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Théoréme 3.2.2 (Théoréme de représentation des martingales Browniennes)
Soit (My)ieo,r) une martingale (par rapport a la tribu Brownienne) continue et

de carré intégrable, alors, il existe un unique (0;)icjor) € L3,0,(Q x [0,T]) tel que

t
M, = E[My) + / 0,dB,. (3.8)
0
Preuve : My € L*(Q, F£, P), donc il existe un unique (6;)iejo) € L?,,,(S2 X

prog
[0,T7) tel que
T
My = E[My)] +/ 0,dB,.
—— 0

E[Mo]

De plus, d’apres (2.6)

T t
M, = E[My|FP| = E[M,] + E[/ 0,dB,|FFP] = E[M,] +/ 0,dB,.00
0 0

Remarque 3.2.1 La preuve ci-dessus est un résultat d’existence théorique. Néanmoins,
en utilisant les techniques du Calcul de Malliavin (voir [2]), on peut dans certains
cas trouver la forme explicite du processus qui intervient dans la représentation.
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Chapitre 4

Applications a la finance (cadre
général)

4.1 Petite introduction

4.1.1 Un peu d’histoire

Jusque dans les années 70, la pratique concrete et quotidienne des opérateurs
en bourse et des agents de change nécessitait tres peu de mathématiques. Il
s’agissait principalement des techniques traditionnelles d’actuariat. Au vue des
moyens techniques relativement lourds que nous avons exposés dans les chapitres
précédents et que nous allons appliquer a des problématiques financieres, une
question naturelle se pose : Comment en est on arrivé la? Pourquoi ce besoin si
conséquent (et si récent) de mathématiques ?

L’explication fondamentale est I’explosion des marchés financiers dérivés (no-
tamment des marchés d’option). Ces marchés répondent historiquement a une
problématique tres concrete de gestion des risques. Un exemple majeur est la
création en Hollande au XVII eme siecle d’'un marché de la tulipe d'un type
nouveau. Traditionnellement, ce qu’on appelle un marché financier est un lieu
physique ou se joue la loi de l'offre et de la demande : concilier de maniere pa-
cifique, les intéréts apparemment contradictoires entre vendeurs et acheteurs en
proposant un juste prix. En Hollande, de nouvelles techniques d’appréhension
de l'incertitude vont étre mises en place : voulant se prémunir contre les aléas
climatiques qui impliquaient des variations de production et donc de revenu,
les producteurs et les acheteurs de bulbes de tulipe eurent 1'idée innovante de
mettre en place des instruments financiers (les options) qui donnaient le droit de
fixer a Iavance le prix des transactions futures en échange du versement d’une
prime de départ. L’expérience fut de courte durée, lors d’un hiver tres clément,
le cours du bulbe s’effondra, les producteurs exercerent en masse leurs options et

85
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les négociants ne purent faire face.

Question : Comment fixer le montant de la prime d’un tel produit financier
(PRICING) et comment utiliser cette prime de maniére rationnelle pour pouvoir
mener le contrat a terme indépendamment des scénari possibles HEDGING) 7

L’explosion récente de ce type de marchés, dans les années 70 aux Etats-Unis
(Chicago Board of Options Exchange en 1973) et dans les années 80 en Europe
(Marché d’Options Négociables de Paris en 1987) peut étre attribuée a plusieurs
causes. Il est cependant incontestable que cette pratique ait pu se développer en
raison de la création de nouveaux outils de gestion des risques liés a certaines
propriétés de 'intégrale stochastique. Ceci valut a Black, Scholes et Merton (voir
2] et [7]) leur prix Nobel (obtenu en 1997 pour leurs travaux datant de 1973) et
provoqua un profond bouleversement conceptuel.

4.1.2 De l’intégrale stochastique ?

On se place ici volontairement dans un cadre tres simple qui se veut éclairant
sur le role naturel joué par l'intégrale stochastique. On omet notamment les
problemes d’actualisation.

On se place sur un intervalle de temps [0, 7] et on se donne une subdivision
0=t <..t, =T de cet intervalle. On considere (c’est en fait le modele de Bache-
lier voir [1]) que le cours (c’est a dire le prix) d’un actif financier a ¢t € {¢y,...,t,}
est donné par B;. On considere un trader (un intervenant spécifique du marché
qui a le droit de vendre et d’acheter cet actif) qui met en place la stratégie sui-
vante : pour f € L*([0,T],dz), Vi € {1,....n — 1}

a) Il achete f(t;) actifs a t; (au prix By,)
b) Il les revend a ;41 (au prix By,,,)

c) Il réalise sur la période [t;,t;41] le bénéfice f(t;)(B; By.).

i+l i

Sur [0, 7] le bénéfice est donc donné par

n—1

Z f(ti>(Bti+1 - Bti)'

=1

Si le trading s’opere en temps continu, le bénéfice devient

[ s,
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Ceci se généralise (sans mal et par le méme raisonnement) au cas ou le cours de
actif est donné par un processus d’Ito régulier (S;):cp,r et au cas ot la fonction
f est une fonction aléatoire (un processus) non anticipante (c’est a dire prog-mes
par rapport a la tribu Brownienne) symbolisant une prise de décision.

Continuons l'investigation : considérons un produit financier quelconque dont
la valeur a T' notée P(T) est de la forme

P(T) =k + /T F(1)dS.. (4.1)

On peut montrer que si le marché vérifie une hypothese naturelle (I'hypothese
d’absence d’opportunité d’arbitrage, cf infra) le prix a payer a t = 0 pour dispo-
ser de ce produit financier est k. De la méme maniére, si je suis vendeur de ce
produit financier, en disposant a ¢ = 0 du montant k et en mettant en place la
stratégie de positionnement donnée par f, je suis capable de livrer le produit a
T indépendamment des aléas du cours.

Dans le cas bien précis ou P(T) est de la forme 4.1, on répond aux
problemes du Pricing et du Hedging. Dans le cas ou cette hypothese
est vérifiée pour tous les produits financiers (on dit alors que le marché
est complet), la question initiale est entiérement résolue!!!

Notons pour conclure que le théoreme de représentation des martingales Brow-
niennes vu au chapitre précédent est le résultat théorique fondamental qui assu-
rera la complétude des marchés que nous considérerons. C’est un des secrets des
mathématiques qui se cachent derriere les produit dérivés.

4.1.3 Le calcul stochastique : une nouvelle main invisible ?

Au vue des quelques considérations évoquées ci-dessus (lien profond entre
des mathématiques puissantes, belles et certaines problématiques financieres tres
concretes) la célebre main invisible d’Adam Smith (machine parfaite a fabriquer
un juste prix) semble avoir perdu un peu de son mystere. Pour finir cette partie
une anecdote a méditer, propice a la modestie :

En 1997 Black, Scholes et Merton recoivent le prix Nobel d’économie pour leur
approche novatrice des produits dérivés, un an plus tard leur fond d’investisse-
ment “Long Term Capital Management” fait faillite...([3])
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4.2 Modélisation d’un marché financier en temps
continu

On se place sur une période de temps [0,7] (T est appelée I’échéance) et sur
un espace €2 qui représente toutes les configurations macro-économiques possibles
durant cet intervalle. L’espace 2 est équipé d’une tribu A qui est la structure
d’information totale et d’une probabilité P appelée probabilité historique. Notons
que I'information nécessaire a la connaissance parfaite de A et P est en pratique
inaccessible.

4.2.1 Les actifs présents sur le marché

On se place dans le cadre le plus élémentaire d’un marché constitué d’un actif
sans risque et d'un actif risqué.

L’actif sans risque : On suppose qu’est disponible sur la période [0,7] un
taux d’intérét continu r > 0 (supposé, pour simplifier, constant) correspondant
par exemple au taux proposé par la banque de France sur cette période. Ainsi,
si SP représente la valeur capitalisé d'un euro (placé a t = 0), on a, Vt € [0, 7],
SY = e, Cet actif est dit sans risque car sa valeur est indépendante de tout aléa.

Lorsque (X¢):ejo,r] est un processus, on note (Xt)te[QT] le processus actualisé
i.e Xt = %

L’actif risqué : Il s’agira essentiellement pour nous d’une action (part du ca-
pital d’une entreprise) cotée sur un marché organisé. Cet actif est dit risqué car,
contrairement au précédent, sa dynamique dépend des aléas macro-économiques.
On notera V¢ € [0,T1], Sy la valeur (aléatoire) de cette action a t. Ainsi (St)scjo,]
est un processus stochastique qui est adapté a sa filtration naturelle (F}):cjo1)
(Ft = o(Sy;u < T)) et que nous supposerons continu. La tribu F; représente
I'information disponible sur le marché a la date t.

HYP : Le cours de Dlactif risqué est donné par un processus d’Ito
(généralisé o non) dont la valeur en 0 est une constante!

Remarque 4.2.1 Sous l’hypothése précédente, une V.A Fo mesurable est une
constante.

4.2.2 Stratégies financieres

HYP : on suppose le marché sans frictions
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i) Pas de cofits de transaction pour la vente ou ’achat d’actifs
ii) Vente a découvert et emprunt a la banque illimités

iii) Actifs indéfiniment divisibles : on peut acheter ou vendre des
fractions d’actifs

iv) Trading en temps continu : on peut acheter ou vendre a tout
instant.

v) L’actif risqué ne reverse pas de dividendes.

Définition 4.2.1 Une stratégie financiére est un processus stochastique (H; =
(67, 64)icio,)) progressivement mesurable, a valeurs dans R* et tel que les intégrales

T T
/ 09dS°® et / 0,dS,
0 0

atent un sens. On associe a toute stratégie financiére un portefeuille financier
contenant a t € [0,T] 07 unités d’actif sans risque et 0; unités d’actif risqué. La
valeur a t € [0, T] du portefeuille associé a une stratégie H est donnée par

VH =0°8? +6,8,. (4.2)

Remarque 4.2.2 a) Le fait que le processus (Hy)ejo,r) soit progressivement me-
surable est trés naturel : la prise de décision en t ne peut se faire qu’avec la
connaissance de linformation disponible a t i.e JF;.

b) Le faite que (Hy)eo soit indexé par [0, T et a valeur R* est une conséquence
de i1), ii1) et ).

c¢) Lexpression (4.2) est une conséquence de i) et v).

4.2.3 Autofinancement

Définition 4.2.2 Une stratégie (Hy)icjor est dite autofinancée si la valeur du
portefeuille associé vérifie I’EDS suivante :

dVH = 0%dS? + 0,dS,. (4.3)
Remarque 4.2.3 Sur un intervalle de temps [t,t + dt], (4.3) implique que

t+dt t—+dt
Vi, -V = / 0°dS? + / 0,dS,, :
t t

les changements de valeur du portefeuille proviennent uniquement des changement
de valeur des actifs. Il n’y a ni retrait ni injection de cash entre 0 et T'. Une
stratégie autofinancée est donc une stratégie ou la seule marge de manoeuvre est
de pouvoir réagencer les actifs en permanence.
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Lemme 4.2.1 Soient (Hy;)icpr) et (H{)cpr) deux stratégies autofinancées telles
que Yt € [0, T,
VI =V Ppp

alors H et H' sont égales (au sens de l'indistiguabilité).

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la condition d’autofinancement
(4.3) et de la proposition 2.4.2.0

Proposition 4.2.1 Une stratégie est autofinancée ssi

Preuve : On suppose que (H,)ep,r] est autofinancée i.e dV,"" = 6)dSP +6,dS,.
H

Comme V# = Yo avec d(e) = —re "tdt, en appliquant la formule d’IPP (2.17)

er

AVH = et dVH —VHre Tt dt = e70%d S + e70,d S, — 0°S0re "t dt — 6,S,re " dt
ainsi,

dVH = e70,dS, — 0,Syre " dt = 0,(e”"dS, — Syre”"tdt) = 6,dS,.
La réciproque se fait par un raisonnement en tout point analogue.

Remarque 4.2.4 La proposition précédente nous assure que la valeur d’une
stratégie autofinancée ne dépend que de sa valeur initiale et de la quantité d’actif
risqué. La quantité d’actif sans risque se déduisant de la relation d’autofinance-
ment

On notera désormais V= (x étant le capital initial) pour V.

4.2.4 Arbitrages

Définition 4.2.3 Une stratégie autofinancée (Hy)icjo1) est appelée une opportu-
nité d’arbitrage (0.A) si les conditions suivantes sont vérifiées

Vi =0, Vi >0 Pppet PVH >0)>0. (4.6)

En d’autres termes, il y a une possibilité de gain certain en T en ayant invest:
aucun capital en t = 0.

Remarque 4.2.5 La notion d’O.A dépend du choiz de la probabilité historique
P. Cependant si P* est une probabilité équivalente a P, on peut remplacer P par
P* dans la définition précédente.



4.2. MODELISATION D’UN MARCHE FINANCIER EN TEMPS CONTINU91

Exemple 4.2.1 Si lactif risqué est coté a deux prix différents dans deux bourses
différentes, une opportunité d’arbitrage triviale eziste (les couts de transaction
sont exclus). De telles anomalies ne devraient pas exister sur un marché financier
qui fonctionne bien.

Il existe sur le marché des opérateurs, les arbitragistes, chargés de
détecter et de profiter des O.A. Par la loi de l'offre et de la demande,
leur simple présence fait que les O.A sont éphémeres. En modélisation
financiere classique on supposera toujours ’absence d’opportunités
d’arbitrage (A.0O.A) tout du moins pour une large famille (a préciser)
de stratégies autofinancées (appelées les stratégies admissibles).

4.2.5 Mesures martingales équivalentes (MME)
Définition 4.2.4 Une MME est une probabilité P* équivalente a P sous laquelle

le priz actualisé (gt>te[0,T] de lactif risqué est une martingale.

Il existe un lien profond entre I'existence de MME et I’hypothese d’AOA. Nous
ne rentrerons pas dans le détail de cet problématique dans ce cours (voir [4]), ce-
pendant, nous avons le résultat suivant.

Supposons 'existence d’'une MME P*.

Définition 4.2.5 Une stratégie (H;)icpor) est dite P* admissible si elle est au-
tofinancée et si sa valeur actualisée (V1) est une martingale sous P*.

Proposition 4.2.2 [l y a AOA parmi les stratégies P* admissibles.

Preuve : D’apres la remarque 4.2.5, on considere P = P* dans la définition
4.2.3. Soit H une stratégie P* admissibles telle que VA >0 P* ppet PH(VH >
0) > 0. Comme V! = E[Vi|F] = E[V}], Vi > 0 et H ne peut étre une OA.O

Exercice 4.2.1 Montrer que si les valeurs des portefeuilles associés a deux stratégies
P* admissibles coincident (P-p.p) a T, elles coincident (P-p.p) pour tout t €
[0,7].

4.2.6 Les actifs contingents

Définition 4.2.6 Un actif contingent est un actif financier dépendant d’une
variable plus fondamentale (pour nous lactif risqué). Il s’agira dans le cadre
de ce cours d’une V.A Fr mesurable (vérifiant certaines conditions techniques
d’intégrabilité).
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Exemple 4.2.2 [l existe de nombreuz actifs contingents. Une famille importante
est constituée de ce que l'on appelle les options (de vente ot d’achat). Le but de
ce cours n'est pas de détailler ce type d’actifs et nous renvoyons le lecteur a [5]
pour plus de précisions. Nous donnerons 2 définitions :

a) Un Call europeén d’échéance T, de strike K sur 'actif risqué est un pro-
duit financier donnant le droit (et non l’obligation) a son détenteur d’acheter en
T une (ou plusieurs) unité d’actif risqué au priz K qui a été fixré ent = 0. La
valeur en T de ce produit (i.e a [’échéance lorsqu’il n’y a plus d’aléas) est égale a
Maz (St — K,0) := (Sp — K)4 (c’est le flur financier engendré par ce produit a
l’échéance, flux qui est aussi appelé payoff ).

a) Un Put europeén d’échéance T', de strike K sur lactif risqué est un pro-
duit financier donnant le droit (et non l’obligation) a son détenteur de vendre en
T une (ou plusieurs) unité d’actif risqué au priz K qui a été fixré ent = 0. Le

payoff est dans ce cas égal a Max(K — Sr,0) := (K — Sr)4.

Ces deuz types de produit donnant des droits a leur détenteur, ils ont un priz
(appelé la prime) qui doit étre versé a t = 0.

4.3 Plan d’attaque et objectifs
Etape 1 : Définir la dynamique de ’actif risqué.
On a affaire ici a une double contrainte :
1) Le modele doit étre suffisamment fin pour rendre compte de la réalité.
2) Le modele doit étre suffisamment simple pour étre opérationnel (cf infra).
Etape 2 : Etudier les propriétés du modele.
Vérifie t-il notamment la condition d’AOA ?

Etape 3 : Proposer un prix pour une large famille d’actifs financier
(PRICING).

Ce prix doit de plus étre calculable en pratique :

a) Soit en obtenant une formule fermée dont on connait tous les parametres
(au moins de maniere statistique).
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b) Soit en obtenant des formules théoriques qui peuvent étre approchées par des
méthodes numériques efficaces (discrétisation, méthodes de type Monte Carlo).

Etape 4 : Proposer des stratégies financiéres permettant de se cou-
vrir (au moins en partie) contre le risque (HEDGING).

Une fois que le prix d’un contrat financier a été fixé, que faire de la prime pour
assurer la livraison de ce produit indépendamment de 1’aléa des cours?

Etape 5 : (Enfin et surtout....) Confronter le modéle a la réalité.

1) Réalité des marchés

De nombreux produits financiers élémentaires sont cotés sur des marchés par-
ticuliers : Les marchés dérivés. C’est le cas notamment de certains Call et Put

Européens. Il convient alors de

a) Confronter les prix déduits du modele aux prix du marché en calibrant si
possible les parametres inconnus grace aux données réelles.

b) Proposer ensuite des méthodes pour les produits non cotés qui s’échangent
notamment sur les marchés de gré a gré.

2) Réalité des modeles

Il convient enfin de soumettre son modele a la comparaison des autres modeles,
quelques criteres peuvent étre :

a) La précision

b) Le temps de calcul

c¢) Le champs d’application

Il est bon de garder en téte que les banques ont sous la main des
modeles qui fonctionnent depuis longtemps et qui ont fait leurs preuves.
Le basculement vers d’autres techniques de modélisation a un cotut fi-

nancier (apprentissage, implémentation) qui doit étre largement com-
pensé par la pertinence du nouvel outil proposé...
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Chapitre 5

Modele de Black et Scholes

5.1 Le modele

5.1.1 Dynamique de P’actif risqué

Dans le modele de Black et Scholes ([2]), la dynamique de l'actif risqué est
donnée par ’'EDS suivante

dSt = bStdt + O'StdBt (51)

de condition initiale Sy = xy > 0. Nous avons vu (prop 2.5.1) que cette EDS a
une unique solution donnée par le Brownien géométrique

S, = zoelt=2o ) B, (5.2)

Remarque 5.1.1 Il est trés facile de déduire de la formulation précédente que
la filtration d’information associée dans ce cas n’est autre que la filtration Brow-
nienne.

Notons de plus que ce processus est positif et dépend a priori de deux pa-
rametres b et o respectivement appelés la tendance et la volatilite (plus généralement
la volatilité est le rapport << J; ’O‘ngt dzlel/ilcft{;mwn)' La terminologie s’explique par
le fait que o mesure la sensibilité a 1’aléa i.e au risque, alors que la relation
E[S;] = xpe” nous indique, qu'en moyenne, l'actif croit comme un actif sans

risque associé au taux constant b.

Remarque 5.1.2 I est tout a fait naturel de se poser la question du choix de
(5.2) pour modéliser le cours d’un actif. Pour aboutir a cette dynamique, Black
et Scholes ont fait les hypotheses financiéres suivantes :

1) Continuité des trajectoires.

2) Stationnarité des rendements : la loi de St%f_st ne dépend que de h.

97
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3) Indépendance des rendements : St%t—stj_fts.
On sait (lemme 1.1.1 en posant X; = log(St)) que ces hypothéses conduisent a
une dynamique de type (5.2).

De plus, on peut montrer que cette dynamique est celle que l’on obtient na-
turellement en passant a la limite dans un célebre modéle en temps discret : Le
modele de Coz, Ross et Rubinstein ([4]).

Nous verrons cependant un peu plus loin les limites de ce choix.

5.1.2 Existence d’une MME

Proposition 5.1.1 Dans le modéle de Black and Scholes il existe une MME (def
42.4).

Preuve : Comme dS; = bS;dt + 0S;dB;, on obtient en appliquant la formule
d’L.P.P (exercice 2.4.1) que

dS; = S,(b — r)dt + 0S,dB, (5.3)

et en posant W; = B; + bory.

o

dgt = Ugtth. (54)

D’apres le théoreme de Girsanov (prop 3.1.1), (Wy)ico,r) est sous la probabilité
Fj définie par

b (b2m)2r

T
o

)BT€+

dP; = ¢! dP (5.5)

un mouvement Brownien standard. Ainsi (prop 2.5.1), comme

2
&g & _oWy—2t
St—Soe T

le processus (St)sefo,r] est une martingale sous Py (prop 1.3.1).0

Remarque 5.1.3 La probabilité P} est une MME aussi appelée parfois une pro-
babilité risque neutre. L’explication de cette terminologie est le suivante, sous Fj,

dSt = TStdt + O'SthVt

ou W est un M.B standard. Ainsi, sous la probabilité P}, S; croit en moyenne
comme actif sans risque.

Notons de plus que FP = FV, vt € [0,T).
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5.2 Les stratégies financieres P* admissibles

On se fixe ici une MME P*. On notera E*[.] 'espérance sous P* par opposi-
tion avec E[.] qui est 'espérance sous la probabilité historique P.

5.2.1 Définition

Pour des raisons techniques nous travaillerons désormais avec des stratégies
autofinancées bien particulieres (et suffisamment générales) : les stratégies P*
admissibles.

Définition 5.2.1 Dans le cas du modéle de Black Scholes, une stratégie H est
dite P* admissible si elle est autofinancée et si le processus de valeur actualisée
(‘/;mﬂ)te[()ﬂ"] est une martingale positive de carré intégrable (sous P*).

Remarque 5.2.1 Dans la définition d’une stratégie financiere (def 4.2.1) est
imposée existence des intégrales

T T T T T
/ Q?dS? = / Qgrertdt et / Qtdst = / QtStbdt ‘l— / O‘QtStdBt.
0 0 0 0 0

Si on impose la condition
0o € H,.(Q x [0,T]) (5.6)
la premiére intégrale existe P-p.p (ou P*-p.p) et si on impose

0 c Hp . (Qx[0,T)), (5.7)

comme le processus (S)sepo,r] est continu donc borné, alors 0,5;b € H},.(2x[0,T])
et 00,S; € H3 (2 x [0,T]). Ceci assure ['existence de la deuziéme intégrale.

Notons au passage que la définition de H}, (2 x [0,T]) et HZ.(Q x [0,T]) est
mdépendante du choixz de P ou P*.

5.2.2 P*-complétude du marché

Définition 5.2.2 Un actif contingent sera dans ce paragraphe une variable aléatoire
h positive et dans L*(Q, FE, P*).

Exemple 5.2.1 Les put et les call sont des actifs contingents.

Définition 5.2.3 Un actif contingent est dit P* simulable si il est égal a la valeur
finale du portefeuille associé a une stratégie P* admissible.



100 CHAPITRE 5. MODELE DE BLACK ET SCHOLES

Définition 5.2.4 Le marché est P* complet si tout actif contingent est P* simu-
lable.

On a alors le résultat fondamental suivant :

Théoreme 5.2.1 Le modele de Black et Scholes est P* complet. De plus, la
valeur a l'instant t de tout portefeuille simulant est donnée par

Vi = E*[he " TD| FB]. (5.8)

En particulier, d’apres la proposition 2.5.3, V; est une fonction de t et de S;.

Preuve : Comme (‘Zfﬂ)tem,ﬂ est une martingale sous P*, le deuxieme point
est évident.

Pour ce qui est du premier point nous faisons la preuve dans la cas ou P* =
Py (le cas général se traitant a peu de choses pres de la méme maniere). Nous
reprendrons par ailleurs les notations de la preuve du théoreme 5.1.1.

Soit h un actif contingent (pour Fj). Sous la probabilité Py, le processus défini
par M; = E*[e”""h|FP] est une martingale de carré intégrable par rapport a la
filtration Brownienne (F}V) (remarque 5.1.3) et donc, d’apres le théoréme 3.2.2,
il existe un processus (Ky)iejor) € L2,,,(Q x [0,T7], Py) tel que V¢ € [0, 77,

prog
t
M, = M0+/ K, dWs Pj p.p. (5.9)
0
D’apres (5.4),
t K _
M, = M0+/ —dSs P; p.p, (5.10)
0 USS
en posant
— Ky 0 __ Q
Qt = — et Qt = Mt - OtSt, (511)
O'St

le processus H = (6°, 6) est une stratégie financiere (au sens de la définition 4.2.1)
telle que par construction V¢ € [0, 77,

‘~/tH = Mt.
Le processus (V;/7);c0.7) est donc (sous Pg) une martingale positive et de carré
intégrable. D’apres (5.10) et la proposition 4.2.1, la stratégie H est autofinancée.
Au final, H est P; admissible avec VT = h, le résultat est donc prouvé.O



5.3. UNICITE DE LA PROBABILITE RISQUE NEUTRE 101

5.2.3 A.O.A parmi les stratégies P* admissibles

Le résultat suivant est I’analogue de la proposition 4.2.2.
Proposition 5.2.1 Il y a AOA parmi les stratégies P* admissibles.

Remarque 5.2.2 Notons qu’en général on a pas AOA parmi toutes les stratégies
autofinancées, cette difficulté qui n’apparait pas en temps discret est propre a la
modélisation des marché en temps continu.

5.3 Unicité de la probabilité risque neutre

Le résultat suivant (que nous admettrons) est une conséquence de la P* complétude
du modele de Black et Scholes et de ’TAOA parmi les stratégies P* admissibles.

Proposition 5.3.1 Dans le modele de Black et Scholes il existe une unique MMFE
(€gale a Py ).

Remarque 5.3.1 On notera dorénavant P* [’unique probabilité risque neutre
(ou MME) donnée par (5.5). On parlera alors de stratégies admissibles, d’actifs
contingents et de complétude en se référant implicitement a P*.

5.4 Proposer un prix, se couvrir

L’idée innovante de Black et Scholes a été de proposer la définition suivante
du prix d’un actif financier.

Définition 5.4.1 Le priz a l'instant t € [0,T] d'un actif contingent h est la
valeur a linstant t d’un portefeuille financier associé a une stratégie admaissible
qui Téplique h (un tel portefeuille existe d’aprés le théoréme 5.2.1). Le processus
de priz sera noté (P/")iep.r), ¢’est une martingale sous P*.

Remarque 5.4.1 a) Cette notion de priz est indépendante du choiz d’une MME
(qui est ici unique) et du choix de la stratégie admissible de réplication (théo
5.2.1). Le priz a linstant t est de plus donné par (5.8). La MME (qui n’a aucune
signifie macro-économique contrairement a la probabilité historique) est un outil
pour calculer le priz des actifs

b) Dans certains modéles financiers, lunicité de la MME n’est pas vérifiée.
Pour un actif contingent donné, il peut exister plusieurs priz. On obtient donc
dans ce cadre une fourchette de priz. On peut montrer néanmoins que le borne
supérieure de cette fourchette est la plus petite valeur initiale d’un portefeuille de
sur-réplication.



102 CHAPITRE 5. MODELE DE BLACK ET SCHOLES

Pour ce qui est du probleme de la couverture d'un actif contingent, placons
nous du point de vue du vendeur. Ce vendeur propose a la vente a t = 0 un pro-
duit financier dont le payoff est donné par h (a T'). Le prix de cet actif a ¢t = 0 est
donné par E*[he™]. Se pose alors la question naturelle suivante : Que doit on faire
de cette somme pour assurer a coup sir la livraison de l'actif a 77 La réponse
est tres simple (tout du moins en théorie), il suffit de constituer le portefeuille de
réplication donné par le théoreme de représentation des martingales Browniennes
(formule (5.11)). Notons que cette stratégie de réplication est unique en vertu
de T'unicité dans I’écriture des processus d'Ito (propo 2.4.2). Cette stratégie de
gestion en temps continu annule completement (en théorie) le risque.

D’un point de vue pratique un premier probleme se pose. Le théoreme de
représentation des martingales Browniennes (dans la version présentée ici) est
un résultat d’existence non constructif. Nous allons voir cependant que dans cer-
tains cas importants la stratégie a mettre en oeuvre est explicite. Notons par
ailleurs qu'une réponse générale a ce probleme peut étre apportée en utilisant les
techniques du Calcul de Malliavin (voir [16]).

5.5 Evaluation et couverture dans le cas ou h =
f(Sr)

On parle dans ce cas d’actifs financiers “path-independent”.

On se donne f : R — R mesurable et telle que E*[f?(S7)] < +o00. La valeur &
t de actif contingent h = f(Sr) est donnée par

P! = B[ f(Sr)|FF)

avec sous P,

dSt = TStdt + UStth

donc
St _ e(r—%az)t-l—aWt

D’apres l'exercice 1.3.1 (ou la proposition 2.5.3), on a

+oo
Pth :e—r(T—t)/ f(Ste(r—%02)(T—t)+ay\/T—t) 1 e_%dy. (512)

Ainsi P = F(t,S;) on

+o0o
F(t,z) = er(Tt)/ Flaelr =20 )N T—D+oyvT-1y ez dy. (5.13)
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Notons au passage que cette formule est indépendante du drift b.

Nous avons le résultat suivant qui précise la régularité de F. Notons qu’en
pratique cette régularité est une simple conséquence de changements de variables
judicieux et d’applications du théoreme de dérivation sous le signe somme.

Lemme 5.5.1 Sous des hypothéses tres faibles (valides notamment dans le cas
du Call et du Put), la fonction F définie ci-dessus est de classe CY2([0, T[xR, R).

On a alors le résultat fondamental suivant

Proposition 5.5.1 Lorsque h = f(St), la quantité d’actif risqué que doit conte-
nir a l'instant t le portefeuille admissible de couverture est donnée par

OF

0y = —(t,.5). 5.14
t 33’: ( ) t) ( )
De plus, la fonction F vérifie 'EDP suivante

oF or o’r? O*F

E(t’ r) + Tl’%(t, T)+ 5 B2 ——(t,z) =rF(t,x) (5.15)

de condition terminale F(T,x) = h(z).

Preuve : On pose F(t,z) = e " F(t,ze™). Ainsi P" = F(t,S;). D’apres la
formule d’It6 (prop 2.4.5) que 'on apllique de bon droit (lemme 5.5.1), on a

F(t,S) = F(0,5)+ [y %(u,S,) dS,
oSy dWy,

2Ry, 8 du+ L [T PR (4, )0 52du.
De la méme maniere, on sait par autofinancement que
~ ~ ~ t ~
F(t,S;) = F(0,95) +/ 0,dS,.
0

D’apres la proposition 2.4.2, on obtient

OF OF
0, %(% Su) (9_x(t’ St)
et )=
OF o  10°F e

Comme
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O .8 = e F(w, 8 + e O (.5 + e, 00 (u,5,)
et ) )
0°F, - WO F
gz (1 Be) = g (0 8u)
alors,
—ru — uaF —ru aF 1 —ru 2 262 _
re”"F(u,S,)+e " T —(u, Sy)+re ™S, a—(u S )+§ S“@ 5 (u,S,) = 0.
Puisque lorsque zg varie, S, prend toutes les valeurs de ]0, +00[ on obtient
oF or o’a? O°F
E(t’ x) + Tx(?_x(t’ x) + 5 57 —(t,x) =rF(t,x)

avec F(T,x) = h(z).O

Remarque 5.5.1 Il est intéressant de remarquer que dans notre modele le prix
de lactif peut étre vu comme une espérance (5.12) ou comme la solution d’une
EDP explicite (5.15). D’un point de vue numérique ce fait est remarquable car il
permet d’utiliser des méthodes de type Monte Carlo ou des méthodes provenant
de l'analyse numérique pour évaluer et couvrir les actifs. Ceci peut se généraliser
a des modeéles financiers plus généraux et dans ce cas, le choixz de l'une ou ['autre
technique peut s’avérer plus ou moins judicieux swivant le probleme considéré.

5.6 Formule de Black et Scholes

Il s’agit de la célebre formule donnant le prix d’un Call dans notre contexte.
Proposition 5.6.1 Le priz Cy d’un call européen sur Uactif risqué (de strike K

et d’échéance T') est donné par

Cy = SiN(dy(t, Sy)) — Ke "IN (dy(t, Sy)) (5.16)

ou

2

log() + (r —5)(T' - 1)

T
o1 —t T ovVT —t
(5.17)

et ou N est la fonction de répartition d’une N'(0,1). Dans ce cas, la composition
du portefeuille de couverture est donnée par

0, = N(d(t,S;) >0 et 07 = —Ke " N(dy(t,S,)) <O0. (5.18)
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Preuve : D’apres (5.12),
Ct - F(t, St>

+o0 1 y2
F(t, 2) :/ (me—%ﬁ(T_t)wyﬁT—t N Ke—r(:r—t)>+ Ee—vdy_ (5.19)

Or on montre facilement que
xe—%OQ(T—t)—&—Jy\/T—t . Ke—r(T—t) >0 y > —dg(t, ZL‘)
Ainsi

Ft) = [h2 (e T-0sonT _ jgemr0) 1y

_ filio <x€7%02(T7t)70y\/T7t _ Ke—"'(T_t)> \/%767%613/

En séparant les deux intégrales et en faisant dans la premiere le changement de
variables z = y + o1 — t on obtient

F(t,x) = xN(dy(t,z)) — Ke " T=ON(dy(t, z)).
On en déduit (5.16) dont (5.18) découle immédiatement.O

Exercice 5.6.1 On considere un call et un put sur lactif risqué de méme échéance
T et de méme strike K. On note Cy et P, leurs priz a t € [0, T]. En utilisant [’exer-
cice 4.2.1, montrer que la relation suivante (appelée relation de parité call-put)
est vérifie :

Ci4+ KeT=Y = p, 4+ 8, (5.20)

En déduire de la proposition précédente que le priz du put a t est donné par
P, = Ke "TYN(—dy(t, S,)) — S;N(—dy(t, Sy)) (5.21)
et que la composition du portefeuille de couverture associé est

0, = —N(—di(t,S;)) <0 et ) = Ke ™" N(—dy(t,S;)) > 0. (5.22)

Remarque 5.6.1 On remarque que les prix du put et du call sont des fonctions
des paramétres (o, Sy, r, K, T —t) qui sont de maniére naturelle homogénes en S;.
Le parametre T — t est appelé “time to maturity”.

Le graphique suivant représente la surface de prix F'(t,x) en fonction de = et
100(T —t). Les parametres choisis sont 7 = 9%, o = 30%, T' = 0.6, K = 40.
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5.7 Les Grecques

5.7.1 Définition

Les Grecs sont des indicateurs qui mesurent la sensibilité de la prime (i.e du
prix) d’une option par rapport a un parametre donné (le cours du sous-jacent, le
temps, la volatilité). Leur importance pratique est tres grande (cf infra).

Si h est un actif contingent, nous savons que son prix a t est de la forme
F(t,S).

Définition 5.7.1 On appelle “grecques” les quantités suivantes :

o A mesure la sensibilité du priz par rapport au sous jacent

oF
A(Sy) = —(t, S 5.23
t( t) &r( ) t) ( )
o [ mesure la sensibilité du delta par rapport au sous jacent
O*F
L'y (Sy) = W(tv St) (5.24)
e O mesure la sensibilité du prixz par rapport au temps
OF
O:(St) = —-(t, St) (5.25)

ot
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e p mesure la sensibilité du prixz par rapport au taux d’intérét

OF

Sy) = —(t,S 5.26

Pt( t) (97’< t) ( )

e vega (qui n’est pas une lettre grecque!!!) mesure la sensibilité du priz par
rapport a la volatilité

OF

vega(Se) = 5

(t,Sy). (5.27)

On remarque au passage que 'EDP de Black et Scholes peut se réécrire (dans
le cadre du paragraphe 5.5) sous la forme

olax?

2

Oi(x) + raelAy(z) + [i(z) =rF(t,x)

Exercice 5.7.1 Dans le cas du call et du put, montrer que les valeurs des grecques
at =0 sont données par le tableau suivant :

Call Put
A N(dy) >0 —N(—d;) <0
r —L_N'(dy) > 0 —L_N'(dy) > 0
© | == N'(dy) - Kre7™N(dy) <0 sV (dy) + Kre ™(N(dy) — 1) 7?
P TKe " N(dy) > 0 TKe ™ (N(dy) —1) <0
vega VTN (dy) >0 VTN (dy) > 0

Notons que dans ce cas particulier, une fois que les parameétres du modéle
sont calés, pour calculer explicitement les grecques il suffit de pouvoir calculer
la fonction de répartition d’une gaussienne N. Ceci ne peut se faire de maniere
exacte, il existe des approximations numériques bien connues pour ce probleme
(voir [11]). On peut, par ailleurs, utiliser la fonction “cdfnor” de scilab.

5.7.2 Cas ou le payoff est le la forme h = f(Sr)

On se bornera ici aux cas du delta et du gamma.

On a vu précédemment que dans le cas on h = f(Sr), PP = F(t,S;) avec

400
F(t,x) = e T F(aelr= 30T -0+ou/ Ty 1
| 0 2

2
e~ T dy.
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Proposition 5.7.1 On a

Wr_y

— ,—r(T—t) =
Ay(x)=e E {—xa(T—t)

f<szﬁt>} (5.28)

et

ou (S¥) est (sous P*) le MB géométrique tel que S§ = x.

Preuve : On se limite a la démonstration de (5.28), la méthode étant identique
pour (5.29). Nous allons supposer que f € Cx(R,R), le cas général se traitant
par approximation.

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, on a

+oo 3 1.2 1 y2
A _ —r(T—t)/ -~ (r—502)(T—t)+oyv/T—t 5 du.
t(x) € - ax‘\f(xe — ),\/%6 Y
9(z,y)
Or
dg 1 dg

Ainsi par IPP,

—r(T—t) +00 ,
Ay(x) = € f(xe(r—%UQ)(T—t)Jray\/ﬂ) Y e_y?dy.

B zoVT —t J_
Sous P*, dS} = rSydt + oSFdW, donc

SF = pelr=3o)HoWe,
ainsi,
(T Wr_y
A — r(T t)E* Se 0
t(x) € LUO'(T _ t)f( T7t>

Exercice 5.7.2 Montrer que

vega;(z) = 2*Toly(z).
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5.7.3 Intérét pratique du A et du I

Nous avons vu dans le cadre du paragraphe 5.5 que A;(S;) a un intérét fi-
nancier tres important : Il s’agit de la part d’actif risqué que doit contenir le
portefeuille de couverture a l'instant ¢. Le I' quand a lui est une mesure de la
sensibilité de cette quantité d’actif risqué aux variations du cours. Ainsi, plus le
[' est élevé (en valeur absolue) plus il faut modifier souvent et de maniere si-
gnificative la composition du portefeuille. Quand on pense que dans un marché
réel (et contrairement a nos hypotheses) il y a des cotts de transaction parfois
élevés a chaque opération, le I' revet une importance capitale pour ce qui est de
la rentabilité de la stratégie de couverture. , Sa connaissance est primordiale.

5.8 Black et Scholes en pratique

5.8.1 Spécification de o

Les formules de prix et de couverture ne dépendent que d'un parametre non
directement observable : la volatilité (b disparait dans l'univers risque neutre). Se
pose alors la question de la valeur de ce parametre.

Une maniere simple de procéder et 'utilisation de données historiques. Soit
T € R,. A partir des valeurs du cours de V'actif dans le passé [=T,0], on peut
estimer o par des voies satistiques. On suppose, pour cela, que la dynamique de
Pactif risqué sur [—7, 0] est la méme que sur [0,77]. Soit N € N* représentant le
nombre d’observations (effectuées a intervalles de temps réguliers) du cours passé
de D'actif, les variables aléatoires

So S_~
YN = Lo YN =Log | —L—
1 g(SNT> N 9<S<NN1)T>

sont, sous la probabilité historique, i.i.d de loi

Une maniere de trouver o est d’utiliser 'estimateur de variance empirique
donné par la formule




110 CHAPITRE 5. MODELE DE BLACK ET SCHOLES

ou
1 N
Y=—)Y vV
P

En pratique, on prend souvent 7 = T pour ne pas prendre en compte des
données trop anciennes. Le choix de N (qu’on voudrait pouvoir prendre le plus
grand possible) est limité par la fréquence des quotations sur le marché. No-
tons enfin que des modeles statistiques (modeles GARCH) plus raffinés peuvent
permettre d’avoir une approche plus complete de ce probleme.

Volatilité historique a un an des indices SP 500,

CAC40et FTSE 100
(en %)
40
35
30
25 V1 v
20 J ) ,. ‘ 7’1\ C\!M ,‘J
\} ,‘ v v~ . ~ N "",;v'
. 1 My LT Y ! |
10 \'1 'w/" h‘-.l -’_’J’ J
\b\‘\f‘/\’\/ v
5
1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002
CAC 40 — FTSE 100 — SP 500

Sources : Banque de France, Bloomberg
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5.8.2 Prix et couverture

Pour fixer le prix d’un produit financier, le praticien utilise la formule
Py = E* e f(Sp)).

Il doit ensuite mettre en place la stratégie de couverture qui en théorie annule
completement son risque. Pour cela il devrait dans I’absolu ajuster son porte-
feuille en temps continu et donc calculer pour tout ¢t € [0, 7], Ai(S;) (quantité
d’actif risqué) et en déduire la quantité d’actif non risqué.

En réalité, la couverture est réajustée en temps discret car :
a) les transactions physiques sont forcément discretes
b) la présence de cotits de transaction limite le nombre de transactions.

Contrairement au modele théorique, la couverture va étre imparfaite et la
position du praticien risqué. On touche la a un des problemes majeurs de la
modélisation en temps continu. En pratique sur un intervalle de temps [t,t +
h], le vendeur calcule le A en t¢. La question est de savoir s’il peut conserver
cette position jusqu’en ¢t 4+ h sans commettre une erreur trop grande. Pour cela
il calcule le I en t. Si ce I' est grand en valeur absolue, le vendeur a intérét a
réajuster sa position entre ¢ et t + h (ou a se surcouvrir). Si le I" est petit, il peut
raisonnablement conserver sa position. Notons qu’il y a une dualité forte entre
la multiplication des réajustements et le cott supplémentaire que cela entraine
(présence de couts de transaction). C’est pourquoi le prix d’un actif se décompose
de la maniere suivante :

Prix effectif = Prix théorique (cout de la couverture théorique) + cott de la
couverture effective + marge.

Notons, que le vega a aussi une grande importance, car il indique ’attention
que nous devons porter & approximation de o (partie précédente).

5.8.3 Calcul du prix, du A et du I

Dans le cas du Call et du Put, les formules du prix, du A et du I' sont expli-
cites (on parle de formules fermées). D'un point de vue numérique elle nécessite de
savoir calculer la fonction de répartition d'une N'(0,1) ce qui est classique (com-
mande “cdfnor” de scilab par exemple). Lorsque le payoff est plus compliqué, on
ne peut espérer obtenir de telles formules. On doit mettre en place des procédures
numériques. Une possibilité est d’utiliser la méthode de Monte Carlo (voir [3]).
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Rappels : La méthode de Monte Carlo (dans sa version basique) repose sur
la LFGN : Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d, on suppose X € L.
En notant S, = X;+...+ X,,,on a

Sp,

n psetrt

C’est un outil pour calculer de maniere approchée des espérances, outil dont la
vitesse est précisée par le TCL.

On doit donc évaluer de maniere numérique

oF 0P?F
F(t,z)=e "V [F(S7_)], Aulz) = %(t,x) et I'i(z) = w(t,x)

ou (S¥) est le MB géométrique vérifiant S§ = .

Pour F(t,z), on utilise une méthode de Monte Carlo classique car on sait
simuler trés simplement un échantillon de (S%_,). Pour les deux autres quantités
qui sont les dérivés de la premiere, une méthode classique et d’utiliser un schéma
de différence finie i.e d’utiliser les approximations suivantes

F(t,x+h)—F(t,x —h
Aoy FLZ R = Pl 1)

F(t,x+h)+ F(t,x —h) — 2F(t,x)
Ft<x> ~ 12

ou h est suffisamment petit et ou F'(¢t,2 4+ h), F(t,z — h) et F(t,x) sont calculés
par méthode de Monte Carlo.

Probléeme pour les grecques :

e Deux facteurs d’approximation (MC + différence finie (choix de h)) et donc
d’erreur

e En pratique peu efficace lorsque le payoff est irrégulier

Une idée est d’utiliser la proposition 5.7.1, en effet, on a démontré que

Wr_y

_ —r(T—t) x| "'t
At(x) e FE xo’(T—t)

f(S7-4)
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et

= =

Ainsi, dans Black et Scholes ces quantités peuvent étre calculées sans recours au
schéma de différence finie.

Avantages :
e Un seul facteur d’approximation (MC) et donc d’erreur
e Technique qui ne dépend pas du Payoff

e Plus efficace pour le I' (double dérivation) que pour le A (simple dérivation).

Illustrations numériques

o8|/

0.6

0.4

— Monte Carlo avec poids

0.2 —— difference finie

— valeur theorique

0.0

-0.2 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Fic. 5.1 — A d’un call européen de strike K = 100 (z = 100, 0 = 0.2, » = 0.1,
T=1)
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0.307 | —— Monte Carlo avec poids
4 i —— difference finie

| — valeur theorique

0.16+ I | | I
|
B [ Il [l
| |
0.10 [ | [
7 [ | | \‘ ‘
[ [ | |
0.05
[ || [ |
1 11 I Ll
o004 A4 -~ I | E— SN B
-0.05 T L L — L | B R E—
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F1G. 5.2 = T" d’un call européen de strike K = 100 (z = 100, ¢ = 0.2, r = 0.1,
T=1)

Exercice 5.8.1 On considére une option digitale caractérisée par le payoff
I, >k aT.
—rT

a) Montrer que dans ce cas F(0,2) = e "TKN(d), Ao(x) = ;Uﬁn(d) et
—rT

Lo(z) = Szzn(d) <d+0ﬁ> ot n est la densité d’une N(0,1) et ot d =
log () +(r— 5 )(T)

VT
b) En utilisant scilab, effectuer un calcul approché de Ao(z) et To(z) en utili-

sant MC" avec poids et le schéma auz différences finies. Comparer les résultats.
¢) Reprendre les questions précédentes dans le cas d’une option corridor ca-
ractérisée par son payoff Irx,>s,>x, a T
d) Quelles conclusions tirez vous concernant ’emploi de ces deux méthodes
numeriques.

5.9 Splendeurs et miseres du modele de Black
et Scholes

En dépit de certaines inconsistances que nous passerons en revue ultérieurement,
le modele de Black-Scholes reste un outil de référence pour les praticiens. Il peut
étre vu comme une approximation de premiere intention qui peut et doit étre
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affinée par diverses techniques de trading. Le but de cette partie est d’inviter le
lecteur a pousser la réflexion au dela de ce cours (élémentaire) en faisant allusion
a quelques problématiques fondamentales.

5.9.1 Avantages

Rarement la publication d’'un modele théorique a eu un impact concret aussi
important dans un délai aussi court ([13]). L’adoption par les milieux financiers
fut quasi instantanée, la reconnaissance académique (plus tardive) s’est traduite
par I'obtention du prix Nobel d’économie en 1997. Comment expliquer un tel
engouement, 7

Simplicité et efficacité théorique

Le modele de Black et Scholes ne dépend en pratique que d’'un parametre
non directement observable : la volatilité qui est une mesure de l'agitation des
cours (I’hypothese de stationnarité des rendements assurant une évaluation sta-
tistique simple de ce parametre). De plus, les formules de prix et les stratégies
de couverture associées sont, dans le cas des actifs les plus simples (call et put),
parfaitement spécifiées, calculables et d’une grande simplicité soulignant le coté
opérationnel de cet outil. Enfin, ce modele a le bon gott d’annuler (en théorie cf
[18]) le risque lié aux opérations de couverture.

Richesse des points de vue

Pour les options plus complexes qui ne peuvent étre traitées que par voie
numérique (absence de formules fermées) le modele de Black et Scholes a l'avan-
tage de proposer deux approches complémentaires dont D'efficacité est liée au
probleme traité : Une approche purement déterministe liée a la résolution de cer-
taines équations aux dérivés partielles par discrétisation et une approche proba-
biliste basée sur le calcul d’espérances par méthode de Monte Carlo. On renverra
le lecteur a [7] et [19] pour le cas des options barrieres et a [12] et [20] pour les
options de type asiatique.

Auto-prédiction

L’utilisation massive du modele de Black Scholes par les praticiens a pour effet
d’influencer (par son existence méme) le cours des actifs. Fisher Black lui méme
ironisait sur le sujet : “Les opérateurs savent maintenant utiliser la formule et les
variantes. Ils ['utilisent tellement bien que les priz de marché sont généralement
proches de ceux donnés par la formule, méme lorsqu’il devrait exister un écart
important...”
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5.9.2 Limites
L’hypothese de log-normalité

Nous renvoyons le lecteur a [17] (dont ce petit paragraphe s’inspire grande-
ment) pour des considérations plus précises sur le sujet.

L’hypothese de log-normalité du modele de Black et Scholes dérive de maniere
plus ou moins indirecte des travaux pionniers de Bachelier : En 1900, Bache-
lier part du constat fructueux et visionnaire qu’il est possible de représenter
I’évolution du cours d’un actif financier par une loi de probabilité bien choisie.
Cette loi synthétise le caractere imprévisible et parfois irrationnel des décisions
humaines individuelles liées a toute activité financiere. De ce fait, il choisit de
représenter le cours de l'actif par un processus ayant les caractéristiques du mou-
vement Brownien. Cette quantité pouvant étre négative sur un ensemble de pro-
babilité non nulle, Samuelson suggérera quelques 65 ans plus tard d’utiliser un
Brownien géométrique plutot que le Brownien lui méme. Ces hypotheses (ca-
ractere gaussien des hypotheses) qui se révelent techniquement fructueuses (tra-
vaux de Markovitz, Sharpe et Linter) pour I’étude théorique de I’équilibre des
marchés financiers sont reprises avec succes par Black et Scholes dans le cadre de
I’évaluation des produits dérivés.

Cependant, des le milieux des années 60, Mandelbrot montre de maniere em-
pirique que les cours des actifs financiers sont loin de suivre une loi normale (ou
log-normale) car les queues de distribution associées a ces lois de probabilité sont
beaucoup trop plates. L’occurrence des événements extrémes (krach) est gran-
dement sous évaluée. Cette problématique majeure fait ’objet d’une recherche
statistique tres active incluant I’étude des modeles ARCH, des modeles a volati-
lité stochastique et des processus multifractals.

o constante ?

On pourra se référer au site “www.ivolatility.com” pour obtenir des données
numériques sur la volatilité de certains titres américains et a [8] pour plus de
précisions.

Dans le modele de Black et Scholes, la volatilité est le seul parametre qui n’est
pas directement observable. Comme certaines options simples (les calls européens
notamment) sont également cotées sur des marchés organisés (marchés dérivés),
il est possible en se servant des données de marché d’obtenir des renseignements
sur ce parametre. En effet, on rappelle que le prix du call est donné par

Cy = S;N(dy(t,S;)) — Ke " TN (dy(t, S;))
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ou

0y (t7) = log(%) + (r + %)(T —t) et dy(t z) = log(£) + (r— %)(T - t).

oV —t oV —t

Ainsi, le prix du call est une fonction strictement croissante de la volatilité his-
torique car

g—g(t,x) =avVT —tN'(dy) > 0.

Donc si on observe sur le marché le prix a ¢ d’un call de maturité T et de strike
K sur Pactif risqué (prix qui est noté CO%(x, T, K)), il existe un unique réel o™
tel que

CO¥(x, T, K) = Cy(z, T, K, 0"™").

Remarque 5.9.1 Le calcul effectif de la volatilité implicite est obtenue classi-
quement en utilisant des méthodes de type Newton ou bissection.

Dans le cas de Black et Scholes, la volatilité implicite devrait en toute rigueur
étre égale (pour toutes les options considérées) a la volatilité historique (écart type
des rendements du sous jacent). En pratique, le phénomeéne est tres différent, les
observations assurent que

e La volatilité implicite est plus grande que la volatilité historique

e La volatilité implicite dépend de la maturité et du strike de l'option. Cette
dépendance étant d’autant plus forte que la maturité de 'option est courte.

Pour ce qui est du second point le graphique ci dessous nous indique la dépendance
au strike de la volatilité d'une option d’achat européenne dont le sous jacent est
un actif coté sur le marché américain S&P 500. La forme de la courbe est tout a
fait significative, on parle d'un smile (sourire) de volatilité. En effet, on voit que
que pour 500 < K < 1400, la courbe est décroissante (pnénomene de skew) alors
que pour les tres grand strike elle croit (phénomene de smile).
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0.7 <& vol implicite du call (sur une action du S&P 500) en fonction du strike
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F1G. 5.3 — Un exemple de smile de volatilité

Sans trop rentrer dans les détails, plusieurs considérations empiriques peuvent
tenter d’éclairer ce phénomene :

e La volatilité implicite est plus grande pour les options qui ne sont pas a la
monnaie (K # Sp). Cela indique que le marché accorde une probabilité plus
forte a des valeurs éloignées de la tendance centrale que celle d'une distri-
bution log-normale (lien avec le paragraphe précédent).

e Le smile peut s’expliquer par la prime d’illiquidité (moins d’offre et de de-
mande pour les prix d’exercices extrémes).

Remarque 5.9.2 Aujourd’hui les opérateurs de marché raisonnent plus en termes
de volatilité implicite qu’en termes de prixz. La formule de Black et Scholes est
toujours un traducteur privilégié entre priz et volatilité implicite.

Pour conclure, notons qu’en dépit des remarques précédentes, de nombreux
produits dont la volatilité est manifestement non constante sont quand méme
évalués avec la formule de Black et Scholes. On peut montrer en effet (cf [10]) que
lorsque le gamma d’une option est positif (payoff convexe comme par exemple
le call) et lorsque le trader choisit une volatilité plus grande que la volatilité
réelle, le résultat final lui est favorable. Cette propriété fondamentale du modele
de Black et Scholes est connue sous le nom de robustesse. Elle tempére en un sens
les critiques ci-dessus.



Bibliographie

1]

L. BACHELIER : Théorie de la spéculation, Annales scientifiques de 1’école
normale supérieure, 17, 21-86, 1900.

F. BLACK, M. SCHOLES : The pricing of options and corporate liabilities,
Journal of Political Economy, 81, n"3, 637-654, 1973.

N. BouLtEAU, D. TALAY : Probabilités numériques, INRIA, 1992.
J.C. Cox, S.A. Ross, M. RUBINSTEIN : Options pricing : a simplified
approach, Journal of Financial Economics, 7, 229-263, 1979.

J.-P. FouQuE, G. PAPANICOLAOU AND K. R. SIRCAR : Derivatives in
Financial Markets with Stochastic volatility, Cambridge University Press,

2000.

E. FOURNIER AND AL : Applications of Malliavin calculus to Monte-Carlo
methods in finance, Finance and Stochastics, 3, 391-412, 1999.

H. GEMaM, M. YOR : Pricing and Hedging Double-Barrier Options : A
Probabilistic Approach, Mathematical Finance, vol. 6, Issue 4, 1996.

M.H. GROUARD, S. LEVY, C. LUBOCHINSKY : La volatilité boursiére : des
constats empiriques aux difficultés d’interprétation, Banque de France, RSF,
2003.

J.C. HULL : Options, Futures and other derivatives, Prentice Hall, 2003.
N. EL KARrRoul, M. JEANBLANC-PICQUE, S. SHREVE : Robustness of the
Black and Scholes Formula, Mathematical Finance, vol. 8, Issue 2, 93-126,
1998.

D. LAMBERTON, B. LAPEYRE : Introduction au calcul stochastique appliqué
a la finance, Second edition, Ellipses, Paris, 1997.

B. LAPEYRE, E TEMAM : Competitive Monte Carlo Method for the pricing
of asian options, Journal of computational finance, 2002.

D. MACKENZIE, : An Equation and its Worlds : Bricolage, Exemplars, Di-
sunity and Performativity in Financial Economics, Social Studies of Science
33 (6) : 831-868, 2003.

R. MERTON : Theory of Rational Option Pricing, Bell Journal of Economics
and Management Science, 4, 141-183, 1973.

119



120

[15]
[16]
[17]

[18]

BIBLIOGRAPHIE

D. NUALART : The Malliavin Calculus and related Topics, Springer Verlag,
New York, 1995.

B. OKSENDAL : An Introduction to Malliavin Calculus with Applications to
Economics, 1996.

B. POCHART : Processus multifractals en finance et valorisation d’options
par minimisation de risques extrémes, These de Doctorat, 2003.

F.E. RacicoT, R. THEORET : Simulations de la couverture delta et de la

couverture delta-gamma d’un portefeuille dans le cadre du modéle de Black et
Scholes, RePAd Working Paper Series UQO-DSA-wp122006, Département
des sciences administratives, UQO.

R. ZvaN, K. R. VETZAL, AND P. A. FORSYTH. : PDE Methods for Pricing
Barrier Options, Journal of Economic Dynamics and Control, 1998.
R. ZvaN, K. R. VETZAL, AND P. A. FORSYTH. : Robust numerical me-

thods for PDE models of asian options , J. Computational Finance, 1, 39-78,
1998.



