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1 Ensembles

1.1 Introduction

Les ensembles sont un outil indispensable en mathématiques. Nous ematanment besoin pour
décrire des fonctions. Notre approche des ensembles sera cellerde &8éu début du 20éme siécle.
Une théorie plus rigoureuse ne peut pas étre enseignée au débtutdies é

On peut décrire un ensemble en écrivant ses éléments. Par exemple :
e A={A B,C,D,...,X,Y, 7}, 'alphabet.
e 2={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, I'ensemble des chiffres.

On utilise les accolades pour indiquer qu'’il s’agit d'un ensemble. Legtstdans un ensemble sont
appelégléments
Vous connaissez déja des ensembles de I'école :

e N=1{0,1,2,3,...} 'ensemble des nombres naturels/entiers non-négatifs,
e Z={...,—2,-1,0,1,2,...} 'ensemble des entiers relatifs,
e Q, 'ensemble des nombres rationnels (les fractions),
e R, 'ensemble des nombres réels,
e C, I'ensemble des nombres complexes (voir le cours a ce sujet).
Nous utiliserons les notations suivantes :
e () pour I'ensemble vide ;
e c pourindiquer I'appartenance d’'un élément & un ensemble;

e ¢ pourindiquer qu’un élément n'appartient pas a un ensemble ;
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e #M pour indiquer le nombre d’éléments (le cardinal) d'un ensemble.
Par exemple :

e 7R
e 7N

e 7€

~1¢N
1/2€Q
1/2¢ 7
A € A (A est élément de 'ensemhlé, I'alphabet.)

e A ¢ Z (An'estpas un élément de I'ensemble des chifffes
o #A =26
e #Z =10

Nous exigeons que les ensembles satisfassent les deux proprié&@sémtdles suivantes :

e Les éléments d’'un ensemble sont tous deux-a-deux distiiett-a-dire qu’un seul objet n'est
pas deux fois élément d’'un seul ensembie,2, 2, 3} n’est qu’une écriture (non-minimale) de
{1,2,3}.

e Les éléments d’'un ensemble ne sont pas ordqriést-a-dire qu’'un ensemble ne dépend |pas
de l'ordre dans lequel on écrit ses élémerts, 2,3} = {2,3,1}.

Une autre fagcon d’écrire un ensemble est de le définir par des prapigses éléments. Par exemple :

e X={ 2y |xze€ZyecZ}={0001,0203,...,99}.
~~ S—

éléments propriétés

& = {P | P est étudiant(e) de ce couysl’ensemble des étudiants de ce cours.

L = {P | P estun/une Luxembourgeois(g)'ensemble de tous les Luxembourgeois.

B={ABC | A€ A B e A C € A}, 'ensemble de tous les mots de trois lettres. Noter
gue la virgule dans la description doit étre comprise comme « et » et poureieénplacée
par «A ».

G = {n | n € N,n est pair}, 'ensemble des nombres naturels pairs.

Soienta, b € R. L'ensemble
la,b] :={z |z € R,a <2 <b}

est appeldintervalle fermé entre: etb. (Pour les intervalles ouverts (semi-ouverts), on utilise
la notation|a, b (Ja, b]).)
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1.2 Lanotion d’ensemble de Georg Cantor

La notion d’ensemble utilisée dans ce cours (et pendant la plupart diwaess) est celle de Georg
Cantor :

Par ensemble, nous entendons toute colleclibr’objetsm de notre intuition ou de
notre pensée, définet distincts ces objets étant appelés les élémeletd/.

Interprétation :

objet : « objet mathématique »;

collection : I'ensemble sera un nouvel objet mathématique ;

définis : les objets doivent étre clairement définis;
e distincts : il doit étre clair si deux objets sont égaux ou distincts.

Il y a des subtilités avec les ensembles que vous n'allez pas renconmidarperos études (sauf dans
un cours de logique mathématique). C’est a cause de cela qu'il fauttertiliaer une notion plus
moderne. Pour les mathématiques que nous allons faire, cela ne fera dgifténence.
Voici un probléme avec la notion de Cantor : le paradoxe de Russell. lliemil n'existe pas
d’ensemble de tous les ensembles.
En effet, supposons par I'absurde que I'ensemble de tous les ensexistes appelons I€. Nous
pouvons alors considérer le sous-ensemblde ) formé des ensembles tels queX n’est pas un
élément de 'ensembl¥ :

A={XeQX ¢ X}.

Qu’en est-il alors ded ? Si A est un élément dd (A € A), alors par définition del, A n’est pas un
élément ded (A ¢ A). EtsiA n’est pas un élément dé (A ¢ A), alors par définition del, A est un
élément ded (A € A). Aucune de ces deux options n’est donc possible.
1.3 Sous-ensembles et opérations sur les ensembles
Définition 1.1. SoientA, B des ensembles.

e B est appelé&ous-ensemble/partie desi pour toutb € B on ab € A. Notation : B C A.

e A etB sontappeléggauxsi A C BetB C A. Notation : A = B.

e On appelle 'ensemble
A\B:={ala€ A,a ¢ B}

le complément ou la différence de dansA.

e On appelle 'ensemble
AUB:={ala€ AVac B}

la réunion deA et B.
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e On appelle 'ensemble
ANB:={a|la€ ANa€ B}

l'intersection deA et B.
e SionaAnB = (), on appelleA U B la réunion disjointe ded et B. Notation : AU B ou ALl B.

e On appelle 'ensemble
Ax B={(a,b)|ac Abec B}

le produit cartésien dd et B. Ses éléments sont aussi appelésples
Par exemple :
e {A,D,Z} C A.
e {1,2,3,4} C Z;aussi{1,2,3,4} CN.
e GCN
e [I,L2]CR
e Z\{1,2,3,4} = {0,5,6,7,8,9}.
e {1,2,3,4}\{2,3,4,5} = {1}.
e {1,2,3}\ Z=0.
e [1,3]\[2,3] =[1,2[.
o {1,2}U{8,9} ={1,2,8,9} = {1,2} U {8,9}
e {1,2,3}U{3,4,5} ={1,2,3,4,5}. (Tout élément n’appartient qu’une fois a I'ensemble !)
e [1,3]N[2,4] = [2,3]
e LNE ={A| A estLuxembourgeois et étudiant de ce cdurs
e N x N estI'ensemble de tous les couplesb) aveca, b € N.
e Ax Z={(A4,0),(4,1),...,(4,9),(B,0),(B,1),...,(B,9),(C,0),...,(Z,9)}.

e {n|neZ2dvisen} N{n|n € Z,3dvisen} ={n|n € Z,6 divisen}.

1.4 Quelques propriétés
Lemme 1.2. Soient4, B, C des ensembles. Alors, les assertions suivantes sont vraies :
@ ANn(BUC)=(ANnB)U(ANCO)

() AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
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Démonstration.(a) Nous nous souvenons que deux ensembles sont égaux si I'smusseénsemble
de l'autre et réciproguement. Nous allons alors montrer les deux inclusions

1) An(BUC)C (ANB)U(ANC)

(2 AN(BUC)2 (ANB)U(ANC)

Par deéfinition deC il faut montrer :

1) ze AN(BUC)=zc (ANB)U(ANC).
(2 z€(ANB)UANC)=z€ AN(BUC).

(1) Soitz € AN (BUCQC).

=ze€ANz e (BUC)

sz AN(xeBVzel)

=(xeANzeB)V(xeANnzel)

rxcANBvVze ANnC

=z (ANB)U(ANC)

Nous avons démontré (1). Dans les calculs on s’est servi des ragletepcalcul avec les symboles
«V, A » (voir cours de logique).

(2) Soitz € (ANB)U(ANC)

==x€ANBVze ANC

=@xecANzxeB)V(reAnze()

ze€AN(xeBVzel)

=z € AN(BUC).

Nous avons démontré (2), et donc (a).

(b) Exercice 1.b. O

Nous avons vu que l'intersection correspond au 4 etét la réunion au « ou/». Dans le prochain
lemme nous voyons que le complément correspond a la négation.

Lemme 1.3. SoientE un ensembled et B des parties deF et A = E\ AetB = E\ B, les
complémentaires dd et B dansE ;ona:

(@ AnA=0etAU A= FE (autrementditA Ll A = E);
(b) E\ (E\ A) = A (autrement ditd = A);

(c) ACB&< BCA,

(d AUB=ANB;

(e) ANB=AUB.

Démonstration.
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(@) Supposons par I'absurde que l'intersection A est non vide. Soit alors un élément dand N A.
Ona:xz € ANz ¢ A. Ceciestimpossible, don¢ N A est vide.

CommeA et A sont des sous-ensemblesideur union I'est aussi : ondUA C E. Démontrons
maintenant que? est inclus dans I'uniom U A. Pour cela, soit: un élément de. On a :
r € AVvax ¢ A Ceciprouve que appartient 34 U A. Ainsi, on aFE C A U A, et finalement
I'égalité.

(b) Soitz dansFE;ona:
reE\(F\A)ers¢E\As-(zrecE\A) e ~(z¢A) s xeA
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
(c) La clé dans cette démonstration est la contraposée. Par définitiohudioreB C A signifie
VeeE:(x¢gB=x¢A).

On reconnait que I'assertion entre paranthéses est la contrapd&ssdeion entre paranthéses
de
VeeFE:(xe A=z € B),

qui signifie précisemem C B.
(d) Soitz dansFE;ona:
rcAUB&e ¢ AUBS ~(z€ AUB) & ~(r € AVr € B)
sazecAAN-~(reB)ercANreEBsrc ANB.
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.

(e) Ona, d'aprés (b) et (d) :

ANB=ANB=AUB=AUB.

1.5 Exercices sur les ensembles
Exercice 1.4. Soient
A={n|n e N,nestdivisible pak } et B = {n | n € N, n est divisible pab }.
(a) Décrire l'intersectionA N B.
(b) Décrire la réunionA U B.
(c) Décrire le complémenB \ A.

(d) Décrire le complément \ B.
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(e) Donner le cardinal d¢12,27] N A et de[12,27] N B.

Exercice 1.5. (Deuxiéme partie du lemrhe 1.2.) SoiehtB et C des ensembles. Démontrer :
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
Exercice 1.6.(a) SoientA et B des ensembles. Démontrer :

(1)) ACB < A=ANB < B=AUB,;
2 AnNB=0) < A\B=A.

(b) SoientE’ un ensemble ed, B des sous-ensembles Be Démontrer :

1) AnB=0«<—= BCE\A< ACFE\B;
(2 AUB=FE<=F\ACB<«<= FE\BCA.

2 Applications et fonctions

Dans ce cours, nous utilisons les mots « application » et « fonction » commermeymes.

2.1 Lanotion d’'une application/fonction

Commencons par des exemples :

e Considérons I'applicatiofi : R — R donnée par la réglg(x) = 22 pour toutr € R.
source but

On dit quex? est 'image der par f. Par exemple 4 est I'image de2 par f.

On dit aussi qué est une image réciproque/un antécédant gar f. Noter que—2 est un autre
antécédant, donc les antécédants ne sont pas uniques.

Si une application est donnée par une régle corfinun écrit la régle aussi comme?s 22 ou

x — 22 tout court.

L'image def est la partie du but dans laquelle tout élément possede au moins un antécéda
Dans notre cas onia(f) = {z | z € R,z > 0} = R>o.

e A = {1,2,3}, B = {X,Y}. On voudrait définir une application : A — B . Nous
source but
pouvons simplement le faire en posafit) = X, ¢(2) =Y, ¢(3) = X.
Une autre possibilité serajf1) = X, ¢g(2) = Y, g(3) = Y, et encore une autrgl) = Y,
9(2) =Y, g(3) =Y (c’est une fonction constante).

Par contre, il n’est ni permis de posgil) = X, g(1) =Y, g(2) = X, g(3) =Y, ni suffisant
de poseg(l) = X etg(2) =Y car:

Dans la définition d’'une application/fonction, tout élément de la source dssgduer une et une
uniqueimage dans le but.
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e On peut définir I'applicatiors : £ — {homme, femmg par la régleS(P) = homme si la
personneP de I'ensemblel de tous les Luxembourgeois est un homme$ @) = femme
sinon.

Nous allons formaliser cette notion maintenant.

Définition 2.1. SoientA, B des ensembles. Umgplicationf : A — B est une régle qui associe a
tout élément € A un uniqueélémentf(a) € B.

On appelleA I'ensemble de départ ou la source flet B 'ensemble d’arrivée ou but dé&

Les applications sont aussi appeléesctions

Soitf : A — B une application.

e Sia € A, on appellef(a) I'image dea par f.

SoitS C A un sous-ensemble. L'ensemble

f(S)={f(s)|s€S}CB

est appeldimage (directe) de5 par f.
L'ensemblef(A) = im( f) est appeld@image def (tout court).

e Soitb € B. Touta € A tel quef(a) = b est appel&ine image réciproque (ou préimage ou
antécédent) de (Un tel élément n’existe pas toujours et lorsqu’il existe, il n’est pagumen
général ).

e Soit7T C B un sous-ensemble. L’ensemble
fUT)={alac A fla)eT}C A
est appeld'image réciproque (ou préimage ou antécédant]'gmr f.

e On appelle I'ensemble
{(a,f(a)) |]aec A} C Ax B

le graphe def.

Le graphe dg est comme vous le connaissez (le dessiner).

2.2 Injectivité, surjectivité, bijectivité
Définition 2.2. SoientA, B des ensembles ¢t: A — B une application.
e L’'application f est appeléénjectivesi pour toutz, y € A I'assertion
flx)=fly) =r=y

est vraie. Noter la formulation équivalentd :est injectif si et seulement si pour tauty € A
distinctsz # y leurs images sont aussi distinctégr) # f(y).
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e L’application f est appelésurjectivesi pour toutb € B il existea € A tel quef(a) = b. Noter
que f est surjectif si et seulement$(A) = B.

e L'application f est appelédijectivesi elle est injective et surjective.

Regardons ce que ces notions veulent dire dans des exemples.

e Considérons encore I'applicatigh: R — R donnée pat: — z2.
Alors, f n'est pas surjective car, par exemplel, ne posséde pas d'antécédant. Elle n’est pas
injective non plus, puisqug(—1) =1 = f(1).

e Faisons une petite modification et considérons I'application

f1: R — RZO

xr = 22

Elle est surjective mais pas injective.
e Modifions-la encore un peu et considérons I'application

fQZ RZO — R

x =zl

Maintenant, ell est injective mais pas surjective.
e Finalement, considérons I'application

fg: Rzo — Rzo

r = 2

Maintenant elle est injective et surjective, donc bijective.

¢ Regardons maintenant le deuxieme exemple du début dvec {1,2,3}, B = {X,Y} et
l'applicationg : A — Bparg(l) = X,g(2) =Y, g(3) = X.
Cette application est surjective. Il suffit qu'il existe une image réciprquue chaque élément

de I'ensemble d’arrivée. Vérifions ceci : une image réciproqu& dest1 (une autre esd) et
une image réciproque dé est2.

Elle n’est pas injective, car et 3 sont deux éléments distincts dequi ont la méme valeur
g9(1) = X =4(3).

e L'application .S est surjective : il existe au moins un Luxembourgeois et au moins une Luxem-
bourgeoise (probablement présentes dans cette salle). Elle n’esjggéisén il y a plus qu’une
Luxembourgeoise ou il y a plus gu'un Luxembourgeois (probablemessi ptésents dans cette
salle).

e Considérons I'applicatiorf : Z — Z donnée par la régl¢(n) = 2n pour toutn € Z.

Son imagef(Z) est 'ensemble de tous les entiers relatifs pairs. Alors, elle n’est pastueje
Mais f estinjective : sif(n) = 2n et f(m) = 2m sont égaux, alors; = m.
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e Considérons l'applicatiorf : Z — {n | n € Z,n est pair} donnée par la régl¢(n) = 2n
pour toutn € Z.

Elle est bijective.
e Pour tout ensemblel on consideére I'applicatiomentitéid, : A — A donnée par la regle
id4(a) = a pour touta € A.

Elle est bijective.

Pour des ensembiles finis (c’est-a-dire, de cardinal fini), la propositimante est parfois trés utile :
Proposition 2.3. SoientA, B deux ensembles ¢t: A — B une application.
(a) Supposons qué soit fini de cardinaln. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
() f estinjectif.
(i) im(f) =#A=n.
(b) Supposons qué, B soient finis de méme cardinal Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
() f estinjectif.
(i) f estsurjectif.
(iii) f est bijectif.
Démonstration.(a) (i) = (i) : Comme les imageg(a) poura € A sont distinctes, il en suit
directement que I'image est de cardinal égé A.
(ii) = (4) : Comme on suppose qu'’il existe autant d'images qu’éléments dans la slesrceages
f(a) poura € A sont deux-a-deux dinstinctes, dofiest injectif.
(b) Les implicationgiii) = (i) et (iit) = (i7) sont triviales.
(1) = (uit) : Par (a), le cardinal de I'image deest égal au cardinal du but, dofiest surjectif.

(13) = (413) : La surjectivité implique que le cardinal de I'image flest égal au cardinal du but, donc
f estinjectif par (a). O

2.3 Composition d’applications et application inverse

Définition 2.4. SoientA, B, C' des ensembles ¢t: A — B etg : B — C des applications. On
appelle I'application

gof:A—=C, aw— g(f(a))

la composée de et f.

Voici, des exemples :

e Considérons les applicatioik, 2] ERN 2,3] £ [4,9] données par les réglggz) = = + 1 et
g(z) = 22. Alors, I'applicationgo f est donnée par laréglgo f)(z) = g(f(z)) = g(z+1) =
(z+ 1)
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e Soitf : A — Bune application. Alor&lgo f = f, puisque pourtout € Aona(idgof)(a) =
idg(f(a)) = f(a). De la méme maniére on voftoid4 = f.

Lemme 2.5 (Associativité de la composition d’applicationsyoientA, B, C, D des ensembles et
f:A— B,g: B— Ceth:(C — D des applications. Alors, onfaoc (go f) = (hog)o f.

Démonstration.Deux applicationsA — D sont égales si elles prennent la méme valeur pour chaque
a € A. Nous allons vérifier que ceci est le cas paur(go f) et(hog) o f. Soita € A. Nous avons

(ho(go f))(a)=h((go f)(a)) =h(g9(f(a)))
et
((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))).

Puisque les deux expressions sont les mémes poux tautl, nous avons achevé la démonstration.
O

Lemme 2.6.Si f : A — B est une application bijectivealors il existe une unique application
g: B — Atellequego f =idy et f o g = idp. Elle est donnée par la réglgb) = a ou pour tout
b € Bon prend l'uniquex € A tel quef(a) = b. L'applicationg est appeléé&inverse def et souvent
notéef ! (attention : ne pas confondre la fonction inverse avec I'image réciprogue !

Démonstration.ll y a deux choses a faire : (1) montrer I'existence d’une telle fongjiet(2) vérifier
son unicité.
(1) Existence : Nous avons I'assertion

Vbe B,3lac A: f(a) =bh.

En effet, I'existence provient de la surjectivité et I'unicité de l'injectivitéh @oseg(b) := a. On a
donc
¥beB: f(gb) =fla)=b = [og=idp.

Soita € A. Pourb := f(a) il existe un uniquer’ € A tel quef(a’) = b = f(a), donca = o par
I'injectivité de f. En conséquence( f(a)) = o' = aetdoncgo f =ida.

(2) Unicité : Supposons que : B — A est une application qui satisfait aussb f = id, et
foh=idp.

A cause def o h = idpg et f o ¢ = id g, hous concluons

foh=fog.
En conséquence, on a
go(foh)=go(fog).
L'associativité d’applications (lemnie 2.5) implique :
(gofloh={(gof)oyg.
On utilisantg o f = id 4 hous obtenons :

idgoh=1idgog.



2 APPLICATIONS ET FONCTIONS 12

Les égalitésd s o h = h etid4 o g = g impliquent
h =y,

et la démonstration est compléte. O

2.4 Exercices sur les fonctions

Exercice 2.7.Soientd = {1,2,3,4,5} et B = {A, B,C, D}.

(a) Décrire une application surjective dé dansB.

(b) Décrire une application del dansB qui n’est ni surjective ni injective.
(c) Existe-t-il une application injective dé dansB ? Raison ?

(d) Décrire une application injective dB dansA.

(e) Décrire une application d& dansA qui n’est ni surjective ni injective.
() Existe-t-il une application surjective de@ dansA ? Raison ?

Exercice 2.8.(a) Trouver une application injective et non bijectiveNelansN.
(b) Trouver une application surjective et non bijectiveNidansN.

(c) Trouver une bijection ent® x N etN.

Exercice 2.9.Soitsin : R — [—1, 1] la fonction sinus (connue de 'école) :
(a) Est-ce quein est bijectif ?

(b) Décrire image réciproquein—1({0}).

(c) Décrire 'image réciproquein—!({1}).

Exercice 2.10.SoientA, B,C des ensembles gt : A — B etg : B — C des applications.
Démontrer les assertions suivantes :

(@) go f estinjectif= f estinjectif.

(b) Sif etgsonttous les deux injectifs (respectivement surjectifs, respectivemetitdijalorsgo f
est injectif (respectivement surjectif, respectivement bijectif).



	Ensembles
	Introduction
	La notion d'ensemble de Georg Cantor
	Sous-ensembles et opérations sur les ensembles
	Quelques propriétés
	Exercices sur les ensembles

	Applications et fonctions
	La notion d'une application/fonction
	Injectivité, surjectivité, bijectivité
	Composition d'applications et application inverse
	Exercices sur les fonctions


