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Kapitel |

Moduln Uber Ringen (1)

Sofern nicht anders angegeben bezeichne in diesem Kapéklen, nicht notwendig kommutativen,
Ring undK einen Korper.

1 Grundbegriffe

Definition 1.1 (R-Linksmodul)
Eine abelsche Grupp&/ zusammen mit einer Abbildung:

RxM — M

(r,m) +— r-m

heil3t R-Linksmodul, falls fir alle-, s € R und fir allez, y € M gelten:
(i) rle+y)=rx+ry

(i) (r+s)x =rx+ sz

(#i7) (rs)xz = r(sx) und

(v) lIp -z ==

Analog definieren wiR-Rechtsmoduln un&-Doppelmoduln.
Konvention: FurR-Linksmodul schreiben wir im FolgendeR:Modul.

Beispiel 1 (R-Moduln)

- SeiR ein Korper, dann sind di&-Moduln die R-Vektorraume.

- SeiR ein Ring, dann isRk ein R-Links-/Rechts-/Doppelmodul
durch:R x R — R, (r,s) —rs

- Seia < R ein Linksideal vorR, dann ista ein R-Linksmodul.
Umgekehrt ist jedeR-Linksmodul C R ein Linksideal vorR.

Definition 1.2 (Untermodul, einfacher Modul, einfacher Ring)

(1) SeiM ein R Modul. Eine Teilmengé& C M ist ein Untermodul vord/,
falls N ein R Modul bzgl. der eingeschrankten Abbildung ist.
Notation: N < M.

(2) Ein ModulM heifl3t einfache?R-Modul, falls die einzigen



Untermoduln vonV/ der Nullmodul Ound M sind.
(3) R heildt einfacher Ring, fall® als R-Doppelmodul einfach ist.
(& 0, R sind die einzigen beidseitigen Ideale.)

Definition und Bemerkung 1.3 (Faktor-, Quotientenmodul)
SeiN < M. Die Relationz ~ y < x — y € N ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen
(Z = + N ) bilden denR-Modul M /:

RxMA — My
(r,@) — 7T

M/N heil3t Faktor- bzw. Quotientenmodul oder einfach QuotientAonach V.

Beispiel 2 Seia < R. Der FaktormoduIR/a ist gleich mit dem Faktorrind%/ﬂ.

Definition 1.4 (R-Homomorphismen)
SeienM und N R-Moduln. Eine Abbildung) : M — N heil3t R-Homomorphismus, falls fur alle
x,y € M und fur aller € R gilt:

p(roe+y) =1-d(z) + ¢(y)

Ahnlich wie im letzten Semester verwenden wir die Notatidoin (M, N) fur die Menge derR-
Homomorphismen vol/ nachN.
Weiter definieren wirEndgr(M) := Homp(M, M).

Bemerkung 1.5 SeienM und N zwei R-Moduln. Es gelten

(@) (Hompg(M, N),+) ist abelsche Gruppe durch

Wi, 1) € Homp(M,N)Vz € M: (g +)(x) = p(z) + $(x)
(b) Ist R kommutativ, so isHomg (M, N) ein R-Modul durch:

Vo € Homp(M,N)Vr € RNz e M :  (ry)(z) =r-¢(x)

Anmerkung zu[1.5b
Die gegebene Abbildung muss wieder ein Homomorphismus sein, saialst Es gilt:r- ) (sz) =

re(sz) = rsp(z)
Da R nach Voraussetzung kommutativ ist gilk = sr, somit:rse(x) = s(ry)(z)

Beispiel 3 (K-Vektorrauml” als K[ X]-Modul)
SeienV einK-Vektorraum mitdimk (V) =n € Nund¢ € Endg(V),
dann istV ein K[X]-Modul, via

KX xV — V
(f: aiXi,v> — Zn:aiqﬁi(v)
=0 i=0

mit ¢* ist diei-fache Hinternanderausfiihrung ven

lvgl. L2: Definition 4.6, S.14



Satz 1.6 (Homomorphiesatz)

SeienM und N zweiR-Moduln undy € Hompg (M, N). Es gelten:
(@) Ker(¢) < M undIm(p) < N

(b) ¢ induziert einen Ring-Isomorphismus:

2 Mer(p) — Im(p)
m+ Ker(p) — ¢(m)

Beweis.Wir kennen (a) und (b) fur abelsche Gruppen aus AIg@)rdaher genugt es die Skalarmul-
tiplikation zu zeigen.

zua)zr € Ker(p) = p(rz) =rp(z) =7r-0=0=rz € Ker(p) = Ker(p) < M

Analog folgtIm(yp) < N.

zu b) Esist zu zeigenp € HomR(M/Ker((p),Im(go)) Betrachte

p(r - (m + Ker(p)) = ¢(rm) = - p(m) = rg(M + Ker(p))

Satz 1.7 (Isomorphisatz)
SeiM ein R-Modul undN7, N < M Untermoduln, dann gelten:

M,
. - M
(@) FallsN; < Ny: /N l/N2/N1 N

() N+ N2 = N A

Beweis.Ubungsblatt 1, Aufgabe 4

Definition 1.8 (Komplex, exakte Sequenz)
Seien)M; fur i € N gegebend?-Moduln mity; € Homp(M;, M;+1). Eine Folge / Sequenz

Pi—1 ]
..—>MZ-_11—>MZ'<P—7>MZ’+1—>...

heif3t:
- ein Komplex, falldm(y;—1) C Ker(p;)
- eine exakte Sequenz oder exakt, faltgp; 1) = Ker(y;)

Bemerkung 1.9 SeienM, N zwei R-Moduln undy € Hompg(M, N), weiter bezeichne die Nul-
labbildung.
(a) v ist genau dann injektiv, wenn

0 = M % N eine exakte Sequenz ist.
(b) o ist genau dann surjektiv, wenn

0 . :
M % N = 0 eine exakte Sequenz ist.
(c) Eine Sequenz vaR-Moduln0 — 4 % B Y0 = oist genau dann exakt, wenn gilt:
(i) ¢ istinjektiv und (ii)y ist surjektiv und (iii)Ker(¢) = Im(¢p).

Beweis.zu a)0 — M — N ist exakts Ker(y) = Im(0) = 0 < ¢ ist injektiv.
b) folgt analog. Aus (a) und (b) folgt (c). O

2vgl. L2: Satz 4.8 S.15



Satz 1.10 (Links-exakte Funktoren)
SeienM, N, N; sowieM; R-Moduln. Weiter seiep, ¢, p, p R-Homomorphismen. Es gelten:
a) Ist0 — N; 2 N, £ Ny exakt, dann ist auch

0 — Homp(M, N1) & Hompg(M, N3) 2 Homp(M, N3)

exakt, mit

% : Homp(M,Ny) — Homp(M,Ny)

a — po«

Analog definieren wip.
Sprechweisetlom (M, -) ist ein links-exakter kovarianter Funktor.
b)Ist M5 2 My £ My — 0 exakt, dann ist auch

0 — Hompg(M;, N) & Homp (Mo, N) 2 Homp(Ms, N)

exakt, mit

@:HOHIR(MQ,N) — HOHIR(Mg,N)

a — aoyp

Analog definieren wip.
SprechweiseHompg(+, V) ist ein links-exakter kontravarianter Funktor.

Beweis.zu a)

Es ist zu zeigen, dassinjektiv undKer(p) = Im(p) ist.

Seia € Hompg (M, N1) mit o € Ker(p).

= 0= ¢(a) = ¢(a)

Nach (1.9 a) istp injektiv, also gilta: = 0 und somit ist injektiv.

Sei nuna € Hompg (M, N1). Da0 — N; % Ny £ N3 exakt ist, gilt:p o ¢ = 0. Betrachte:

popla)=plpoa)=popoa=00a=0

Esist alsdm(p) in Ker(p) enthalten. Sei nup € Ker(p) also € Hompg(M, N2) undpo 8 = o.
Betrachte:

p(B)(m) = po B(m) =0 ¥m € M

Nach Voraussetzung gililer(p) = Im(p) also:Im(3) C Im(yp).
Day injektiv ist, gilt insbesondere : N —— I'm(yp).

Betrachte also nup~! : Im(yp) — N; und definierey := ¢! o 3.
Es ist klar, dass ein R-Homomorphismus ist, und somit ist

Pla) =poa=poplopf=4

Somit ist3 € Im(p) womit folgt, dassKer(p) in Im(¢p) enthalten ist. Es folgt, was zu zeigen war
Ker(p) = Im(p). Der Beweis von (b) wird eine Ubungsaufgabe auf einem der kommetudsits-
blatter. 0



Definition 1.11 (Projektive und injektive Moduln)

SeienM, N, I und P R-Moduln. Ein ModulP heif3t projektiv, falls die folgende universelle Abbil-
dungseigenschaft (UAE) gilt:

Fur alle R-Moduln M, N und fir alle surjektiverR-Homomorphismep € Hompg(M, N') sowie fur
alle « € Hompg(P, N) gibt es einen Homomorphismiss Hompg(P, M), so dass gilty o 5 = «.

M d N
Y /
P
Ein Modul I heil3t injektiv, falls die folgende universelle Abbildungseigenschaft (UAE) gilt:

Fuar alle R-Moduln M, N und fur alle injektivenR-Homomorphismerp € Hompg (M, N) sowie fur
alle « € Hompg (N, I): gibtes eing € Homp(M, I), so dass giltj3 o ¢ = a.

MC\—/N

Beispiel 4 SeiP := R® ... ® R ein freier R-Modul , dann istP ein projektiver Modul.
Beweis.Wir habenM, N sowiey, 1), SO dass

M d N
N
P
Wir definierere; := (1,0,...,0), ez :=(0,1,0,...,0) usw.
Die Elemente:; erzeugenP als R-Modul. Wir definieren weitern; := 1 (e;) und wahlen fur jedes

die Urbilder m; zun; untery, also: p(m;) = n;. Definiere nunx dadurch, dass(e;) := m;, und
verwende lineare Fortsetzung. Dann gilto a(e;) = 1(e;) = n; und somitp o a = 7).

Bemerkung 1.12 SeienA, B zwei R-Moduln undy, o zwei R-Homomorphismen.
(a) Seip ein projektiver Modul, dann zerféllt jede exakte Sequenz von der Form:

0—-ALBEA PO

d.h. es exisitert ein € Homp(P, B), so dassp o s = idp
(b) Seil ein injektiver Modul, dann zerfallt jede exakte Sequenz von der Form:

0—1 LN A 2, B—0
d.h. es exisiters € Homp(A, ), so dass o ¢ = id;

Beweis.zu a:
Da die Sequenz exakt ist, igt surjektiv. Nach Definition 1.11 existiert ein mit der geforderten
Eigenschaft.




Der Beweis zu (b) erfolgt analog. O

Anmerkung Nach der ersten Aufgabe vom zweiten Ubungsblatt gilt im Fall§&¥ A @ P und im
Fall(b) A2 T& B

Satz 1.13 SeienVy, No, N3, P sowiel R-Moduln unda, 3 seienR-Homomorphismen.
(a)P ist genau dann projektiv, wenn fir alle kurzen exakten Sequenzen

0—N %N 2Ny =0
auch die Sequenz

0 — Homp(P, N1) % Homp (P, Na) 2> Homp(P, N3) — 0

exakt ist.
(b)I ist genau dann injektiv, wenn fir alle kurzen exakten Sequenzen

0— N3 2 Ny & Ny — 0
auch die Sequenz
0— HOHIR(Nl,I) — HomR(NQ,I) — HOHIR(NS,I) — 0

exakt ist.

Beweis.zu a)

Nach Satz 1.10 geniigt es zu zeigen, dBsprojektiv, bzw. 5 surjektiv ist.Wir beginnen mit der
Voraussetzung, daB projektiver R-Modul ist und wollen zeigen, dagssurjektiv ist. Sei danp €
Hompg(P, N3), dann gibt es) € Hompg(P, N2) mit 0 = . In Satz 1.10 definierten wis(«)) :=
3 o 1. Es folgt unmittelbar die surjektivitit vam. Nun nehmen wig fiir alle exakten Sequenzen

0— Ny — Ny — N3 —0

als surjektiv an, und wollen zeigen, daBsein projektiver R-Modul ist. Wir haben3 : N1 — N
undy : P — N, gegeben. D& surjektiv ist, gibt es) € Homp(P, N2) so dassi(¢) = ¢ = P
projektiv ist. Der Beweis zu (b) verlauft analog. O

Anmerkung Sprechweise fir (alompg (P, ) ist ein exakter Funktor, fall® projektiv ist.

2 Direkte Summen und Produkte

Wir fuhren direkte Summen und Produkte mittels Universeller Abbildungsedetiten ein, da die
UAE auch in anderen Zusammenhangen dieselben sind, die Konstruktiendinekten Summen und
Produkte aber unterschiedlich sind.



Definition 2.1 (Das direkte Produkt)

SeienM/; fir ¢ € I R-Moduln. EinR-Modul M zusammen mit projektionen € Hompg (M, M;) heildt
das direkte Produkt ded/;, falls die folgende universelle Abbildungseigenschatft gilt: Fur ake !
und fir alle R-Moduln N sowie fur allep; € Hompg(V, M;) existiert genau eip € Hompg (N, M),
derart dassr; o 1) = ; fUr alle i € I gilt.

(Notation: [] M;)
iel

Satz 2.2 Das direkte Produkj [ M; existiert und ist bis auf (eindeutige) Isomorphie eindeutig.

Beweis.Es sind zwei Dinge zu zeigen, namlich die Eindeutigkeit und die Existenz. &ginben mit
der Eindeutigkeit. Seien al§d/, ;) und (M’, «}) direkte Produkte.

P
N
M;

Die universelle Abbildungseigenschaft vbhgibt uns die eindeutige Existenz vgne Hompg(M', M)
mit 7; 01 = .. Analog liefert uns die universelle Abbildungseigenschaft ¥6idie eindeutige Exis-
tenz vor)’ € Homp(M, M) mit 7t} o ' = ;.

Es folgen daher die Identitéten o ¢ o ¢/ = 7, o ¢/ = m;

M;

Das obige Diagramm kommutiert fiil,; und+) o ¢’. Nach der universellen Abbildungseigenschaft
von M ist ¢ o )’ = idy;. Also ist)’ injektiv und ) surjektiv. Analog gilt nach der universellen
Abbildungseigenschaft voi!’ v’ o ¢ = id,;. Daher mussery und ¢’ Isomorphismen sein und
somit gilt:

M

M/

M

M

MM

Nach der universellen Abbildungseigenschaft ist der Isomorphismisslzen)M und M’ eindeutig
bestimmt. Die Existenz beweisen wir Konstruktiv und definieren

M =[] M = { (@i)ier | w; € M; }
iel

und
mi M — M

(xi)ier +— x;

7



Die universelle Abbildungseigenschatft ist erfullt, denn mit gegebeReviodul N undy; € Hompg(N, M;)
konstuiere) wie folgt: Sein € N, dann definiere)(n) := ¢;(n));cr. Es qgilt:
mjo(n) =il (pi(n))ier] = gj(n)  Viel

Es folgt, dassrjot) = ¢; ist. Die konstruierte Abbildung ist eindeutig, denn erfiglec Homp (N, M)
die universelle Abbildungseigenschaft (Alsg:o ¢ = ¢;), dann ist fiir allej € I die j-te Kompo-
nente von)’ = ¢, also gilt bereits)’ = ). O

Satz 2.3 (Kriterium fir direkte Summen)
Hier sei R ein - nicht notwendig kommutativer - Ring. Weiter seldnund M; C M firi € I

R-Moduln, mit:
M=) M,
il
Genau dann ist\/ direkte Summe det/;, wenn fiir allej € I der Schnitt vonV/; mit der Summe
uber die restlichen\/; leer ist, also

M=@MeVjel :Mn) M =/{0}
el iel
i#]
Zur Verdeutlichung betrachte folgenden Spezialfall:
M=A4+B=M=A®B< AnB={0}

Beweis.Betrachte

icl il
(mi)icr +— Y m
el

o ist trivialer weise surjektiv. D&~ m; endlich ist, istp auch wohldefiniert. Es gilt:
@ ist Isomorphismus < Ker(p) = {0}
& <fUrmi€Mi:Zmi:0:>mi:0 wm)
icl
& Vjel:M;n> M;={0}
%

,=" Seix € M; N ) M;, dann kdnnen wir: darstellen als

i#j
xr = Z m;

Es gilt

Oz—x—l-Zmi

i#]



Also mussr = 0 sein.

n
,<="1Esgilt: >> m; = 0. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte nach Umsorti€rémz; = 0
i€l =1
Damit haben wir eine Darstellung ven; als

my = —zn:mi EMlﬁzn:Mi
=2 =2

Damit istm; = 0. Setze nun dieses Verfahren induktiv fort, dann folgt fur alle 1,...,n, die
Identitatm,; = 0 O
Bemerkung 2.4 Sei M ein R-Modul und seienpy, ... ,¢, € Endgr(M), die eine Zerlegung der
Eins (idys) bilden, gegeben. Das heil3t:

D pi=idy undgjop; =0 Vi#j
=1

Dann gelten:

(@) piop; = ;
(b) Die Abbildung

mit M; = ; (M) ist R-Isomorphismus.

Beweis.zu (a) betrachte:
n n
pi = pioidy = ;o 0i | =D wiopi=wiow
j=1 j=1
., n gil

zu (b): ¢ ist injektiv, denn fur alle =1, .. gilt
¢(x) =0 = (¢i(x))i=1.n. = wi(z) =0
Betrachte:

v =idy(x) =) pj(z) =0
j=1

Also istz = 0. Weiter ist¢ surjektiv, denn seiem; := ;(y;) € M; vorgegeben, dann setze

x := Y z; und Betrachte:
i=1

¢(x) = (pi(@))iztn = (i | D_9i¥) |i=tm
j=1

i=1...n



a

Satz 2.5 Seien furi € I R-Moduln N; sowie einR-Modul M gegeben undr; : [[N; — N; die
Projektionen nach Definition 2.1, dann gilt:

U Homp(M, [[N:) = []Homg(M, N;)
i€l i€l
¢ — (Tiop)ier

als abelsche Gruppen (bzw. akModuln, falls R kommutativ ist).

Beweis.Die Homomorphieeigenschaft ist klar, gaund aller; Homomorphismen sind.

M ST Zur Injektivitat:
mop N\ /T U(p)=0=>mop=0 Viel
N; Nach der universellen Abbildungseigenschaft gibt es eindeutig
bestimmtess mitm; 0 p = Q Esqgiltp =0Ap=¢p = ¢ =0
M 5 TIN; Zur Surjektivitat:
wi \y /T Gegeben seiefy; );c; mit p; € Hompg(M, N;). Nach der universellen
N; Abbildungseigenschaft gibt es genau @it Hompg (M, Q) N;) mit
(mi © @licr = V(P) = (¢i)ier O

Definition 2.6 (Die direkte Summe, Koprodukt)
Firi € I seienM; gegebend:-Moduln. EinR-Modul M zusammen mit Inklusionepe€ Homp(M;, M)
heif3t direkte Summe oder auch Koprodukt déy, falls die folgende universelle Abbildungseigen-

schaft erfullt ist:
%)

M;

Fur alle R-Moduln N und fur allej; € Homp(M;, N) existiert genau eip € Homp(M, N), so
dassp o g; = §; ist.

Notation: M = @ M;
iel

M

N

Satz 2.7 Die direkte Summe aus Definition 2.6 existiert und ist bis auf eindeutige tphie@indeu-
tig.

Beweis.Zum Nachweis der Eindeutigkeit betrachte den Beweis zu/Satz 2.2 mit ,ustgedrPfei-
len®. Die Existenz beweisen wir wieder konstruktiv. Setze

M = { (73)ier € HMi |fast alle0 = x; € (x;)er }
el
und die natirlichen Inklusionen:
€5 Mj — M
xj = (zj)ier Mitz; =0flri #j

10



Seien eink-Modul N undé; € Homp(N, M;) gegeben.
Wir suchen einp € Hompg (M, N) werlches fur alle € I die Identitaty o £; = ¢; erflllt, d.h.

Viel: (poej(x)))=o((z)j)icr) =d(z;) (1)
Definiere also fum € M mit m = (m;);c; Die Abbildungy wie folgt:
p(m) = @((ma)ier =Y _ 6:(m;)
iel
dann erfiillty Gleichung (1) undp ist eindeutig, da die Elemente der Fofmy);c; ein Erzeugenden-
system vonl/ bilden. Der Wert vorp auf diesen Elementen ist durch (1) vorgeschrieben. O

Folgerung 2.8 SeienMy, ..., M, R-Moduln, dann gilt:

n n
=]
i=1 i=1

unde; o 7; bilden eine Zerlegung der Eir{$d,y, ).

Satz 2.9 Seien fur € I M; und N R-Moduln unde; : @ M; — M, die Inklusionen nach Definition
2.6, dann gilt:

U : Homp(@P M, N) = []Hompg(M;, N)
i€l el
o = (poci)ier
als abelsche Gruppen (bzw. akModuln, falls R kommutativ ist).

Beweis.Sei: 0= ¥ (p) = (¢ oe;);er. Nach der universellen Abbildungseigenschaft gibt es genau ein
@ mit

pogi=pog;=00g=0= p=0
Seieny; € Homp(M;, N) gegeben, dann gibt es nach der universellen Abbildungseigenhgchaif

V(@) = (@ oei)ier = (wi)ier

Definition 2.10 (Freie Moduln, Erzeugendensystem und Basen)
SeiM ein R-Modul mitB C M.
(a) B heil3t Erzeugendensystem v falls

n
VmeM 3by,....by € BIry,... ., €R m=» b
=1

(b) B heil3t frei, falls furr; € R undb; € B qilt:

n
Zribi:() =7r=0 Vi=1.n
=1

(c) B heil3t Basis vor/, falls B ein freies Erzeugendensystem vidrist.
(d) M heil3t freier Modul, fallsM eine Basis hat.

11



Definition 2.11 (Freier Modul Uber einer Menge)
Seil eine Menge. EimR-Modul F; zusammen mi¢ € Abb(1, Fr) heif3t freier Modul ibet, falls
folgende universelle Abbildungseigenschatft gilt:

%)

N A

I

Fr

M

Fir alle R-Moduln M und flr alle§ € Abb(1, M) existiert genau eip € Homp(F;, M), so dass
o e = derflllt ist.

Satz 2.12 Seil eine Menge, dann existiert ein frei&Modul F; tGber I und dieser ist bis auf (ein-
deutige) Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis.Der Nachweis der Eindeutigkeit ist eine Ubungsaufgabe auf dem 2. Blatt.
Zur Existenz definiere

Fy ::@R und e(i) :==e;

i€l
Seien einkR-Modul M mit § € Abb(I, M) gegeben. Es giltF; ist freier Modul, mit Basis
B = {e; |7 € I} und weiter definiertp(e;) := (i) ein eindeutiges mit p o ¢ = 4. O

Bemerkung 2.13 Es gelten:
(@) {ei|i € I} := B aus dem Beweis von Satz 2.12 ist eine Basision
(b) Seien/, J Mengen mitI = 4./, dann gilt: F; = F}. |

Folgerung 2.14 Jeder R-Modul M ist Quotientenmodul eines freien Moduls.

Beweis.
Fp £ M SeiE C M ein Erzeugendensystem vai.
<\ . Betrachte den freien ModWlz UberE. Nach der universellen Abbildungseigenschaft
E gibt esy.Es qgilt: E C Im(¢p). Also isty surjektiv und wir kbnnen den Homomorphie-

satz anwender’FE/Ker(w) = M O

Definition und Satz 2.15 (Lange einer Basis)

(a) SeiM ein freier R-Modul mit BasisB, dann gilt: M & Fy.

(b) SeiR kommutativ undV/ ein endlich erzeugter freieR Modul mit den Basef undB’, dann
gilt: 48 = #B’. Wir nenneri®8 die Lange vons.

Satz 2.16 Sei P ein R-Modul. Genau dann isP projektiv, wennP direkter Summand eines freien
Moduls ist. D.h. es gibt eineR-Modul X, so dassP? @ X =: F' mit einem freien ModuF’ ist.

Beweis.Zur Vereinfachung beweisen wir zunéchst die Behauptung, ddessMiaduln projektiv sind:

SeienF' := @ Rund0 — A — B — C — 0 eine exakte Sequenz vdtrModuln. Wenn wir zeigen
iel
kdnnen, dass
0 — Homp(F, A) — Hompg(F, B) — Homp(F,C) — 0

12



exakt ist, dann ist nach Satz 1.P3projektiv. Es gilt:
HomR(@,A) = H Homp(R, A)

el iinl
analog gilt dies fumB, C, betrachte also:

0 — Hompg(F,A) - Hompg(F,B)— Hompg(F,C)—0
L LI Ll

0 — [] Homg(R,A) — ][ Homg(R, B) — || Homg(R,C) — 0
i€l iel i€l
L L L
0— A — B — C —0

Die Komponenten dieser Sequenz sind gerade wieder die vorgegebgumen3, diese ist aber exakt,
also haben wir die Behauptung bewiesen.

,="1 P ist projektiv daher gibt es mit Folgerung 2.14 einen freieModul F' und hierzu ein surjek-
tivest € Homp(F, P) derart, dass die folgende Sequenz exakt ist

0 — Ker(n) F

Mit Bemerkung 1.12 gibt es ein € Homp(P, F') mit 7 o s = idp. Die Aussage der ersten Aufgabe
vom zweiten Blatt liefert dann:

F = s(P) GB Ker(m) = P EB Ker()

»<=": Nach Voraussetzung igt = P X ein freierR-Modul. SeienM/, N zwei R-Moduln unde, 3
nach Definition gegeben. Betrachte:

M@X - NPX
X /
PP X

Hierbei ist
a: MEX 3 (m,z)— (a(m),idx(x)) € NP X
und 3 analog definiert. Nach der zuvor bewiesenen Behauptung @t X projektiv. Daher gibt es
eing € Homp (P@X, M@X) mit & o ¢ = (3. Definierey wie folgt:
p:PLPPXEMPX T M
pr (p,0) — (¢(p),0) — &(p)
Hierbei ist: die nattrliche Inklusion. Betrachte:

aogpzaoWo@:ﬂodo@:B
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3 Moduln Gber Hauptidealringen

Ab diesem Kapitel (einschlie3lich) bezeichRémmer einen kommutativen Intigritatsring.

Definition und Bemerkung 3.1 (Torsionselement, Torsionsmodul, Annulator)

SeiM ein R-Modul undz € M, dann heif3t...

(a) = Torsionselement, falls es einc R\{0} gibt, so dass - x = 0, gilt.

(b) Ann(z) := {r € R|rz = 0} der Annulator vonz € M.

(€) Mior := { x € M |z ist Torsionselemenjt Torsionsmenge bzw. -modul véh

(d) M torsionsfrei, wenm\,, = {0}

Es gilt: Der Annulator vone € M ist ein Ideal inR, und M, ist ein Untermodul vord/.

Beispiel 5 SeiR = Z, dann istAnn(z) = (n) mitn € N.
Falls = Torsionselement ist, so ist# 0 undn ist die Ordnung vor.

Bemerkung 3.2 SeiM ein R-Modul, dann ist

7. M
M = /Mtor
ein torsionsfreier Modul.

Beweis.Seiz € M ein Torsionselement, dann gibt es eig R\{0} mitr -z =0
Also istrxz € My, firz € M mit z = x + M,,, Damit gibt es aber ein € R\{0} derart, dass
s(rx) = 0 gilt. Also istx € M, und somit muss = 0;; sein. O

Definition und Satz 3.3 (Rang eines freien Moduls)
Sei R ein Hauptidealring (HIR) undV/ ein freier R-Modul. Wir definieren den Rang eines freien
Moduls durch

rg(M) := By mit B, ist Basis vonM

Ist M vom Rangg(M) = m so ist jeder UntermoduN von M vom Rangg(N) =n < m.

Beweis.Wir filhren den Beweis Induktiv Gibév/, und betrachten zunéchst den Spezialfall-€ 0):
M={0}=N={0}=m=n

Induktions Anfang . = 1):

Esgilt: M % R = N < R, alsoN = (a), daR ein Hauptidealring ist.

Esfolgt: N = {0} V N = R. SomitistN ein freier Modul vom Rang =0V n =1
Induktions Schritt{r — 1 ~ m):

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit 8¢idie m-Fache direkte Summe vadR, also

m

M=PR

i=1

Betrachte die folgende exakte Sequenz:

0—

RL@R”—”URHO

m—1 m
i=1 i=1

14



mit ¢ der natdrlichen Inklusion ungl,, der Projektion auf dien-te Komponente. Es gilt:

m—1
Ker(mp,) NN = @RHN
i=1
daher ist
0 — Ker(mm) NN = N ™ 7, (N) =0

auch eine kurze exakte Sequenz. Wir wisBen(m,,,) N N ist freier Modul vom Rangn — 1 und es

gilt ,,,(N) = R oderm,,,(N) = {0}. Ist letzteres der Fall, so ist der Satz bewiesen. Fir den ersten
Fall wissen wir, dass projektiv ist, also istN = R@ Ker(m,) N N und damit istV ein freier
R-Modul vom Rang-g(N) <m O

Anmerkung Satz 3.3 gilt auch fir nicht endlich erzeugte Moduln. Die Voraussetzumgs R ein
Hauptidealring ist haben wir nur im = 1 verwendet. In allen Ringen, in denen der Induktionsanfang
wabhr ist folgt also die Behauptung.

Generalvorausetzunéb jetzt bezeichne? immer einen Hauptidealring (HIR).

Satz 3.4 SeiM ein endlich erzeugteR-Modul. M ist genau dann frei, weni/ torsionsfrei ist.

Beweis.Die Richtung =" ist trivial, da R ein Integritatsring ist. Wir zeigen nur die andere Richtung:
Sei{zy,... ,z,} =: € ein Erzeugendensystem vai, wobei ¢’ := {z1,... ,z,,} C Efirm <n
ein maximal freies System bildet. Fur alte < i < n gibt esr;,r; ; € R mit der Eigenschaft

m
iy = E 'ri,j:vj
J=1

Definierer := 7,41 - ... - r,. Da@ freiist gilt dann fur alle; = 1...n

Und somit ist fur allen € M

Betrachte den folgendeR-Homomorphismus

p: M — énBij
j=1

m = Trm

¢ ist wohldefiniert und es gilter(y) < M,,, = {0} Damit isty injektiv und es ist
Im(p) = M < P R,
j=1
mit Satz 3.3 ist\/ dann ein freietR-Modul. O
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Satz 3.5 SeiM ein endlich erzeugteR-Modul, dann gilt:
M = M, ® F mit einem freien?-Modul F.

Beweis.Betrachte die triviale exakte Sequenz:
OHMtOTLMLMHO

Es gilt nach Bemerkunig 3.2, da3$ := M/Mtor torsionsfrei ist. Mit Satz 314 ist/ dann ein freier

R-Modul und mit Satz 2.16 ist/ dann auch projektiv. Das hei3t es gibt eig@ Hompg (M, M) derart,
dasss o = id,; ist.Nun liefert die erste Aufgabe vom zweiten Ubungsblatt:= M, & s(M).

Setze alsof' := s(M). O

Definition und Bemerkung 3.6 (Rang von Moduln, p-primére Elemente)
SeiM ein endlich erzeugteR-Modul.

(a) Wir definieren Ran@V/) := rg(M) := dimg(M).

(b) Es sepp ein Primeleme&tvon R.

() z € M hei3tp-primér (oderp-primares Element), falls es einc N gibt mit
p¢-x =0y < p¢ C Ann(z)
(i) M,y :={z € M |z istp-primar } ist Untermodul dep-primaren Elemente. 0

Satz 3.7 SeiM = M;,, ein R-Torsionsmodul und bezeichpd’rimelemente ir?, dann gilt:

Bevor wir diesen wichtigen Satz beweisen, zeigen wir zunachst eine Rentgrdie uns den Beweis
von Satz 3.7 vereinfachen wird:

Bemerkung 3.8 SeiM = My, ein R-Torsionsmodul.
(a) Seien(q), (p;) fur i € I paarweise verschiedene Primideale vi@ndann gilt:

Mgy 0 Mg, = {0}
i€l
(b) Seienpy), ..., (pn) paarweise verschiedene Primidealefmdann gilt:

- (a) - -
Ann (Z M(m)) = Ann (@ M(pn) = () Ann(M,))
=1 =1

i=1

(py*) mit Ann(M,,y) = (p5*)

1
€1
1

I

(2

= (

s D)

Beweis.Der Beweis zu (b) ist bereits in der Aussage enthalten, daher zu {@): Se

zeMgn) Mg,

=1

3[L2] Kapittel 2.2:p Primelemen& p unzerlegbar= (p) < R Primideal
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Dann lasst siclry darstellen als

n
xr = Zml mit m; € M(pz)
=1
Somit ist sowohi(¢¢) also auchim) in Ann(x) enthalten, wobein := []p;* mit p;* - m; = 0 gilt.
Da ¢¢ undm nach Voraussetzung teilerfremd sind, ist die Eind\im(x) enthalten und somit folgt
Ann(z) = (1) = RAlsoistz = 0. O

Beweis zu 3.7Seiz € M = M;,, dannist(a) := Ann(z) nicht das Nullideal. Zerlege in Primfak-

toren:
n
i
=1

Hierbei sind diep;’ paarweise verschiedene PrimelelementR.ifrirj = 1,...,n setze nun

dann gilt:ggT (a1, ...,a,) = 1, diea; sind also Teilerfremd, d.h. es gibt, ..., b, € R mit

n
1= Z aibi
=1
Damit folgt
n
T = Z a;b;x
i=1

Es ist zu zeigen, dass, b;z € M,,). Betrachte dazu:

Aus der zuvor bewiesenen Bemerkung 3.8 und dem Satz 2.3 folgt nemdasse Summe eine direkte
Summe ist. O

Anmerkung Sei M ein endlich erzeugtekR-Modul undp Primelelemente ik, dann gilt:

M:F@@M(p)

p<lR

Satz 3.9 Seip ein Primelelement itk und M ein endlich erzeugtes-primarer R-Modul (AlsoM =
M,)-Danngibtegzy,...,z,} =: E C M, sodass\l = P Rz; mit Ann(x;) = (p*) mit eindeutig
bestimmten Exponenten derart, dass< ... < e,.

Auch den Beweis dieses Satzes splitten wir wieder in mehrere Bemerkuaiyen a

Definition und Bemerkung 3.10 (Annulator eines Moduls)
SeiM ein R-Modul mit einem Erzeugendensystém= {z1, ..., z,} C M, dann gilt:

Ann(M) := ﬂ Ann(y) = m Ann(z;)
yeM z,€ER

und Ann (M) hei3t der Annulator voi/.
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Beweis., C" ist trivial, da auf der Linken Seite Uber mehr Ideale geschnitten wird.
L' Sei

re ﬂ Ann(z;)

x,€E

n
Also ist fur alle; = 1...n das Produkt - z; Null. Sei nuny € M mity = ) r;z; Dann folgt

i=1
n
r-y:r-mei mitr; € R
i=1
n
Esqilt: >~ r; - 7 - 2; = 0 und somitr € Ann(x) O
i=1

Bemerkung 3.11 SeiM ein endlich erzeugteR-Torsionsmodul, alsd/ = M;,, und(a) := Ann(M)

n
mita = ] p;* mit paarweise verschiedenen Primelementgmiann gelten:
=1

(a) M = e_alM(Pz) undAnn(M(pi)) = (pfi)
(b) Es gibfeiny € M derart, dassAnn(M) = Ann(y) gilt.

Beweis.Teil (a) folgt aus Satz 3|5 und Bemerkung 3.8 b.

Zu (b):

Sei{zy,...,z,} =: E C M ein Erzeugendensystem van. Wir wollen zunéchst annehmen, dass
fur ein Primelelemeng ein ¢g-priméarer Modul ist. Nach Bemerkung 3/10 gilt:

n

Ann(M) = ﬂ Ann(z;) = ﬂ(qei) mit Ann(z;) = (¢*)
i=1 i=1

Seie; =217, {e;}, dann gilt:

n

((¢*) = (b)) = Ann(z))

=1

Wir lassen nun die Annahme, daks ¢-primér sei, fallen, und betrachten den allgemeinen Fall:
Nach (a) gilt:

M = Mgy,
=1

Im Speziallfall haben wir gezeigt, dass es fur alie 1...n einy; € M,,) gibt, so dass die Behauptung
Ann(y;) = Ann(M,,) = (p§') gilt. Setzey := 3 y;, dannistAnn(y) = (pi*-...-pi*) = Ann(M)
i=1
O

Anmerkung Sei M eine abelsche Gruppe, dann #stn (M) die kleinste natirliche Zahl, die jedes
Element aus der Gruppe annuliert (,Exponent vidt)

BeispieIZ/(p) X Z/(q) X Z/(qg) hat Annulator(pq?)
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Definition und Bemerkung 3.12 SeiM ein endlich erzeugtes-primarer R-Modul, wir definieren:

My ={zxeM|p-z=0}

Es qilt: M, ist einR/(p)—Vektorraum endlicher Dimension.

Beweis.Die MengeM,, ist ein R/(p)—ModuI, denn(p) operiert trivial aufi,. Es ist klar, das$/,

ein Vektorraum ist, denftyp) ist ein Primideal, hi@ralso auch ein Maximalideal und somit i@,t/(p)
ein Korper. O

Beispiel 6 SeiM := P R/(pei) = P Rz; mit Ann(x;) = (p®), dann ist
=1 i=1

M, = G_?R-pei1 ST = dimR/(p)(Mp) =n

Bemerkung 3.13 SeiM ein endlich erzeugtes-primarer R-Modul. Es gelten:
(a) Die Aussage: € M undy € Rz ist dquivalent ztAnn(z) = Ann(y)
(b) IstAnn(M) = (p) dannistM = M, und dann gibt e§z;,... ,z,} € M mit

i=1

(c) Seiz € M mit Ann(z) = Ann(M) undy € M/va dann gibt es eiy € § = y + Rx so dass
Ann(y) = Ann(y)
(d) Seiz € M mit Ann(z) = Ann(M ), dann gilt:

. M T
lelR/(p)[( /R.I‘)p] = dlmR/(p)(Mp) -1

Beweis.Zu (a): ,=" ist trivial. Fur die Gegenrichtung séinn(z) = (p¢) Es gilt:
y=r-x=p* c-xmitp,c Teilerfremd undz > 0, also gibt es;, v € R, so dass

1=up®+vece v =upec+ver & x = vex

damit gilt: Ann(y) = (p° %) = a=0= y = ¢z und somit= vy = vex = vy = = = € Ry
Es folgt die Gleichheit vorRx und Ry

Zu (b): Wir machen zur Vereinfachung eine Vorbemerkung:

SeienN < M, x € M\ N, dann gilt:

N+Rx:N@Rx§M

Beweis.

_ [ {0}
NﬁR:r—{ Rymity € Re Ay #0

Nach Voraussetzung gilinn(M ) = (p) alsoAnn(z) = (p) = Ann(y). Aus (a) folgt nun
Rz = Ry < N also istz € N Da dies ein offensichtlicher Widerspruch ist folgé: " Rz = {0}

4vgl. [L2] Kapitel Il §5

19



Und unsere Vorbemerkung ist bewiesen.
Sei nun{yi,... ,ym} =: E ein Erzeugendensystem vad. SetzeM; := Ry, und furi = 2..m

setze:
M —— M;_, falls Yi € M
T My + Ry fallsy; & My

Nach der Vorbemerkung gilt dann fir< m:

M = é M; = é Ry;
=1 =1
Fur den Beweis von (c) sgi € i beliebig aber fest gewahlt, dann gelten:
Ann(z) = Ann(M) = (p') und Ann(7) = (p°) sowie Ann(y) = (p®) mita,b < t unda < b
Betrachtep® - 7 = 0 alsop® - y = p°® - ¢ - « mit zup Teilerfremdenrt also(p, c) = 1. Weiter gilt:
a—bts

O:pa_b.pb.y:p .c-x

= t=a—-b+st—a=s—-b>0= s>b
= 0=p"(y—p* ") cx

Definiere nuny := y — p*~% - ¢- 2 Dannistj € 3 und es gilt:Ann(j) = Ann(%)
Zu (d): SeiAnn(z) = (pt), dann gilt:

B A~
(W) 2 S it € My un Aunta)
=1

Wahle nun firr alle Elementer; € M mit Ann(z;) = (p) nach Teil (c) und definierg, := p'~'x
dannistAnn(xg) = (p). Es gilt:

M, =" Rz, (1)
=0
denn sein € M, dann ist

m=m+ Rr € (M/Rx)
p
n n
éﬁLzZm-mimzZm-mi—l—r-x
i=1 i=1

n
:O:p-m:Zri~p-xi+p~r-x

i=1
=0=p-r-zmitr=p°-csodassp,c) = (1)
=0=c-pHor=r=cp e

sr.z=r-ptx=¢ . xofurr € R

Nach (b) ist die Summe (1) direkt, also gilt:
Mp = @ in
=0
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Anmerkung Seix ein Torsionselement voi/, dann betrachte deR-Hom.

p:R — Rx

(A

Es gilty ist surjektiv undKer(p) = Ann(z).
Nach dem Homomorphiesatz gilt also:

Ry = R/Ann(a?)

Wir fassen nun die soeben gemachten Bemerkungen zusammen und kdnrfeatz 3.9 beweisen:

Satz 3.9 Seip ein Primelement iz und M ein endlich erzeugtes-primarer R-Modul (M = M,)).
Dann gibt es eine Erzeugendenmefge, . . . ,x,} =: £ C M,sodassV = @ Rz; mitAnn(z;) =
(p®) mit eindeutig bestimmten Exponenten derart, dass ... < e,.

Beweis.Es sind noch Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen. Fir die Existenz gesalg

MZ@RJJZ

zu zeigen. Dies werden wir induktiv Uber= dimR/( )(Mp) tun. Fur den Induktionsanfari@ = 0)
p

gilt: M = {0}, denn sonst gibt €8 # = € M mit Ann(z) = (p®) Also 0 # p*~! .z € M, Dies ist
ein Widerspruch, da die Dimension 0 ist. Es gilt also:

0
M=F o
i=0
Fur den Induktions-Schritt, — 1 ~ n) wahlez € M mit Ann(z) = Ann(M). Nach Bemerkung
(b) gilt dann:
7 (p) P 7 (p)

Also gibt eszy,... ,Z,, € M/Rx derart, dass

M/Ra: = @ Ra;
i=1
Waéhle nun nach Bemerkung 3.13 (c) Vertretee z; mit Ann(z;) = Ann(z;) furallei =1,... ,m.

Wir Behaupten, dass dann gilt:

M:Ra:énBR:ci

i=1
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m
Beweis. Sein € M = m = m + Rz = ) r;z; Wir kbnnen nunm schreiben als:
=1

m
m=rr+ E riT;
1=i

Diese Summe ist direkt, denn betrachte:

m m
0= 7“.%4—27”1'1'1' =0= Z?“Z'{i'i
i=1 =1

= Vi=1,....m r;z;=0

= Vi=1,...,m r; € Ann(z;) = Ann(x;)
= Vi=1,...,m rx;=0

= rz=0

Zum Nachweis der Eindeutigkeit betrachte:

M = @R:pi mit Ann(z;) = (p%) Vi=1,...,n
i=1

Die auftretenden Exponentensind eindeutig Bestimmtmit < e; < ... < e, < oo, denn betrachte
firee N

n n
pM =D Rp‘wi = P Rp‘ei (%)
=1 Eii:>1€

Die Anzahl der Summanden ungleich Null(i) ist gleich der Anzahl der Elemente in
D := {e;|e; > e }. Fur D gilt aber:

D = dimg ((6°1),)

Bemerke, dass die Dimension v@p“ M), als R/p -Vektorraum ausschlief3lich vofi/ abhangt,
daher hangen auch dig ausschlie3lich vod/ ab, und sind daher eindeutig bestimmt. O

Satz 3.14 (Hauptsatz tber endlich erzeugte Moduln Uber Hauptidealringen)
SeiM ein endlich erzeugteR-Modul. Dann gibt es € N undz; ; € M mit der Eigenschatft:

M = RréénéR$i,j

i=1 j=1

wobei fur allei gilt: Vj = 1..m; Ann(z;j) = (p;"’) mite;; < ... < e, und diep; sind
paarweise nicht Assozierte PrimelementeiinWeiter sind die;; ; eindeutig bestimmt.

Beweis.Die Arbeit fur diesen Beweis haben wir schon geleistet: In Satz 3.5 habegereigt, dass
Moduln Gber Hauptidealringen in einen Freien und einen Torsionsmodallea. Dass wir Torsions-
moduln als direkte Summe val(,,y schreiben kdnnen ist die Aussage von Satz 3.7 und im Satz 3.9
haben wir gezeigt, dagsprimare Moduln als direkte Summe geschrieben werden kénnen. O
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Variante zu 3.14
Es gibt eindeutig bestimmig € R mit ¢1|qg2| . . . |¢:, SO dass

G:?R/(Qi)

Der Beweis, dass dies wirklich eine Variante zu 3.14 ist, war eine Ubufugsaa

M

12

Als Folgerungen erhalten wir nun einige schon bekannte Aussagenrdésdolgt der Hauptsatz
Uber endlich erzeugte abelsche Gruppen, den wir in Algebra | nictiebewhaben:

Folgerung 3.15 (Hauptsatz tber endlich erzeugte abelsche Gruppen)
SeiG eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, dann gibt es eindeutig besgmmbemit ¢;|g;+1, SO

dass .
~ 7
¢ =D )
i=1
Beweis.Dieser Satz ist ein Spezialfall von Satz 3.14 Rit Z. O

Folgerung 3.16 (Allgemeine Jordansche Normalform)

Sei K ein Kdrper undV ein K-Vektorraum mitdimg (V) < oco. Weiter seienp € Endg (V) ein
K-linearer Endomorphismus unf(X) € K|[X]| das Minimalpolynom zy. Da K[X] ein Haupt-
idealring ist, faktorisieref (X):

70) = [[m(x)
=1

mit paarweise normierten Primpolynomen der Form:

d;
pi(X) =[] i X7
j=0

Setze:
0 0 —Ci0
1 0 —Ci71
Bi = 01
1 0 _Cz‘,di,g
0 1 —¢ig,,
Dann gibt es eine BasB vonV'. Ferner gibtes, ... ,t, € N sowiee; ; € N, so dassp bezuglich

der Basis®B die folgende Form hat:
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mit

Hierbei ist D; ; von der folgenden Form:

B

1 BZ

- 5

Der Block B; wird genaue; j-mal wiederholtinD; ;. Im Spezialfall = K ist K bereits algebraisch
abgeschlossen, daher gifi; = x — a; und somit istB; = (a;) € Mat(1,1)

Beweis.V ist ein endlich erzeugtek [ X ]-Torsionsmodul, also gilt nach dem Hauptsatz 3.14:
n
V=@
=1

mit V; ist p;-primérer Modul. Diese Zerlegung liefert die Verteilung dgr Weiter gilt:

mit Ann(V; ;) = (p;*’). Diese Zerlegung liefert di®; ;. U
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Kapitel I

Zahlringe (1)

4 ganze Zahlen

In diesem Kapitel werden wir ganze Zahlen in Ringen betrachten. Hierdreien wir viele Parallelen
zu den ,algebraischen Zahlen* aus Algebra | feststellen. Beispielediilrifige zu Korpern sind:

Korper | ganze Zahlen

Q zZ
K(X) | K[X] |
Q(¢n) Al mit ¢, := et
Achtung: Im Allgemeinen gilt nicht:

QWd) | zZ[Vd mitd € Z

Definition 4.1 (Zahlkorper)
Jede endliche Korpererweiterung (KpErw.) v@rheil3t Zahlkérper.

Bemerkung 4.2 Sei L/ K endliche Galois-Erweiterung un® C L ein Teilring in L, so dass fur
alle 0 € Homg (L, K) gilt o(B) = B mit einem algebraische AbschluASvon K. Dann hat das
Minimalpolynom von jedem € B Koeffizienten ilB N K.

Beweis.Betrachte die Mengd.o(a) |0 € Homg (L, K)} = {a =: oy, ... ,a, }. Dann gilt fur das
Zu « gehorige Minimalpolynorny,, die Zerlegung

n

00 = TIOC - ) = Y ey
=0

i=1

Es gilt: ¢; € LG(/K) = K aber auch; € B, denn allea; sind Elemente aus, dac(B) = B,
daher gilt fr allej = 1...n, dass die;; Elemente von3 N K sind 0

Die Bemerkung 4.2 fiihrt uns auf die Aussage, dass ganze Element& dinimalpolynome in
(B N K)[X] haben sollten, wen® die ganzen Zahlen voh sind.

Erinnerung (algebraische Zahlen)
SeiL/K eine Korpererweiterung und € L, dann heif3tv algebraisch, wenn es ein normiertes Poly-
nom f(X) € K[X] mit f(a) = 0 gibt.
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Definition 4.3 (ganzes Element, ganz abgeschlossen, ganze Erweiterung)

Sei A ein Ring undB ein Erweiterungsring zul (A C B). Ein Elementx € B heif3t ganz Ube#,

wenn es ein normiertes Polynof(lX) € A[X]| mit f(«) = 0 gibt.

Die Menged = { a € B|a ganz (iberd } heilkt ganz abgeschlossen bzw. der ganze Abschluss von
Ain B. Die ErweiterungB O A (bzw.B/A) heil3t ganz, wenn jedes< B ganz uberA ist.

Anmerkung A priori ist nicht klar, obA ein Ring ist.

Erinnerung (algebraische Zahlen)

Sei L/ K eine Korpererweiterung dann sind die folgenden Aussagen aquivalen
(1) Das Element: € L ist algebraisch tbek

(2) K(o)/ K ist eine endliche Kdrpererweiterung

(3) Es gibt eine endliche Korpererweiterufig X mit der Eigenschaft, dass < T liegt.
Analoge Aquivalenzen fur ganze Elemente folgern wir in Satz 4.5.

Generalvoraussetzung/ir betrachten nun nurnoch kommutative Ringe.

Bemerkung 4.4 (Gramsche Regel / Laplacescher Entwicklungssatz)

SeiA ein Ring undM := (m;;) € Mat4(n,n) eine Matrix. Die zuM/ adjungierte Matrix

M* = (m};) € Mata(n,n) hat Eintragem;; = det(M"), wobeiM* = M ohnei-te Spalte und
j-te Zeileist. Es giltM - M* = M* - M = det(M) - I,,, wobeil,, dien x n Einheitsmatrix ist.

Beweis.Der Beweis dieser Regel Uber Ringen ist Wortlich der gleiche, wie dedeuknearen Al-
gebra bekannte Beweis Uber Korpern.

Definition und Satz 4.5 (Treuer Modul)

SeiA ein Ring undB ein Erweiterungsring zul. Sei weiteto € B. Es sind aquivalent:
() «istganz tberd

(if) Alco] ist endlich erzeugted-Modul

(iii) Es gibt einen endlich erzeugtefrModul T' C B, der treuerA[«]-Modul ist, d.h.

e T CT

e 2T =0mitx € Ala] = 2=0
(Ann ) (T) = (0))

Beweis.per Ringschluss:
(1) = (iD)"
n .
Nach Voraussetzung istganz iberd also gibt es ein normiertes PolynoffX ) = > ¢, X' € A[X]
i=0
derart, dasg'(«) = 0 ist. Also kdnnen wir die:-te Potenz vorv schreiben als

Q"= —(ch_1-a" 4. 4 )
und somit ist )
Ala] = Z Aot
i=0
ein endlich erzeugteA-Modul.
L(11) = (iii)"

26



Setzel := Ala], dann ist nach Voraussetzung klar, dédssndlich erzeugt ist.
Zur Treuheit: Es giltl € T, also folgt austT = 0 insbesondere - 1 =z =0

L) = ()"

Nach Voraussetzung it ein endlich erzeugter treuei-Modul, also

n
T =Y At;mitty,... t, €T
=1

Es gilt: o' C T also

n
atj = Zmijti mit m;j € A
=1
SetzeM := (m;;) € Mat 4(n,n) und betrachte:

mii Mp1 t oty « t

Min Mpn tn at, o tn
Setze nurD := («- I, — M) - t = 0 mit ¢t := (¢;);=1.. ,Nach Bemerkung 4.4 gilt:
0=D"-D-t=det(D)-I, -t =det(D) -t
DaT nach Voraussetzung treu ist, giliet(D) = 0. Setzef (X)) := det(X - I,, — M) € A[X], dann

ist f(X) normiert und erfulltf (a) = 0 O
Folgerung 4.6 SeienA C B Ringe undv;y, ... ,«,, € B seien ganz tbed, dann ist

Ala, ... ,a,] C B eine ganze Ringerweiterung vehund istAfag, . .. , o] als A-Modul endlich
erzeugt.

Beweis.Induktiv Ubern:

Den Induktionsanfang béh = 1) haben wir in Satz 4/5 gezeigt. Wir betrachten nun den Induktions-
schritt(n — 1 ~ n)

Nach Annahme ist” := Aoy, ... , ay,—1] €in endlich erzeugteA-Modul den wir auch durch

oS
i=1

m .
darstellen kdnnen. Weiter ist[o,] = > A«d, ein endlich erzeugted-Modul. Insbesondere ist
=1

m
amtl = Zaj ol mita; € A
i=1

Es gilt:

A, ] = Tlaa] = (z Am) 0l =303 At
=1 =1 i=1
ist ein endlich erzeugted-Modul.
Seif € Ala, ... ,a,] und wahleT wie in Satz 4.5 (iii) als4[ay, . .. ,a,] dann gilt: 57 C T, und
T isttreu, dal € T ist. Nach Satz 4.5 ist dann ganz tbed. O
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Folgerung 4.7 SeienA C B C C Ringe, dann gilt: Die Ringerweiterung/A ist genau dann ganz,
wenn sowoh'/ B als auchB/A ganze Ringerweiterungen sind.

Beweis.Die Richtung =" ist trivial. Zum Beweis der gegenrichtung seic C. Es gibt dann ein
normiertes Polynonf(X) = Y ;X € B[X] mit f(a) = 0. Nach Folgerung 4.6 ist[by, . .. , by]
=0

als A-Modul endlich erzeugt_ijbeﬁ. Somit ist wegenf auchAlby, ... , b,, o] endlich erzeugt Uber
A. Mit SatzZ 4.5 folgt sofort, dass ganz lberA ist. O

Satz 4.8 SeienB/A (also A C B) Ringe, dann gilt:
A:={acBlaganzibed} C B
ist ein Ring und jedes € B, das ganz libed ist, liegt bereits inA.

Beweis.A ist ein Teilring vonB, denn seiem, 3 € A dann folgt mit Folgerung 4.6, dasKa, (3] eine
ganze Ringerweiterung vaA ist. Daher gilta — 5, + B,a - 8 € Ala, (] sind ganz uber, und
somit in A enthalten.

Bemerke:l € A, dennf(X) := X — 1 hat Eigenschaff (1) = 0.

Seia € B ganz Uibetd dann gilt mit Folgerung 417, dassganz iiberA ist. Somit liegt auchy € A
und der Satz ist bewiesen. O

Definition 4.9 (Normalisierung, Ring der ganzen Zahlen, ganz abgeschlossedrajtrai)
SeiL ein Kérper undA C L ein Teilring vonL.

Ap :={z € L|zistganz Uber }

heif3t die Normalisierung vod in L, die ganz abgeschlossene Hille bzw. der ganze Abschlus$ von
in L. Wie in Satz 4.8 bewiesen i, ein Ring.

SeiL ein Zahlkorper (d.h[L : Q] < o), dann heiZ , (Alternative NotationD ) Ring der ganzen
Zahlen vonL.

Sei A ein Integritatsring (IB), dann heil3fl ganz abgeschlossen, weahganz abgeschlossen in
Quot(A) =: K ist, also wenmd i = A gilt.

Sei A ein faktorieller Ring (ZPE), genau dann heif3e A quadratfrei, wenn in der Primfaktorzerle-
gung vory Uber A keine Primzahl mehrfach vorkommt.

Beispiel 7 Seid € Z\{0, 1} weiter seid quadratfrei. Betrachtd. := Q(v/d). Es gilt

ZIVd) fallsd=2,3(4)
Ly =91 = { 7 [HT\/&} fallsd=1 (4)

Satz 4.10 Faktorielle Ringe sind ganz abgeschlossen.

Beweis.Sei A ein faktorieller Ring (ZPE) und bezeichd¢é := Quot(A) den Quotientenkdrper von
A. Weiter seiy = % € K ein Element mib, c € A, so dasggT (b, c) = 1 ist. Nimm an, dasg ganz
uberA ist, d.h. fura; € A qilt:

0= yn 4 an—lyn_l
pn bn—l

<~ 0:7+an_17+...+a0
C

Cnfl

+...+a1yt+ao

s 0=b"+c- 0"t a" .+ boa 4 Cag
& = —c- (an_lbnil—i-...—l-cnflao)
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Daher istc notwendig eine Einheit il und somit musg in A liegen. O

Bemerkung 4.11 Sei A ein ganz abgeschlossener Integritatsring udd= Quot(A) sein Quotien-
tenkorper. Weiter s ein algebraischer Abschluss Ziundy € K ein Element. Es gilty ist genau
dann ganz ubed, wenn das Minimalpolynonj, zuy Koeffizienten im4 hat.

Beweis.Nach Voraussetzung hat das Minimalpolynomyzoeffizienten inA. Es geltenif, (y) = 0
und f,(X) € A[X]ist normiert. Nach Voraussetzung ishun ganz tibed daher gibt es ein normier-
tes Polynony € A[X] mit g(y) = 0. Seif,(X) € K[X] das Minimalpolynom zy, dann teiltf, das
Polynomg, denng € A[X] C K[X]. Betrachte die Meng&/ = { o(y) |c € Homg (K (y), K) } der
Konjugierten vony. Alle z € M sind Nullstellen vory, da es Nullstellen vorf, sind. Daher folgt,
dass aller(y) ganz sind, denn séf := Homg (K (y), K), dann

fy(X)=[[(X —0o(y) €e KIX]NBIX] mitB = Ay,
ceG

Da A ganz abgeschlossen st folgt: f, (X) € A[X]. O

Satz 4.12 Sei A ein Integritatsring,K := Quot(A) sein Quotientenkdrper sowie/ K eine endliche
Kdrpererweiterung und3 := Ay, dann gelten:

(a) Jedesgy € L lasst sich schreiben alg= g mitb € Bunda € A.
Insbesondere ist = Quot(B)

(b) B istganz abgeschlossen
(c) Ist A ganz abgeschlossen, dann gdth K = A

(d) Ist L/K galoisch, dannist'(B) = Bfur alle o € Gal(L/K) und,
falls A ganz abgeschlossen ist, dann git2l(L/K) = A

Beweis.
zua) Seiy € Lund f(X) = Y a;2* € K[X] das Minimalpolynom vory. Nach Voraussetzung
i=1

ist K = Quot(A) also gilta,, = 1,a; = ‘CL mit b;,¢; € Afuri = 1,...,n und somit folgt
n—1

oot gl + % Definiere nure = 1:[1 c; Dann ist

0= (cy)" + czZ—j(cy)”—l +...+ c”’;—g und somit istcy ist ganz Uiber4, das heil3ty = b fir

b € B und somit gilty = ©

C

0=9y"+

zu b) Bereits bewiesen in Satz 4.8

zuc) ,Cc“:Seix € BNK < x € Bganz Ubed undz € K.
Da A nach Vor. ganz abgeschlosser#nist gilt aberix € A = A
D" Seire Aganz= re Kundz € Ak CB=x€ KNB

zu d) Seib € B gegeben und € Gal(L/K) und weiter seiy(X) € A[X] ein normiertes Polynom
mit Nullstelled, alsog(b) = 0
= 0=0(0) = a(g(b)) = g(o(b))
= o(b)€B = o0(B)C B = B=o0"1(0(B)) Co !(B)
Sei nunA ganz abgeschlossen, dann gilt:
BGal(L/K) — B mLGal(L/K) —=BNK=A O
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Satz 4.13 (Elementarteilersatz)
SeiR ein Hauptidealring und” ein freier R-Modul von endlichem Rang. Sei weitef C F' ein R-

Untermodul vor¥', dann gibt es eine Bas® vonF' mitey, ... ,e, € Bundesgibtiy,... ,a, € R,
so dass

(i) M die Basis{ajeq,... ,amen} hat.

(i) a1]...|am

Die Folge der Idealda;) O (az) D

. 2 (ay,) ist eindeutig.

Beweis.Die Eindeutigkeit folgt aus dem Hauptsatz tber endlich erzeugte Mod@nHiduptideal-
ringen (Satz 3.14). Zum Beweis der Existenz{dgi ... ,b,} =: B’ C F Basis vonF'. Betrachte die
Koordinatenfunktion

ki: F — R

E ribj — 1

j=1
Far allei ist k; € Homp(F, R) ein Homomorphismus. Betrachte die Abbildung

Hompg(F,R) — {ala <R}
A — AMM) <R

Wahle \; € Hompg(F, R) maximal in dem Sinn, dass aus(M) C u(M) stetsh; = p folgt.
Benenne\; (M) =: (a1) # (0) falls M # (0). Es gibt einz; € M mit der Eigenschaft\; (z1) = a1
Fur alled € Homp(F, R) ist \(x1) € (a1), denn sonst gelte

(y) = (M(z1),(a1)) 2 (a1) und somit lieBe sicly darstellen aly) = rA(z1) + say mitr,s € R
Definiere := rA 4+ sA; dann ist\(xz;) = y und somit ist\(M) nicht in A\; (M) enthalten. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Maximalitat von.

Insbesondere liegt fur alle= 1,...,n x;(z1) wieder in(a;). Es folgt, dass alle Koordinaten von
x1 beziglich®®’ durcha; teilbar sind, also gibt es; € F' mit der Eigenschaft;e; = x;. Es gilt:

F = Re; @ Ker(A1), denn
1. Re;t NKer(A1) ={aei|a€ RAAX(ae1) =0} = (0), denn
M(aer) = 0= 0= A aare1) = aX(z1) =a-a;

2. Seix € F sofolgt:
/\1(% — )\1(1’)61) = )\1(56) - )\1()\1(:6)61) = /\1(%) - /\1(%) -1=0
denna1 = )\(IL‘l) = )\1(@161) = al)\l (61)

Bezeichnel, := Ker(\;) und M; := M N Fy, dann gilt:

Rey@PMi =M CF=Re@PF
Fahre nun induktiv fort, dies ist méglich, dg(M;) = rg(M) — 1 ausserdem giltA € Hompg(Fy, R)

alsoA(M;) C (a1), denn sonst gelte mit € M;: (y) = (a1, A(m)) 2 (a1). Damit lieRe sichy aber

darstellen alg = ra; + sA(m) mitr, s € R Betrachte nun die Abbildung:
5\ . R€1 @ F1 — R1
ae1 +b — ra+ sA(b)

Es gelte\(aje; +m) = ra; + sA(m) = y und somit\(M) 2 (a;)

Dies ist aber ein Widerspruch zur Maximalitéat van O
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5 ldeale und die Diskriminante

Motivation Im Allgemeinen ist der Ring der ganzen Zahlen eines Zahlkorpers keiorfaker Ring.

Beispiel 8 L := Q(v/-5) Esgilt: —5 =3 (4) = O = Z[V/-5]

Betrachte6 = 2-3 = (1 —/=5) - (1 ++/=5) Esgilt: 2 und3 sind nicht zu1 — /=5), (14 +v/—5)
assoziert. Ausserdem sid3, (1 — /=5), (1 + +/=5) unzerlegbar irZ[\/—5]. Damit ist der Ring
Z[\/-5] nicht faktoriell.

Ziel ist zu zeigen, dasB;, die ,eindeutige Primideédktorisierung" gilt.

Satz 5.1 Seip # 2 eine Primzahl. Genau dann gibt es natlrliche Zahdeh mit der Eigenschaft
p=a’®+b% wennp =1 (4) ist.

Satz 5.2 (Eigenschaften vo# [i])

(@) Z[i) miti? = —1 ist der Ring der ganzen Zahlen v@{)

(b) Z[i] ist euklidisch und somit faktoriell

(c) Z[i]* = {1, i}

(d) Die Primelemente vofi[i] sind (bis auf assozierte) die folgenden:

e 1+
s a+ibmita® 4 b> = p(prim) € Z mitp = 1 (4) unda > |b| > 0
* p(prim)e Z mitp =3 (4)

Beweis.
zua) i = /—1und—1 = 3 (4). Somit ist (a) ein Spezialfall von Aufgabe 1 des 4. Ubungsblattes.

zu b) Aus Algebra | ist bekannt, dagi| euklidisch ist bezuglich
N:Z[i]>a+ibr— a®>+b* €N

zuc) Esgilt: N(zy) = N(z) - N(y). Seix = a + ib € Z[i]*, dann gibt es eig € Z[i|* mit 1 = zy.
BetrachteN (1) = 1 = N(z)N(y)
= N(z)=a>+b* = 1.

zu d) Beh. 1:Seip eine Primzahl ir. Es gilt: —1 ist Quadrat inf;, < p=1 (4)
Beweis.IF), = Z(p — 1)Z und damit ist-1 genau dann ein Quadratlif, wenn es ein: € Iy,
mit Ord(x) = 4 gibt. D.h. genau dann, wenfi(p — 1) A

Beh. 2:Seia eine ganze Zahl, dann gili2 = 0,1 (4)

Beweis.Seip=1(4) = Jz e F;:2>+1=0

= 3y ey +1=0(p) = pl(y* +1) = (y +i)(y —19) € Z[1]

= pistkein Primelement vofd[i], denn + % ¢ Z]1] A
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Seip kein Primelement itZ[i]| = p =« - § € Z[i| mit o, 5 ¢ Z[i]* Es qilt:

N(p) =p? = N(a)N(B) = p= N(a) mita = a +ib

= N()=a’>+b* = p=1,2 (4)

=p=2Vp=1(4)

2= (14i)(1—i)Esgilt:1 —i=—i(1+1)

Seip = 3 (4) = pist Primelement.

Seip =1 (4) = pist kein Primelement und = a + ib mitp = o - B undp = a® + v? O

Definition 5.3 (Summen und Produkte von Idealen)
SeiR ein Ring undl, J < R Ideale. Wir definieren genau wie in Algebra |

e [-J:={>Yzi-yi|lzieINy;e JAneN}
i=1

I+J:={J)={ay|leielNy €J}
e [":=1-...-1 n-mal
e I, J heiRen Teilerfremd, fall + J = R

Beispiel 9 R =Z
(a) - (b) = (ab), (a) + (b) = (9gT(a,b)), (a) N (b) = (kgV(a,b))

Anmerkung Sei R ein Ring mit Idealen, J < R, danngqilt.tINnJ D> 1 -J

Bemerkung 5.4 SeiR ein Ring mit Idealed, J, P, Q < R dann gelten:
(@) FallsI +J = Rgilt,folgtI - J=1InNJ
(b) P, Q prim mit P ist Maximalideal und? & P, dann sindP, Q Teilerfremd.

Beweis.Zunéachst zu Teil (b). Es gilP & P + Q. Da P ein Maximalideal ist, folgtP + Q = R

Fur den Teil (a) ist die InklusionG* trivial, die andere Inklusion ist auch klar, denn aug- J = R
folgt, dass es eir € I und einy € J gibt, so dasd = = + y. Sei nunz € I N J dann gilt
z=z-1l=zx+zycl-J O

Definition 5.5 (eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft)

Sei R ein Ring, dann haik die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft (EIFE), falls sich jedes
Ideal I mit (o) # I < R auf bis auf die Reihenfolge eindeutige Art als Produkt von Primide&len
schreiben lasst. (D.HW. =P, -...- P)

Beispiel 10 (Algebra l)
Jeder Hauptidealring? hat die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft, denn seir, dann gilt

n
a=¢- pri mit e € R* undp; paarweise nicht assozierte Primelemente
=1

Daraus folgt unmittelbar eine bis auf Reihenfolge Eindeutige Zerlegung:

(a) = (p1)" - ... (pn)

Satz 5.6 Sei A ein Hauptidealring mitK := Quot(A). SeiL eine endliche separable Erweiterung
von K, dann hatA4;, die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschatft.
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Diesen wichtigen Satz kdnnen wir noch nicht beweisen, aber wir werdéfoigenden zeigen, dass
ein kleinerer Ring alsi;, nichtdie eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft besitzt.

Beispiel 11 Der RingZ[+/5] hat die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschatft nicht
Bezeichnd. := Q(+/5), dann gilt:

Aus Grinden der Lesbarkeit fiihren wir die Notatipwie goldener Schnitttir % ein. Wir wollen
nun ein Gegenbeispiel konstruieren. Wir suchen also ein Ideal, wedittegichtbis auf die Reihen-
folge eindeutig in Primideale zerlegen lasst.

Behauptung 1 Sei@ := 2 - Z[g|, dann istQ) Maximalideal.

Beweis.Das Minimalpolynom vog ist X2 — X — 1. Betrachte:

Zloly = (Z[X]/(X2 —X - 1))/(2) = Z[X]/(X2 ~X-1,2)
o Iy [X]/(XQ Cx s 1) gmod(;) irred. F,

= ( ist Maximalideal

Behauptung 2 g := 1+T\/5 ist eine Einheit, denﬁﬁQ—\/g . 1_2‘/5 = —lalsoistg™! = 7\/52—1.
Esgilt:2-gcQ = V5 -1€Q.

Behauptung 3 P := Q N Z[/5] ist Primideal vorZ[/5].

Beweis.Betrachte:p : Z[v/5] — Z[g] — Z[g]/Q ~ [, Es gilt: P = Ker(y), daher gilt nach dem
Homomorphiegesetz:

Z[\/5]/19 = Im(p) C Fy

und somitm(y) = F4 V Im(y) = F5. Damit haben wir gezeigt, dagsd Maximalideal ist, also isP
ein Primideal. O
Behauptung 4 P = (2,+/5 — 1) < Z[/5].

Beweis.Betrachte den folgenden surjektiven Ringhomomorphismus:

ng]/(z\/g—l) — B

Vi - 1
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Dieser ist aber auch injektiv, denn:

Z1X)]
Z[\/g}/(z, \/5 — 1) - < /(X2 B 5))/(2’37 - 1) = Z[X]/(27X2 - 5’X - 1)
~ By e s = P ey
~ F2[X]/(x =P
O
Behauptung 5 Seil := 2 - Z[v/5], dann gilt: I S P
Beweis.
Z[\/g]/[ = FQ[X]/(xQ 5= IFQ[X}/((x +1)?) # Iy = ZNg]/p
Behauptung 6 P> =1 - P
Beweis.
P = (2,v5-1)-(2,V5-1) = (4,2(vV5-1),(vV5 - 1)?)
= ( 2(v5—1),54+1—-2V5) = (2)-(2,V5—1)
= -P
O

Das Ideal P? lasst sich also wie folgt faktorisiered:- P = P? = P - P, wobeil und P Primideale
sind. HabeZ[/5] nun die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft, so folgte dafadsP. Dies

ist, wie gezeigt, nicht der Fall, also kar#{/5] die eindeutige Idealfaktorisierungseigenschaft nicht
besitzen.

Definition 5.7 (Spur und Norn%

SeiL/K eine endliche Kdrperweiterung dann giltt : K| = [L : K]gs - ¢q. Seien weiterx € L und
{o1,... ,0n} = Homg (L, K). Wir definieren die Spur von tiber L/ K durch

Spur, /(@) = Spy /g (a) :=q- Zoz
Und die Norm vor Uber L/ K durch

Normy i (@) := Np k(e (Hffz >

Bemerkung 5.8 Seien)M /L/ K endliche Kdrpererweiterungen, dann gelten

SPy/k = SPr/k ©SPay, UNd Npyg =NpgoNyyp

Ivergleiche [L2] Seite 81, Definition 20.1

34



Beweis.Auf Homg (M, K) ist durche ~ 7 & o), = 7,(& (t7!oo0), = idy) eine Aqui-
valenzrelation definiert. Seien alsg, ... , 0, Reprasentanten der Aquivalenzklassen und numeriere
{m1,...,7m} = Homp (M, K), dann gilt:

Hompg(M,K)={o;-;|1<i<nAl<j<m}

Esqil:[L: K|]=[L:K|g-qAN[M:L=[M:L]-r.Seinuna € M, dann gilt:

Spryr(@) = q-rY Y ciomi(e)

i=1 j=1

= q-Zai r- ZTj(a)
i=1 j=1
= Spr/k SPumyr(@)
Der Beweis fir diese Eigenschaft der Norm folgt analog. O

Definition 5.9 (Die Diskriminante)
SeiL/K endlliche separable Korpererweiterung ulid:= {1, ... , oy, } eineK-Basis vorL. Weiter
numeriere{o1, ... ,0,} = Homg (L, K). Die Diskriminante der Basi® ist definiert als

d(B) := det ((03(y))1<ij<n)?
Bemerkung 5.10 Wir verwenden die Bezeichnungen aus Definition 5.9. Es gilt:
d(B) = det <(SpL/K(ai : aj)lﬁ@jﬁn)

Beweis.SetzeM := (Ji(a und betrachte

j))1§i,j§n

MT . M = (i o) - Uk(aj)>
k=1
_ (z o aj>)
k=1

= (SpL/K(O‘i ' aj))lgi,jgn

1<ij<n
1<i,j<n

Es gilt also:
d(%) = det(M)2 = det(MT . M) = det ((SPL/K(ai . aj))lgi,jgn)

a

Sei L/ K eine separable Kdrpererweiterung vom Graddann wissen wir aus Algebra |, dass es

eina € L gibt, mit K(a) = L undB := {1,a,ad?,... ,a" '} ist eine K-Basis vonL. Bezeichne
{o1,... ,0n} = Homg (L, K). Die Matrix M € Mat g (n,n) zu dieser Basis ist die Vandermonde-
Matrix
o1(1) oi(a) - oi(a)"!
V= : : :
on(l) op(a) on(a) 1



Bemerkung 5.11 Die Determinante der Vandermonde-Matrix ist

1 a - a!
det(V):=det | @ ; = H (a; — a;)
1 an alz_l n2]>7»21
O
Anmerkung Die Diskriminante von obigertB ist also:
d(B) = [[(05(a) = 0s(a))?
j>i
Satz 5.12SeiL /K eine endlich separable Korpererweiterung vom Graie Bilinearform
<->LxL — K
(z,y) — <z,y>:=8pyk(z-Y)
ist nicht ausgeartet. Ausserdem ist die Diskriminaf(t®) # 0 fur alle K-Basen von L.
Beweis.SeiB := {a,... ,qn} eine K-Basis vonL und M die zu< -,- > gehérige Gramsche-

Matrix. D.h.< z,y >=y? - M - 2. Mit 2 = o; undy = «; gilt dann

y" Mz =1 j = Spp (i )

Behauptung 1 Jede Bilinearform ist genau dann nicht ausgeartet, wenn die Determidant@ram-
schen Matrix nicht Null ist.

Diese Behauptung beweisen wir noch etwas allgemeiner in folgendem
Lemma SeiA € Matg (n,n) symmetrisch, genau dann idtnicht ausgeartet, wendet(A) # 0.

Beweis., <" Seiz € L derart, dass fiir allg € L gilt: y Az = 0.
Wabhle eine Basiswechselmatriix € GLg(n) mit x = C - e; wobeie; den ersten Einheitsvektor
bezeichne, dann gilt fir allg € L

yT Az =97 (AC)C Lz =yT (AC)e; =0

Die 1. Spalte vorf AC') besteht also nur aus Nullen, daher gitt(AC) = det(A) - det(C) = 0. Da

C € GLk(n) ist, folgtdet(A) = 0.

,=" Seidet(A) = 0, dann hat4 keinen vollen Rang, also gibt es invertierbare Matritzen

C,C~! € GLk(n), so dass die 1. Spalte vdn = C AC nur aus Nullen besteht. Hieraus folgt aber
schon die Ausgeartetheit von A, denn:

y' Az =y'C™'DCx
DasLemmaist also bewiesen. A
Wir wahlen nun zunachs’ := {1,aq,... ,q”—l} mit K (a) = L. Nach der Anmerkung vom Be-
gin der Vorlesung ist die Determinante vad nicht Null beziglich®’, also ist die Spurform nicht

ausgeartet. Die nicht Ausgeartetheit einer Bilinearform ist jedoch Bai$i@mgig, also folgt die
Behauptung. Insbesondere gilt fiir jede beliebigdasis® von L:

d(B) = det(Spp k(i) # 0
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Bemerkung 5.13 Sei A ein ganz abgeschlossener Integritatsring mit:= Quot(A). Weiter sei
L/K eine endliche separable Kdrpererweiterung ubd= A, bezeichne den ganzen Abschluss von
Ain L. Fur x € B gelten:

(@) Spr/k(z) € AundNp g (z) € A

(b) z ist genau dann eine Einheit vas, wennN ¢ (z) eine Einheit vor ist.

Beweis.Zu (a) Nach Bemerkung 4.11 hat das Minimalpolyngpvon z Koeffizienten inA. Wei-
ter isto(z) fur alle o € Homg (L, K) eine Nullstelle des Minimalpolynomg, also isto(x) € B.
Hieraus folgen nun die beiden Aussagen:

Spr/k(T) = Z olx)e BNK =A
o € Homg (LK)
Np/k(z) = [ e¢@eBnK=4

o € Homg (L,K)
Zu (b) Seix € B* dann gibt es eify € B so dasx - y = 1 gilt. Daher gilt
1=Np/g(1) =Np/g(zy) = Np/g(z) Np/g(y)
SeinunNy, /k (r) € A* dann gibt es eilm € A so dass: - Ny, /i (z) = 1 gilt. Daher gilt

a- (Ha(w)) x=1=x¢€ B*

o#id
O

Bemerkung 5.14 Zusétzlich zu den Voraussetzungen in 5.13%ei= {ay,... ,a,} eine K-Basis
von L und weiter bezeichné := d(8) die Diskriminante vori3. Dann gilt:

dB C Aoy + ...+ Aoy,

Beweis.Seis € B := A;, C L, dann lasst sicl¥ darstellen als

n
B=>> riy
=1

wobei aller; Elemente aug sind. Nach Bemerkung 5.13 gilt dann

Spr/k(ajB) = Spp/k (aj (Z TiOéi))
=1

= ZriSpL/K(ozjai) €A

=1

Schreiben wir diese Gleichung in Matrixform auf, erhalten wir

Sp(aqaq) Sp(aiom,)
1 _ _ 1

. PR .
Sp(alan) Sp(anan)
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SeiM* die zuM adjungierte Matrix, dann ist

Sp(a1) 1 T d-r
M* : =M*-M| : | =det(M)| : |= :
Sp(anﬁ) Tn Tn d- Tn
Wie wir an dieser Gleichung ablesen kénnen gilt fir akle 1, ..., n, dass die Elementé r; bereits
in A liegen. O

Definition 5.15 (Ganzheitsbasis)

SeiA ein ganz abgeschlossener Integritatsring mit Quotientenkdiper Quot(A). Weiter seil./ K
eine endliche separable Korpererweiterung usd= A bezeichne den ganzen Abschluss ¥an
L. Ist B ein freier A-Modul vom Rang:, dann heiB€2 := {w1,... ,w,} C B eine Ganzheitsbasis
vonB/A, falls B = Aw; + ... + Aw, qilt.

Anmerkung Im Allgemeinen gibt es keine Ganzheitsbhasen,Rlan Allgemeinen kein freierA-
Modul ist. IstS2 eine Ganzheitsbasis, so bildetauch eine-Basis vonL.

Satz 5.16 Sei A ein Hauptidealring mit Quotientenkdrpek’ := Quot(A). Weiter seiL./K eine
endliche separable Korpererweiterung uBd:= A, bezeichne den ganzen Abschluss ¥adn L.
SeiM C L mit M # {0} ein endlich erzeugteB-Modul, dann istM ein freier A-Modul mit
rga(M) =[L: K] =n

Beweis.SeiB := {ay,...,a,} eine K-Basis vonL. Wir kdnnen ohne Einschrankung annehmen,
dass alley; € B sind, denn sonst multiplizieren wir alle Elemente &imit dem Hauptnenner durch.
Bezeichnel := d(8) die Diskriminante vori8, dann gilt nach Bemerkung 5.14:

dB C Aoy + ...+ Aay,

SeiFE := {u1,...,un} C L ein Erzeugendensystem var als B-Modul, dann gibt es ein € A
derart, dass fur alle= 1, ..., n die Elementeiy; in B liegen, daher gilt M C B. Betrachte

adM CdB C Ao + ...+ Aa,, € B

Es gilt: Aoy + ...+ Aay, ist ein freierA-Modul, also istad M als Untermodul eines freieA-Moduls
selbst frei und-g 4 (adM ) = rg4 (M) < n. Sei nunm € M\{0}, dann betrachte

p:B — M
b — bm
@ istinjektiv, also folgtirg 4 (M) > rgs(B) =n O

Definition und Folgerung 5.17 (Diskriminante der ganzen Zahlen)

SeienK ein Zahlkorper (d.h[K : Q] < o) und O = Zgk der Ring der ganzen Zahlen vdq.
Dann hatO i eine Ganzheitsbas{3 und die Diskriminante jeder Ganzheitsbasis ist gleich.

Wir nenneni(Q2) =: d(O ) die Diskriminante der ganzen Zahlen vén

Allgemeiner gilt: Jede x-Untermodul)M von K ist ein freierZ-Modul mitrg(M) = [K : Q] und
die Diskriminante alleZ-Basen von\/ ist gleich.
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Beweis.Der RingZ der ganzen Zahlen ist ein Hauptidealring, also gilt nach [Satz 5.16 )dasis
freier Z-Modul mitrg(M) = n = [K : Q] ist. Seier := {a1,... ,a,} und®B := {G1,..., 0.}
zwei Z-Basen von\/ mit der zugehorigen Basiswechselmatfixc GLz(n) D.h. insbesondere gilt:

det(C-C™1) =1 =det(C) - det(C™') = det(C) € Z* = det(C) € {#1}
SeilM = (SpK/Q(aiaj))i,j dann f0|gtCT M - C= (SpK/Q(ﬂiﬁj))i,j Es qilt:

det(CT M C) = det(C)? det(M) = det(M)

Folgerung 5.18 Unter den Voraussetzungen aus Definition und Folgerung 5.17, mitztické
My C M, zwei endlich erzeugtefd --Moduln vonk,, gilt:

d(Ml) == d(MQ) . (M2 . M1>2
wobei(My : My) =4 <M2/M1) der Gruppenindex abelscher Grupper?jst

Beweis.Ubungsaufgabe.

6 Noethersche Ringe

Motivation In einem Hauptidealringz gilt: Jeder Untermodul eines endlich erzeugfeioduls ist
selbst endlich erzeugtx)

Beispiel 12 Sei K ein Kdrper undR := K[Xi, Xs, X3,...] der Polynomring Ubefs in unendlich
vielen Variablen. Betrachtd/ := R als R-Modul, dieser ist endlich erzeugt vdr. Jedoch ist
M > N := (X;, X2, X3, ...) nicht endlich erzeugt.

Das Beispiel zeigt, dass die Aussdg¢ etwas besonderes ist und im Allgemeinen nicht gilt.

Beispiel 13In R := K[X;,...,X,] dem Polynomring UbeK in endlich vielen Variablen gilt die
Aussage ) nach dem Basissatz von Hilbert.

Ringe in denertx) gilt heiRen Noethersche Ringe nach Emmy Noether. Wir definieren sie wie folg

Definition 6.1 (Noethersch, Artinsch)
SeiR ein Ring undM ein R-Modul.

1. M heil3t Noethersch (bzw. Artinsch), falls jede nicht-leere Mesigen Untermoduln vod/
ein maximales (bzw. minimales) Element enthalt.
Dabei hei3tV € S maximal (bzw. minimal), falls
NCNeS=N=N (bzw.N DN = N = N)gilt.

2. R heil3t Noethersch (bzw. Artinsch), fallsals R-Modul Noethersch (bzw. Artinsch) ist.

2vqgl. [L2] Def. 2.4 - Seite 5

39



Bemerkung 6.2 SeiR ein Ring und\M ein R-Modul, dann sind aquivalent:
(i) M ist Noethersch (bzw. Artinsch)

(i) Jede aufsteigende (bzw. absteigende) Kette von Untermoduln
ngNggNgg (bZWNIQNQQNg;))
wird stationdr, d.h. es gibt eifi, so dass fur alle, die grof3er sind als:, die Gleichung
N; = N, erfllltist.

Beweis., (i) = (ii)"

M ist nach Voraussetzung Noethersch und eine Aufsteigende Kette N, C N3 C ... istgegeben,
setzeS := {Ni, Na,...}. Dann hatS ein maximales Element. Bei diesem wird die Kette stationar.
S(il) = ()

AngenommenV/ sei nicht Noethersch un8l eine nicht-leere Menge vol/-UntermodulnN; ohne
maximales Element. Konstruiere eine unendliche Kette mit echten Inklusionenlgtie fo

SeiN; € S beliebig, daS nach Annahme kein maximales Element hat giblVese S mit N7 C Ns.
N, ist nicht maximal, also gibt e&; € S mit Ny € Ny C N3 ... und so weiter.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass Jede Kette abbricht!

Analog folgen die Beweise fur Artinsch mit absteigenden Ketten. O

Beispiel 14 (Fur Noetersche / Artinsche Ringe)
« Korper sind sowohl Noethersch als auch Artinsch.

» Hauptidealringe sind Noethersch.

Z ist nicht Artinsch, denii2) 2 (4) 2 (8) ...

Jede endliche abelsche Gruppe ist sowohl Noethersch als auchehrausZ-Modul.

* K[X1,Xo,...]istnicht Noethersch, deniX) & (X1,X2) & ...

Satz 6.3 SeiR ein Ring undM sei einR-Modul. Es sind &quivalent:
(i) M ist Noethersch und (ii) Jeder Untermodhil < M ist endlich erzeugt.

Beweis.,(i) = (i)
AngenommenV ist nicht endlich erzeugt, dann gibt es i N Elementer; € N, so dass

< 1 >R§<:L‘1,$2 >R;
Dann istM aber nicht Noehtersch.

L(1) = ()"

SeiN; & N2 G N3 G ... eine aufsteigende Kette von Untermoduln vah Definiere
o0
N:=|JNi<M
=1

Dieser ist endlich erzeugt mit den Erzeugetn. .. , z,,. Es gibt einl € N, so dass die1, ...,z
im zugehdrigen UntermoduY; liegen. Diese Kette ist also distationar. O
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Satz 6.4 SeiR ein Ring und
0-NSMEMA o
eine exakte Sequenz v&fAModuln. Es sind aquivalent:
(i) M Noethersch und (ii) sowol¥ als auchM/N sind Noethersch.
Beweis.,(i) = (i)
Sei S eine nicht-leere Menge von Untermoduln vdh Fasse die Elemente vdhals Untermoduln

vonM auf. paM nach Voraussetzung Noethersch ist, fiain maximales Element.
SeiM; C M, C ... eine aufsteigende Kette VGM/N Untermoduln und bezeichnedie Projekti-

onsabbildung vord/ nachM/N, dann ist
7T71(M1) - 71'71(]\_42) c...
eine qufsteigende I{ette il . Diese wird stationér, d.h. es gibt einc N, so dass fur allé € N gilt:
71 (M,;) = (M, Daher folgt
T (W_I(Mn_l,_i)) =M, ;=M,=m (W_l(Mn))
Zu (i) = (i)*
SeiM; C My C M3 C ... eine Kette inM. BetrachteN N M; C NN My C ... diese Kette wird
stationar nach Voraussetzung. Betrachte wéiter+ M/N C My + M/N C ... auch diese Kette
wird nach Voraussetzung stationar. Bezeichrenen Index, ab dem beid&tten stationar sind, dann
giltfur alle: > 0
My + My = Moy + Moy
Mit den Isomorphiesatz folgt dann:
My g a N = Ma+ Moy = Moy + My = Muviy oy =Meviy oy
Weiter lasst sich nun folgern, dass
M .
( "M, 0 N) v
( M, NN
und mitM,, ., = M,, folgt nun die Behauptung. O

Anmerkung Der soeben bewiesene Satz gilt auch fur Artinsche Moduln.

Folgerung 6.5 SeiR ein Ring undM,, ... M,, < N seienR-Moduln. Dann sind aquivalent:

(i) My,..., M, sind Noethersch und (iiy_ M, ist Noethersch
=1
Beweis., (i) = (i)"
Untermoduln Noeterscher Moduln sind selbst Noethersch nach Satz 6.4.
Zu (i) = (i)
0O.B.d.A. sein = 2, dann betrachte die folgende exakte Sequenz:

0 — My % My+ My, & (Mt MR) s g
Es gilt:

M+ M), o M
Mo+ M2) = Moy oy

dieser ist Noethersch, da er ein Quotient von Noetherschen Modulniis$ali# 6.4 folgt dann direkt,
dass auch/; + M Noethersch ist. O
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Folgerung 6.6 Sei R ein Noetherscher Ring undl/ ein endlich erzeugteR-Modul, dann istM
Noethersch.

Beweis.Sei{z1,... ,x,} =: E ein Erzeugendensystem van, dann kénnen wil\/ darstellen als
M =" Ra
i=1
Da Rz; als Quotient vom? Noethersch ist folgt die Aussage aus Folgerung 6.5. O

Anmerkung Die Folgerungen 6.5 und 6.6 gelten ebenso fiir Artinsche Moduln.

Satz 6.7 SeiR ein Noetherscher Ring, dann iB{ X | Noethersch.

Dieser Satz Beweist den Induktionsanfang von Hilberts Basissatz,idgleigh mit beweisen wollen.

Folgerung 6.8 (Hilberts Basissatz)
Sei R ein Noetherscher Ring, dann i&[X1, ..., X,,] Noethersch. Insbesondere sind alle Ideale
a < R[Xy,...,X,]endlich erzeugt.

Beweis.Seil < R[X] ein Ideal. Wir mussen zeigen, dassndlich erzeugt ist.
Dazu definieren wir:

Ay = {ao\aoel/\aoeR}:IﬂRﬁR
A = {al‘alX—FboEI/\CLlGR}S]R
Ay = {ag|aaX?+ Xby+byclnhaa e R} <SR

Es gilt: Ag € A1 C As C .... Da R Noethersch ist, wird diese Kette Stationar, also gibt egleinN
derart, dass fur alle > 0 die Gleichungd,.; = Ay gilt. Da fir0 < m < d die IdealeA,, als Ideale
eines Noetherschen Rings endlich erzeugt sind, konned wischreiben al$a,,, 1, . .. , am.,, ). FUr
jedes dieseu,, ; gibt es
m—1
fm,z(X) = amﬂ-Xm + Z ijj el
i=0

Behauptung 1 I = (fm.i(X)) o

m<d
1 r

i<em

IAIA

Wir beweisen fliy(X) € I, dassg von denf,,, ; erzeugt wird, per Induktion tiber den Gradon g.
1. Fall(r > d):

ed
Nun ista, € A, = A, daher gibt es Elementg € R so dassi, = ) s; aq, gilt. Betrachte:
=1

h(X)=g(X) =Y sifai(X)- X% €T
=1

Es gilt: deg(h) < deg(g) = r. Diesen Vorgang wiederholen wir solange, &ig(h) < d ist, dann
gehe zum
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2. Fall(r < d):

Er
Esgilt:a, € A, C A, also gibt es Elementg € R so dass, = Y s; aq, gilt. Betrachte nun
i=1

Er

h(X)=g(X) =Y sifra(X) €1

i=1

Es giltdeg(h) < r. Schlussendlich kommen wir zum
3. Fall(r = 0), dies ist trivial. O

Satz 6.9 Sei A ein ganz abgeschlossener Noethersche Integritétsring und bezéichaeQuot(A)
den Quozientenkdrper voh. Weiter seil / K eine endlich separable Kérpererweiterung und

B := A bezeichne den ganzen Abschluss Moim L. Es gilt: B ist Noethersch und ist endlich
erzeugterA-Modul

Beweis.Sei{a1,... ,a,} =: B eine K-Basis vonL undd := d(8) die Diskriminante vori. Es
gilt:

dBC Aoa;+...+Aa, CL
= BC A% +...+A% CL

Weiter istA% + ... + A% Noetherscher-Modul, daher folgt mit den Satzen 6.4 und 6.5 sofort,
dassB ein endlich erzeugter Noethersch&iModul ist. O

7 Ringe der Dimension 1

Definition 7.1 (Primidealketten, (Krull-)Dimension)
SeiR ein Ring. Eine Primidealkette iR der L&ngen ist eine aufsteigende Kette vana-1 Primidealen
mit echten Inklusionen:

PGP G...SPGH

SeiP < R ein Primideal. Die HOhe voi® ist definiert als
h(P) := sup{ Lange der Primidealketten mit, = P}
Die (Krull-)Dimension eines RingB definieren wir als
dim(R) := sup{ h(P)| P (prim) < R}
Beispiel 15 (Krulldimensionen)
* SeiK ein Kdrper, dann ist0) < K das einzige Primideal, also igim(K) = 0.

 SeiR ein Hauptidealring, aber kein Korper, dann iétm(R) = 1, denn in Satz 6.4 der Algebra
| haben wir gezeigt, dass jedes Primidga¥ (0) ein Maximalideal ist.

* SeiK ein Korper undR := K[X3,...,X,], dann gilt:
(O) ; (Xl) ; (Xl,XQ) ; Ce ; (Xl, - ,Xn), also IStdlm(R) > n.
mit dem Noetherschen Maximalisierungssatz lasst sich hier sogar Géaticdaigen.
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Bemerkung 7.2 Sei R ein faktorieller Ring undP < R ein Primideal mit(0) # P, dann sind
aquivalent: (i) P ist ein Hauptideal und (i) Die Hohe voR ist 1

Beweis., (i) = (i)*
Unsere Voraussetzung istP) = 1. Seiz € P\{0}, dann ist

n
xr = prz mit p; (prim) € R
i=1

P ist Primideal undr € P daher gibt es eip; mit p; € P.

Betrachte die folgenden Inklusiongi®) & (p;) & P Dah(P) = list, gilt (p;) = P

Zu (i) , =" (ii)

Nach Voraussetzung gil? = (p). Sei(0) & Q & (p) mitQ < R ein Primideal. Ohne Einschrankung
seih(Q) = 1 dann folgt aus der Implikation von (ii) nach (i), da@s= (¢) C (p) mit ¢ € (p)

ist, also giltg = p - r mitr € Rp und somit liegipr € (q) da(q) ein Primideal ist. Also ist entweder
p € (¢), dann gilt(p) = (¢), oderr € (¢). Angenommen € (q), dann gilt

r = gqs seER
=q = pr=gqps
=0 = q(1—ps)
=1 = ps
Alsoistp € R*, dies ist jedoch ein Widerspruch, gaein Primelement voIR ist. O

Erinnerung Aus Algebra | wissen wir, das Hauptidealringe faktorielle Ringe@ind

Satz 7.3 SeiR ein faktorieller, Noetherscher Ring. Es sind aquivalent:

(i) Rist Hauptidealring, aber kein Kérper und (i) Die (Krull-)Dimension véhist 1

M:,ﬁ) = (ii)*

Algebra

S(il) = (i)

Seil = (ai,...,a,) < R Wir beweisen die Behauptung nun induktiv GkeHierbei ist der Induk-
tionsanfang fur = 1) trivial. Betrachte nuns > 1):

Sei zunachsP ein Vertretersystem der Primelemente \@rbis auf Assoziertheit, dann faktorisiere
die Erzeuger von:

a) =€ - Hpep undays = &9 - pr” Mitey,eo € R*
p€EP peP

Seinunc := ggT (a1, a2) = Hpmin{ep’fp}
peP
dann definierel; := %, d := “2. Es gilt(d, d2) = (1) = R, denn sonst gabe es ein Maximalideal
P mit (dy,d2) C P. Mit Bemerkung 7.2 gilt dann abé? = (p), also teiltp die Elementel; undds.
Dies ist ein Widerspruch, denn wir haben bereits alle gemeinsamen Faktoren, as herausgeteilt.

3[L2] Seite 23 - Korollar 7.8
4[L2] Seite 19 - Bemerkung 6.4
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Esqilt: 1 = ridy + rodo mit rq, ro € R, multipliziere die Gleichung mit und erhalte:

c=ricdy +rycdy =ria; +reag € (a,az)

Folglich gilt (¢) C (a1, a2), wir erinnern uns an die Definitian:= ggT (a1, a2) also gilt die Inklusion
(a1,a2) C (c). Dawir nun beide Inklusionen haben folgt die Gleichheit O

Bemerkung 7.4 Seiy : A — B ein Ring-Homomorphismus urfd < B ein Primideal inB. Dann
isteo~1(P) < A ein Primideal inA.

Beweis. y B
7o (p) T P

ist ein injektiver Ring-Homomorphismus ur%/P ist ein Integritatsbereich also ist aué’h’(pq(P)
ein Integritatsbereich. Dann ist"!(P) ein Primideal. O

Definition und Bemerkung 7.5 (p unter P)

SeiA C B eine Ringerweiterungd N P ist ein Primideal, fallsP <1 B ein Primideal ist. IstP <« B
ein Primideal und bezeichne:= A N P, dann sagen wir, dask Uberp liegt, bzw. das$ unter P
liegt. Notation: P|p. O

Satz 7.6 SeienA C B Integritatsringe undB/A eine ganze Ringerweiterung, dann gelten:
1. Aist genau dann ein Korper, werfs ein Korper ist.
2. Seierb <« Bunda := AN b, dannist die Erweiterun@/b - A/a ganz.

3. P < B sei ein Primideal ung := P N A, genau dann is’ ein Maximalideal, wenmp ein
Maximalideal ist.

Beweis.Ubung.

Bemerkung 7.7 SeiA C B eine ganze Ringerweiterung.
(a) Seib <1 B ein Ideal mitzr € b ein Nicht-Nullteiler, dannist := b N A # (0)
(b) SeienP; & P> <1 B Primideale. Dann singh; & p2 <t A Primideale mitp; :== P, N A

Beweis.Zu (a):
Es gilt: z ist ganz Uber, also gibt esi; € A so dass

n
0= g z'a;
=0

Dax kein Nullteiler ist, gibt es ein, so dass; # 0, denn sonst gelté = x™ d.h.x ist nilpotent, also
Insbesondere Nullteiler. Sei nyrder kleinste Index mit; # 0, dann ist

1_j—|—...+aj+1:v+aj)

0=2a2"+ap 12" '+ ... +aje ™ +ajal = 27 (2" + appa™
Dax kein Nullteiler ist, ist insbesonderg kein Nullteiler, also folgt

2" a2+ tajprta; =0
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Damit gilt:
—(J;”_j + an+1xn_1_j +...taj1r+ aj) =a; € ANb=a 75 (0)

Zu (b):
Betrachte A
7 B/ P

Dies ist eine ganze Ringerweiterung. Nach Satz 7.6 Teil (Hf%pl ein Primideal inB/Pl, denn

B
VP = P

Angenommen es gelig = po, dann istA/lgl N P?/P1 = (0). Nach (a) gilt dann abe%/P1 = (0)
denn sonst enthielt@/P1 einen Nicht-Nullteiler, daB/P1 ein Integritatsbereich ist.
Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, dasg P; qilt. O

Anmerkung SeiB/A eine ganze Ringerweiterung, dann giliin(A) > dim(B), denn nach Teil (b)
der soeben bewiesenen Bemerkung ist die Kette

PoSEP Gre G G
mit p; = P; N A genauso lang, wie die iB vorgegebene Kette
PBRSPSRS...CP,

Erinnerung (LokalisierunE)
Sei R ein Ring undS C R eine multiplikativ abgeschlossenne Teilmenge, d.le S und0 ¢ S
sowie fiir alles, t € S gilt s -t € S. Auf R x S definiert man wie folgt eine Aquivalenzrelation:

(rys) ~(r',s") & Jae S:a(rs —r's) =0

Wir bezeichnen die Aquivalenzklassen ritund die Menge der Aquivalenzklassen rfit' R. Es
gilt: S~! R ist ein Ring beziiglich

<

rs’ +1r's

_|_
w |3

_|_

Il

s's
rr’

ss’

®» | =3
Cn\‘ = Cn\‘

Beispiel 16 (Lokalisierung)

* SeiR ein Integritatsbereich, dann ist
S := R\{0} multiplikativ abgeschlossen urti ! R = Quot(R)

» SeiR ein Ring und < R Primideal. Es gilt: R\p ist multiplikativ abgeschlossen und der Ring
S™'R =: R, heif3t Lokalisierung vork beip
Insbesondere ist das erste Beispiel ein Spezialfall des zweitépuwit 2) = R ).

5[L2] Seite 18 - Satz 5.8
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Satz 7.8 SeiR ein Ring undS C R multiplikativ abgeschlossen. Die Abbildung

o:R — SR
roe o

1
liefert eine Bijektion wie folgt:
{P<R|P(prim) N PNS=@} = {P<S'R|P(prim)}
P — S7'p
¢H(PB) — P

Beweis.Zur Vereinfachung teilen wir den Beweis in vier Schritte auf:

Behauptung 1 S~!P ist ein Primideal

Beweis.Sei % - % € S~'P dann istg—zf = $mitx € Pundt € S. Weiter gibt es eiru € S mit

atrr’ = ass'z € P, alsoat € P oderr € P oderr’ € P. Die Annahme, dasst in P enthalten sei

ist aber widersprichlich z& N P = &, wir kdnnen also folgern, dass € S—1p odery; € S-ip
A

Behauptung 2 Die AbbildungP — S~! P ist injektiv

Beweis.SeiS~!'P = S~'P' und2 € S~'P beliebig, dann gil = Z mit 2’ € P und damit gibt
es einu € S mit us’x = usz’ € P’. Mit der gleichen Begriindung wie unter (1) folgt, dass P’
enthalten ist. Es gilP’ C P’. Analog folgt P’ C P. Da wir beide Inklusionen gezeigt haben siRd
und P’ gleich. A

Behauptung 3 p — ¢~ 1(p) ist Wohldefiniert

Beweis.Es ist zu zeigen, dass apisd S~! R ist Primideal folgty = (p) N S = @
Sei alsos € S. Wares € ¢~ !(p), dann ware auch = ¢(s) C p. Daraus folgt - £ =1 € p. Also
gilt p = S~'R. Dies ist ein Widerspruch, dennist ein Primideal. A

Behauptung 4 P — S~! P ist surjektiv

Beweis.Betrachteip(o ! (p)) C p daheristaucts (o (p)) C p SeiZ € p,dannists-Z = 2 € p,
alsoz € ¢! (p) Damit gilt £ € S~ (o ~*(g)) alsoS~ (¢! (p)) = O

Definition und Folgerung 7.9 (Lokaler Ring)
SeiR ein Ring undP < R ein Primideal, dann isk,, ein lokaler Ring, d.hRp enthalt nur ein einziges
Maximalideal, namlichs—1 P, wobeiS = R\ P.

Beweis.Sei @ <1 R ein Primideal. Der Schnitt vo® N S ist genau dann leer, werp C P ist. Die
Bijektion aus Satz 7.8 ist Inklusionserhaltend, in dem Sinne, das9adsQ), stets folgts—1(Q1) C
S~1(Q5). Daher istS~! P das einzige Maximalideal voSi—'R = Rp. O

Bemerkung 7.10 SeiA C B eine ganze Ringerweiterung usdC A eine multiplikativ abgeschlos-
senne Teilmenge vof. Dann istS—'A C S~! B eine ganze Ringerweiterung.

a7



Beweis.Sei € S~1B,d.h.x € B,s € S, dann gibt es; € A derart, dass gilt

n .
Z a;xt =0
=0
Betrachte nun die Aquivalenzklassenségu

T\"  Qp—1 /x\"1 T
(—) + 1(—) ot =0
s s s

Es folgt, dassf ganz UibetS—! A ist. O

Satz 7.11SeiA C B eine ganze Ringerweiterung upd< A ein Primideal. Dann gibt e®® < B
Primideal mitP N A = p.

Beweis.Definiere:S := A\p, dann istS multiplikativ abgeschlossen iA und B. Betrachte

i

A — B
a | 1B
sta < s

mit a(a) = ¢ undB(b) = % Nach Voraussetzung ist C B ganz, also ist nach Bemerkung 7.10
auchS~!'A C S~ B ganz und das obige Diagramm kommutiert.

SeiM <15~! B ein Maximalideal, dann giltA7NS—' A = S~'p, denn nach 7.6 Teil (c) is NS~ A

ein Maximalideal, abef~! A = A, hat nach Folgerung 7.9 nur ein einziges Maximnalideal, namlich
S~1p. SetzeP := 3~1(M), dann istP ein Maximalideal nach Bemerkung 7.4. Betrachte:

PNA = Y M)NA=iY(BHM)) = (Boi) (M)
= (na)y {(M)=a (G (M ))=
= oY (MnSTTA) =al(S )

Satz 7.12(going up
SeiA C B eine ganze Ringerweiterung upt C p» <1 A Primideale sowieP; <t B mit P, N A = p;.
Dann gibt es ein PrimidealP, <« B mit P, C P, und P, N A = po.

Beweis.Die Ringerweiterung4/p1 - B/]‘D1 ist ganz. Betrachte das Primideal
A
p2/P1 < /131
Mit Satz 7.11 gibt es dann ein Primide] < B/Pl’ so dass gilt
p2mA/P1 :p2/P1

Seir: B —» B/P1 die natirliche Projektion, dann set# := =~ !(P,) < B. Nach Bemerkung 7.4
ist P, ein Primideal inB. Betrachte nun:

(P2 mA)/pl = Pz/Pl mA/pl = p2/p1
EsfolgtP, N A = po. O
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Folgerung 7.13 SeiA C B eine ganze Ringerweiterung, dann gelten:
(@) dim(A) = dim(B)
(b) Ist P < B Primideal, so gilth(P) = dim(Bp) = dim(Aanp) = h(AN P)

Beweis.Zu (a):

Nach Bemerkung 7.7 istim(B) < dim(A) somit bleibt nur die andere Ungleichung zu zeigen. Sei
po S 11 G ... G pa, die langste Primidealkette i, dann wahle nach Satz 7.11 ein PrimidBaki B

mit Py N A = py. Benutze nun mehrfach Satz 7.12 ,going up“ und erhalte:

RSPS...CP,

B enthalt also eine Primidealkette mit der gleichen Lange, wie dig¢ worgegebene, daher folgt
dim(B) > dim(A).

Zu (b):

Es gilt: Apna C Bp ist eine ganze Ringerweiterung, also gilt:

dim(ApmA) = dlm(Bp)

Sowohl Bp als auch4 p 4 sind lokale Ringe mit dem einzigen Maximalidesat! P fur S := B\P
bzw. S~1(A N P) fiir S := A\(A N P). Mit Satz 7.8 folgt nun die Behauptung. O

Folgerung 7.14 SeiA ein Noetherscher Integritétsring der Dimension 1 und bezeid¢tine Quot(A)
seinen Quotientenkorper. Weiter 4ei K eine endlich separable Kérpererweiterung. Es gilt:

Ay ist ein ganz abgeschlossener Noetherscher Integritatsring der Diorefhs

Insbesondere sind die Ringe der ganzen Zahlen von Zahlkorperappgeschlossene Integritatsringe
der Dimension 1. O

Diese Folgerung fuhrt uns zur Definition der Dedekind-Ringe:

Definition 7.15 (Dedekind-Ringe)
Ein Noetherscher ganz abgeschlossenner Integritéatsring der Dintreadieif3t ein Dedekind-Ring.

Beispiel 17 (Dedekind-Ringe)
e ganze Zahlen von Zahlkorpern

« Der Koordinatenring einer nichtsingularen Kurve Uber einem Kérper

Satz 7.16 SeiR ein Noetherscher Integritatsring der Dimension 1, dann sind &quivalent:
() Ristein Dedekind-Ring
(i) R hat die Eindeutige Primideal Faktorisierung
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Kapitel Il

Ebene Kurven

8 Definition und Beispiele

Definition 8.1 (affine Raume, Hyperflachen und ebene Kurven)
Es seiK ein Koérper undn € N, dann heifl3t

A"(K):= K"

der affinen-Raum mit Koordinaten it .
Seif € K[Xy,...,X,], dann schreiben wir

FX) =F(X1,... . Xp) = > @i X{ X =) g X
i

§0seer 5in >0
und definieren den Grad vafi als:
deg(f) :=maz{i1+...+in|ai,. i}
Sei nunL/K eine Korpererweiterung, dann heif3t
Vi(L) :={(21,...,2n) € A"(L) | f(21,...,20) =0}

affine Hyperflache vom Gratkg( f) mit Koordinaten inL.
Im Spezialfall: = 2 heil3tV;(L) ebene affine Kurve mit Koordinaten in

Beispiel 18 (f(X,Y) = X?+Y? -1 € K[X,Y])
Seil = K = R, dann istf der Einheitskreis inR?. Sei nunL = K = Fy, dann gilt:

(z,y) € Vi(IF2) & 24y’ —1=0

M)yt 1)2=0

& r+y+1=0
< (2,y) € Voyys1(F2)

Also istf eine Gerad&in F2.

L(X,Y) = aX +bY 4 c € K[X,Y] heilkt Gerade, falla - b # 0,
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Beispiel 19 (f(X,Y) = X2+ Y2 +1)
Ist K = L =R, dannistV;(R) = @
Falls L = C so istV;(C) ein Kreis vom Radius (i? = —1)

Bemerkung 8.2 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper yfil,Y) € K[X,Y] ein Poly-
nom mit Graddeg(f) > 1, dann gilt: §V;(K) = oc.

Beweis.Fassef als Element if K[X])[Y] auf, d.h.
FX,Y) = ai(X)Y* mita;(X) € K[X]
=1

1.Fall @ = 0) : Esqilt: f(X,Y) = ao(X), sei nunz € K, derart, dasso(xz) = 0, dann ist das
Tupel (z,y) € V¢(K) fur alley € K. Da K algebraisch abgeschlossen ist giif = oo, also auch

gV (K) = oc.
2.Fall(n > 0) : Diesmal gilt:a,(x) # 0 fur fast allex € K. Wahle nun zu jedem diesereiny € K
derart, dasg,, (z)y" + ... + ao(r) = 0. Es folgt:§V(K) = oc. O

Beispiel 20 (f(X,Y) = X2 +Y? ¢ K[X,Y)])
Ist (z,0) € Vy(K), dann istz? = 0 und also auch: = 0.
Seiy #0und(z,y) € V¢(K) es gilt:

2?4+ =0
s 2t =yP

T 2
o () -
)
Aus(z,y) € V;(K) folgt also, dass die Gleichun§? + 1 = 0 eine Losung i hat. Weiter gilt:

ViK)={(0,0} = X?+1=0

hat keine Losung iK. Genauer: SeK = F, mitp = 3(4), dann gilt: V(IF,) = {(0,0) }. Fur

Beispiel 21 (affine elliptische Kurven)

f(X,Y) =YY% - g(X) € K[X,Y] wobeig(X) € K[X] mitdeg(g) = 3 heil’t affine elliptische
Kurve, fallsA(g) # 0 Sei, fur eine Primzahp undq := p" definiereK := [F,, dann gelten folgende
Aussagen:

Hasse-Weil Schranke:

|4V (Fqr) —q" | <2-Vq"

Zeta-Funktion:

00 " 1—aT
= exp <Z gV (F ' n) - (1-T)(1—4qT)

n=1

mita := q — §V¢(Fy).
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9 Koordinatenringe und die Zariski-Topologie

Definition 9.1 (affine Menge)
SeiK ein KdrperundS C K[X3, ..., X,] eine Teilmenge. Weiter sy K eine Korpererweiterung.

Vs(L) :=={(z1,...,2n) € A"(L)| f(z1,... ,2p) =0VfES}
heil3t affine (algebraische) Menge mit Koordinaterdin

Bemerkung 9.2 SeiL /K eine Kdrpererweiterung und bezeichne=X Xy, ..., X,, dann gelten:
(a) SeiS € K[X] eine Teilmenge und := (S) < K[X], dann gilt: V(L) = Va(L).
(b) Seiend, B < K[X] mit A C B, dann gilt: Vg(L) C Va(L).
(c) Seienfirn € I A; < K[X], dannistV 4,(L) = ﬂj Va, (L)
iEr i€
(d) Seiend, B < K[X], dann gilt: V4p(L) = Va(L) U Vp(L).
(e) Es geltenV(g)(L) = A"(L) undV(;)(L) = @.

Beweis.Zu a):
Seif € A, dann kdnnen wiyf darstellen als

f= Zhigi mit g; € S, h; € K[X]
i1

Furxe Vs(L) istdanng;(x) = 0 fur allei = 1, ..., n daher ist auclf(x) = 0 und somit muss.ein
Element aud’/4 (L) sein. Gilt nunS C A so folgt sofort, das¥4 (L) C V(L) gilt.
Der Teil (b) ist klar.Zum Beweis von (c)

Seixe Vi 4,(L) & VfielJAi: fi()=0
el iel

S VielVieA: fx)=0

& Viel: xeVy, (L)

& xe[\Val(l)

iel

zu d): Es giltAB C A also ist mit (a)Va(L) C Vap(L). Analog gilt V(L) C Vap(L) Damit gilt
nun, dasd/4(L) N V(L) C Vup(L) ist. Weiter gilt fir xe A™(L) und x¢ V(L) N Vp(L), dass
es einf € A mit der Eigenschaff (x) # 0 sowie eing € B mit der Eigenschaff(x) # 0 gibt. Mit

diesen istf(x) - g(x) # 0 also folgtx¢ Vap(L), dennf - g € A- B und wir haben beide Inklusionen
gezeigt. Der Teil (e) ist trivial. O
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Definition 9.3 (Topologie)
SeiX eine Menge. Eine Meng® von Teilmengen vok (d.h.O C P(X)) heil3t Topologie auk (bzw.
(X, ©) heil3t Topologischer Raum), falls

(TOP 1) Die leere Menge und der Raum selbepitiegen (&, X € O)
(TOP 2) Beliebige Vereinigungen von Mengen auwieder inO liegen (4; € O = (J A; € O)
(TOP 3) Endliche Schnitte von Mengen abisvieder inO liegen (4, B € O = ANB € O)

Die Elemente vom heil3en die offenen (Teil-)Mengen v@nEine MengeVl € X heil3t abgeschlos-
sen, falls¥X\ M € O ist.

Definition und Bemerkung 9.4 (Zariski Topologie)
Die Zariski-Topologie auh™ (K) ist wie folgt gegeben:

O = {A"(K)\Vs(K) |5 € KX}

sei die Menge der offenen Mengen auf(K), d.h. insbesondere die abgeschlossenen Teilmengen
sind grade did/s(K).

Beweis.O erfiillt (TOP 1) - (TOP 3), denn (TOP 1) gilt unmittelbar nach Bemerkung(®)2Nach
den De Morganschen Regeln gilt:

JA™(F)\Vs, (K) = A™(F)\ [ Vs, (K) = A"(K\V,_,5,(K) €9

el el
damit folgt (TOP 2) und zum Nachweis von (TOP 3) seierB < K[X], dann betrachte:
AM(K)\Vo(K) N A" (K)\VB(K) = A"(K)\(Va(K)UVB(K))
2T AME)\Vap(K) €90

|

Bemerkung 9.5 Die abgeschlossenen Mengen Vo K') bzgl. der Zariski-Topologie sind grade die
endlichen Mengen undl™(K).

Beweis.Ubungsaufgabe.

Definition 9.6 (stetigkeit und Teilraumtopologie)

Seien(X, Ox) und (2, Og) topologische Raume. Eine Abbilduig X — 2 heil3t stetig, falls fir
alleU € Oy gilt f~1(U) € O (d.h. Urbilder von offenen Mengen sind offen unfgr
Notation:C'(X,9) :=={ f: X — Q| f stetig}.

Sei(X, Ox) ein topologischer Raum url C X eine Teilmenge, dann ist:

Oy ={UNY|U € Ox}
die vonX induzierte Teilraumtopologie a¢}.

Definition und Bemerkung 9.7 (Verschwindungsideal, Koordinatenring)
SeiX C A"(K) eine Teilmenge, versehen mit der, von der Zariski-TopologieA&uinduzierten,
Teilraumtopologie. Die Abbildung

¢:K[X] — Abb(X — Al(K))
o= X fX)
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ist ein Ring-Homomorphismus, wob&bb (X, A!(K)) punktweise zum Ring wird. Der Kern vgn
heiRt das Verschwindungsideal v@inNotation: 7(X)
Esgilt: I(X) ={ f e K[X]| fx) =0Vxe X }und
K[X] := K[X]/[(x)
heil3t der Koordinatenring vof. Weiter gilt:
K[X] < C(%,AY(K)) C Abb(X,A'(K))

Beweis.Sei f € K[X]. Zu zeigeny(f) : X — Al(K) ist stetig.
Hierzu zeigen wir(p(f))~! ist abgeschlossen, nach Bemerkung 9.5 genuigt es dazu zu zeigen, da
(o(f))"({a}) fur a € K abgeschlossen i ist.

(e Ha}) = {xeX|f(®)=a}
= {xeX < fx)—a=0}
= XN Vj_q(K) ist abgeschlossen i

Anmerkung K [X] enthalt die Koordinatenfunktionen:
T : X — AYK)
(a1,...,an) — a;

insbesondere erzeugen diese FunktioR@#t].

Bemerkung 9.8 (Eigenschaften von Verschwindungsidealen)
1. XCYCAMK)CY = I(X) 2 1(D)
2. [(@) = K[X], falls K = oo, dannl(A"(K)) = (0)

3. SC KX = I(Vs(K)) 2 S
XCAMK) = Vix(K) 2 X

4. S C KX = Vi k) (K) = Vs(K)
XCAYK) = I(Vix)(K)) = 1(X)

Beweis.Ubungsaufgabe

Definition 9.9 (reduzibel, irreduzibel)
SeiX ein topologischer Raur?) C X heif3t reduzibel, falls es abgeschlossene, nicht-leere Teilmengen
21,92 von) mit der Eigenschaft

D1UD2=9

gibt. Eine irreduzible affine algebraische Menge heil3t affine Varietét.

Satz 9.10SeiX C A"(K) eine affine algebraische Menge, dann sind &quivalent:
(i) X isteine Varietat (d.h. insbesondere irreduzibel)

(i) I(%) < K[X] ist Primideal

(i) K[X]istein Integritatsbereich.
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Beweis., (i) < (iii)“ folgt direkt aus der Definition 9.9 und der Primeigenschaft von ldea
() = (i) Annahme: I(X) < K[X] sei kein Primideal, dann géabe és f» € K[X]\I(X), so dass
fi- fo € I(X) liegen. Also liel3e siclk darstellen als

X = (XN V5, (K)) U (X NV, (K))
Esqilt: X NV, (K) # X, dennf; ¢ I(X) furi € {1,2}. Weiter ist
Vi (K) UV (K) = Vi p(K) 2 X

dies impliziert aber, das¥ reduzibel ist und das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

L() = ()*: Annahme: SeiX = X; U Xy mit X1 # X # X, und X;(abges.)e X. Dann ist wegen
Bemerkung 9.8 (d) (X) & I(X1). Wahlef; € I(X;)\I(X) furi € {1,2}, dann gilt:f; - fo € I(X),
also ist/(X) kein Primideal. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

Satz 9.11 (schwacher Hilbertscher Nullstellensatz)
SeiK ein Korper undA < K[X] := K[X1,..., X,] ein Ideal mitA # K[X], dann giltV4(K) # @

Satz 9.12 (schwacher Hilbertscher Nullstellensatz, Kérpertheoretische Form)
SeiL/K eine Korpererweiterung, so dasses. .. ,a, € L gibt mitL = KJay,... ,a,] = K|[a],
dannistL/K eine endliche algebraische Kdrpererweiterung.

Wir werden zunéchst zeigen, dass die Aussagen der Satze 9.11 @rédyQidalent sind und anschlie-
Rend mit dem Beweis von Satz 9.12 (Kdrpertheoretische Form) beide Siieesbn.

Bemerkung 9.13 Die Aussagen der Satze 9.11 und 9.12 sind aquivalent.

Beweis.,9.12 = 9.11"
SeiA < K[X] := K[X1,...,X,] mit A # K[X] ein Ideal. Weiter seM < K[X] ein Maximalideal
mit A C M, dann definiere: -

L= K[)—(]/M

Dann istL eine Korpererweiterung voR', wir definieren weiter:

a; == X; + M, dann gilt: L = Klay, ... ,a,]. Mit Satz[9.12 folgt nun, dass/K eine endliche
algebraische Korpererweiterung ist. Baalgebraisch abgeschlossen ist, heil’t dies K und somit
giltfirallei = 1,...,n, dasss; € K sind. Es gilt nun:

a:= (ay,...,a,) € Vi (K)

denn fur allei gilt: X; — a; € M C K[X]. Also ist das von delX; — a; erzeugte Maximalideal in/
enthalten. Da beides Maximalideale sind diX; —ay, ... , X,, — a,) = M. Wir dirfen also folgern

Va(K) 2 Vu(K) > {a}

Daher kanri/4(K) nicht leer sein.
»,9.11=9.12"%
SeiL/K eine Korpererweiterung mit = Kaq,... ,a,] fir a; € L, betrachte:

v:K[X] — L

Xi = a
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Definiere:M := Ker(%), dann istM ein Maximalideal. Es gibt einen Vektard V), (K) nach Satz
9.11. Mit diesem betrachte

p: K[X] —
l’i'—>bi

Es gilt: M = Ker(¢)) C Ker(p), denn Seif € M, dann istf(h) = 0 also istf € Ker(yp). Da
M < K[X] ein Maximalideal ist, gilt\/ = Ker(y), damit folgt:

Kcr=KX, cg

Dies heil3tL /K ist eine Teilerweiterung voi /K, also istL/ K algebraisch und wird insbesondere
von dena, ... ,a, endlich erzeugt. O

Beweis.Zu Satz 9.13schwacher Hilbertscher Nullstellensatz, Kérpertheoretische Form)
Sei L/ K eine Kdrpererweiterung mit = K|ay, ... ,a,]. Wir nehmen an, dass/ K nicht algebra-
isch ist, dann gibt es eine TranszendenzB@ais- {e;,... ,e;} SO dass

K CK(%)C L=K]lai,...,a,) mitL/K(T) istalgebraisch
insbesondere idt ein endlich dimensionalek (¥)-Vektorraum.

Mit den folgenden Bemerkungen 9.14 und 9.15 wollen wir dies nun zum Afidech fihren.

Definition und Bemerkung 9.14 (R-Algebra)
SeienR, A Ringe undy € Hom(R, A) ein Homomorphismus, dann heif3t das Tufpé] ) eine
R-Algebra. Die Skalarmultiplikation vod mit R ist wie folgt gegeben:

tRxA — A
(r,a) = o(r)-a

SeienR C S C T Ringe mit folgenden Eigenschaften:

- R ist Noetherscher Ring.

- T ist als R-Algebra wie auch al$-Modul endlich erzeugt.
Dann gilt: S ist eine endlich erzeugtiB-Algbra

Beweis.SeiX := {z1,... ,z,} ein Erzeugendensystem véhals R-Algebra, dann wéhle ein Erzeu-
gendensyster := {ty,... ,t,} vonT alsS-Modul, so dass C E. Betrachte:

m
t; - tj = Z Qi jl- t mit ;51 € S
=1

Definiere nun eine endlich erzeugieAlgebra wie folgt:
S":= Rlajj; |1 <i,5,1 <n

Da fir alle, j,1 gilt: a; ;; € S folgt unmittelbarS’ C S. DaX C E wird T' zum S’-Modul durch
T =5t +...5t,, insbesondere ist alsb als S’-Modul endlich erzeugt, weiter ist’ als Quotient
vonR[X; ;|1 < 1,4, < n] Noethersch, also ist audhals endlich erzeugte§’-Modul Noethersch.
Es qgilt: S’ C S C T, daher istS insbesondere ein endlich erzeugféiModul.

Seialso{sy,. .., s} C S ein Erzeugendensystem v6mals.S’-Modul, dann istS als R-Algebra von
{s1,... .5} U{aij |1 <1,4,1 <n}endlich erzeugt. O
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Bemerkung 9.15Fur ¢ > 0 ist K(Xy,...,X:) = Quot(K|[X1,...,X,]) als K-Algebra nicht
endlich erzeugt.

Beweis.Zur besseren Lesbarkeit bezeichne wiedeeX X1, . .. , X;). Wir nehmen die gegenteilige

Aussage an, dann ist
fi(X) | }
E .= t=1,...,nneN
{ gi()—() |

ein Erzeugendensystem véf(X) als K-Algebra. Seien danp; (X), ... , p,»(X) bis auf Assoziert-
heit alle irreduziblen Polynome derart, dass es fur alle 1,...,n einj € {1,...,m} mit der
Eigenschafip;(X) teilt g;(X), gibt. Nimm nun ein irreduzibles Polynop(X), dass zu keinem der
pi(X) Assoziert ist. Da es nach Euklid unendlich viele irreduzible Polynoni€ (K) gibt, ist diese
Wahl zulassig.

Es qgilt: ;T(lK) ist nicht durchE darzustellen. Dies ist ein Widerspruch dazu, déssn Erzeugenden-

system ist, also isk (X) nicht endlich erzeugt. O

Fortsetzung des Beweises von Satz 9.12

Nach Bemerkung 9.14 igt' (¥ als K-Algebra endlich erzeugt, was nach Bemerkung 9.15 nicht még-
lich ist. Wir haben unsere Annahnie/ K wére nicht algebraisch also widerlegt und den Satz bewie-
sen. O

Folgerung 9.16 SeiK ein Korper undM < K[X| := K[X1, ..., X,] ein Maximalideal, dann ist

eine endlich erzeugte Korpererweiterung vén Ist K algebraisch abgeschlossen, dann gibt es
ay,...,a, € K,sodassVl = (X; —a;li=1...n).

Beweis.Diese Folgerung haben wir bereits in Bemerkung 9.13 im Teil ,,9:19.12" bewiesen. O

Folgerung 9.17 Sei K algebraisch abgeschlossen uiidC A™(K) eine affine algebraische Menge,
dann gelten:

(@) Fuirae A"(K)qitae X< I(X) C (X1 —a1,... ,Xn —ap)

(b) Die Maximalideale vork [X] sind von der Form:

(X1 —ay,..., Xy —ap)+I[(X)furae X

Beweis.Der Nachweis von (b) erfolgt direkt durch Folgerung 9.16 und dieeBnisse aus Algebra I.
Zum Nachweis von (a) betachte:

acX & {&Ccx < I{ah)2I1(X%)
= (Xl—al,...,Xn—an):_)I(%)
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10 Die Resultante und Schnitte von Kurven

Definition 10.1 (Resultante)
SeiR ein kommutativer Ring und die Polynome

f(X) = iaiXm_l,g(X) = ibiX"_i € R[X]
=0 =0

Die Resultante zum formalen Gradm ist die Daterminante der folgenden+ m x n + m-Matrix

ag a1 ... ... Qm
ag aj e Qe
L Qg aj N 7
Stre) = bo ... ... by
bo ... ... by
bo ... ... by

Alsores(f,g) := det(S(s,4))-

Anmerkung Die Matrix S ;) heif3t Sylvestermatrix nach James J. Sylvester

Bemerkung 10.2 Unter Verwendung der Bezeichnungen aus Definition 10.1 gelten:
1. res(f,g) = (=1)""res(g, f)
2. Seieny, f € R, dann giltres(a.f, Bg) = a™ - ™ - res(f, g)
3. Seip : R — S ein Ringhomomorphismus, dannist(o(f), ¢(g)) = ¢(res(f,9))

Beweis.Die Ergebnisse erhalten wir aus der Linearen Algebra. In (1) durderZertauschung, in
(2) durch Skalarmultiplikation und in (3) durch ausnitzen der Homomorg@asechaft vorp. O
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Beispiel 22 (Resultante)
Seif(X):=X —aundg(X) := X — b, dann gilt

res(f,g)zdet(i :a > =a—0»

Seif(X):=X —aundg(X) := i b; - X", dann gilt
=1

1 —a
1 —-a
res(f,g) = det .
1 —a
bo b1 be by,
—a
1 —a
= by (—1)""2 . det +
1 —a
1 —a
+bn<_1)2n+1det
1 —a
1

= bo.a”+b1.an_1+...+bn.ao = g(a)

Bemerkung 10.3 SeiR ein kommutativer Ring und die Polynorfigy wie in Definition 10.1 gegeben.
Weiter Bezeichne
R[X]<n :={[f|f € RIX] Adeg(f) <n}

Die Menge der Polynome iR[X] mit Grad kleinern und

B, = {X"1 X2 .. X"=1}Basis vonR[X].,
B, = {X™H X" 2 ..., X°=1}Basis VOnR[X] .,
Boprn = (XM=l xmin=2 X0 =1} Basis VONR[X]<min

Dann wird der R-Modulhomomorphismus
St R[X]<n X B[X]<m — R[X]<nim
(u(X),0(X)) = u(X)- f(X)+0(X)-g(X)
von der Matrix S ;) * beschrieben.
Beweis.Das Matrix-Vektor-Produkt der Transformierten Matrix v6fy ;) und dem Vektor
(Upy -+ v s Up—1, Vo, - - - ,vm_l)T

wobei dieu; die Koeffizienten vonu(X) und diev; die Koeffizienten vorw(X) sind, ergibt den
Koeffizientenvektor vom(X) - f(X) + v(X) - g(X). O
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Satz 10.4 Sei R ein kommutativer Ring unfl, ¢ € R[X] Polynome. Dann gibt es weitere Polynome
u,v € R[X] mitdeg(u) < deg(g) unddeg(v) < deg(f), so dass

res(f,9) = w(X) - f(X) + v(X) - g(X)

Beweis.SeiS := Sy T die Matrix zur Abbildung aus Bemerkung 10.3, ufitidie zuS adjungierte
Matrix. Weiter bezeichné := id € Matr(n + m,n + m). Es gilt

S-S*=det(S)- I =res(f,g)-1

also folgt
0 0
sls | | |= : € Im(S)
0 0
1 det(S)
Mit den Basen aus Bemerkung 10.3 ist als0(.S) € Im(S). Ebenfalls in Bemerkung 10.3 haben wir
errechnet, dasset(S) = u(X) - f(X) +v(X) - g(X) ist. O

Bemerkung 10.5 SeienR, f, g wie in Definition 10.1 gegeben. Zusatzlich geiormiert. Es gelten
(a) Neber,, ,,,, aus Bemerkung 10.3 ist auch
B = {(XO)X () - X0 X X0
eine Basis VOIR[ X | <+, und die Basiswechselmatrix hat die Determinante 1.

(b) Fur den im Folgenden definierte®-Endomorphismug’ gilt res(f, g) = det(®’)

(I)/:R[X]<n+m —  R[X]<ntm
f(X)- X' — f(X)-X'furo<i<n
X = g(X)-XI furo<j<m

Beweis.Zu (a):
Stelle®’ .= B/

n+m

in der Basigb := 98,,,,, dar

ao

ao

Qm

1

Nach Voraussetzung igt normiert, das heil3,, der héchste Koeffizient vorf, ist 1 daher folgt
det(MP) =1
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Zu (b):
Die Darstellungsmatrix vo®’ beziiglich®’ und‘B ist gegeben durctS?(f,g)T. Nach (a) gilt dann

res(f, g) = det(S(s.p ") = 1-det(S(sT) = det(MF ) - det(Ss,4 ") = det(')

Definition und Satz 10.6 (Norm)
SeiR ein kommutativer Ring unfl € R[X| ein normiertes Polynom miteg(f) = m. Es gelten:

(a) Der RingA := R[X]/(f) ist ein freier R-Modul vom Rangn mit der Basis{z™"!,... 2},
wobeiz := X + (f) ist.

(b) Seig € R[X] mitdeg(g) < n, dann bezeichng(z) := g(X) + (f) € A.

Die NormN 4/ ( g(z) ) ist definiert als die Determinante déi-linearen Abbildung

Pv:A — A
a — a-g(z)

Es gilt Ny /r(g(z)) := det(yp) = res(f,g). Insbesondere istes(f, g) unabhangig vom formalen
Grad vong.

Beweis.Zum Teil a): Daf nach Voraussetzung normiert ist kdnnen wir die Division mit Rest durch-
fuhren. Hierbei ist der Rest eindeutig bestimmt.

zu (b):

Sei. : Ker(mr) — R[X]<n+m die Inklusion, wobeir : R[X]<ntm — R[X}/(f) die naturliche
Projektion ist. Nach (a) ist surjektiv. Betrachte:

Ker(7) 2, Ker(7)
L l« l/ L
(I>l
R[X]<nim — R[X]|<nim
wl L
AL A
Dieses Diagramm ist kommutativ, denn nach Definition @il
o ® =) om. Weiter giltKer(7) = f - R[X]~,. Betrachte
&' (Ker(r) ) = ®/(f - RIX]<y) = f - RIX]<y = Ker(r)

Es folgt also:®’ o v = ¢ o id. Und daher gilt

res(f, g) = det(®) = det(id) - det(v)) = Ny/r( g() )

a

Folgerung 10.7 SeiR ein faktorieller Integritatsring mit := Quot(R), dann fixiereK einen alge-
braischen Abschluss vai. Weiter seiery, g € R[X] normierte Polynome. Es sind aquivalent

(i) res(f,g9) #0

(i) f undg haben keine gemeinsamen Nullstellerkin
(i) f undg haben keine gemeinsamen FaktoretRjX |
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Beweis.,(i) = (iii)":

Nach Voraussetzung ists(f, g) # 0 damitist mitA, g(x) wie in Satz 10.&N 4 /x ( g(x) ) # 0. Es gilt

g(z) € A*, denn die Determinante der zur Multiplikation mgitz) gehdrigen Matrix ist nicht Null.
Also gibt esh € K[X] derart, dasg = h(x) - g(x) € A gilt und somit gibt ep € K[X] so dass
wir die Darstellung zu = h(X)g(X) + p(X) f(X) verandern kdnnen also ist detT(f,g) = 1in

K[X]. Damit habery, g keinen gemeinsamen Faktor itj X |.

L1 = (i)*:

Hatten f, g gemeinsame Nullstelle i&’, dann hattery und g einen gemeinsamen Faktor K[ X],

namlich das Minimalpolynom der gemeinsamen Nullstelle. Mit dem Satz von GauR fiagtelann
einen gemeinsamen Faktor i#] X, dies ist jedoch ein Widerspruch.

S(il) = (i)

Gibt es keink € K mit f(k) = g(k) = 0, dann haberf undg keinen gemeinsamen Faktor #a[ X,

also giltggT(f,g) = 1. Es folgt, dass es,p € K[X] gibt, so dasd = h(X)g(X) + p(X) f(X).

Daheristg(z) € A*. Es giltres(f,g) = N4y /r(g(z)) #0 O

Folgerung 10.8 SeiR ein kommutativer Ring.
(a) Seienf, g1, g2 € R[X] und f normiert, dann ist

res(f, 9192) = res(f, gl) : res(f, 92)

(b) Seienfy, f2,g9 € R[X] undg normiert, dann ist

res(f1f2,9) =res(f1,9) - res(f2, 9)

Beweis.Teil (a) folgt direkt aus Satz 10.6. Zu (b) betrachte

res(fifo,g) = (=129 reg(g, £ fo)
@ (—1)dee(fr)degle) . (_1)des(f2)dee(9) . reg(g, f1) - res(g, f2)

2 2
= ((_1)deg(f1)-deg(g)> .res(fhg).((_1)deg(f2)-deg(g)) res(f2, )

O

Folgerung 10.9 SeiR ein kommutativer Ring und

F(X):=][(X —ai) und g(X) := [J(X - 8))
i=1 j=1
Dann ist die Resultante vohundg
res(f,9) = [J (es) = [T [T (e — )
i=1 i=1j=1
Beweis.res(X — «, g) = g(«) nach Beispiel 22. Mit Folgerung 10.8 folgt die Aussage. O
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Folgerung 10.10 (Diskriminantenformel)
SeiR ein kommutativer Ring unfl € R[X] normiert vom Gradn mit Ableitungyf’, dann gilt

m(m—1)

(1) 2 - Ap = res(f, f)

Zerfallt f in Linearfaktoren, mit Nullstellern;, dann gilt sogar

m

res(f, f) = Hf’(ai) = HH(ai - ;)
i=1j=1

=1

Beweis.Nach einer Ubungsaufgabe gibt es eine RingerweiteRingn R sowiea; € R’, so dass

m

£ =X —a)

=1

Betrachte
res(f, f') = Hf/(ai) = H (i — ay)
i=1 i=1j=1
m(m—1) 9
= (—1 2 . H (Oéi — Oéj)
1<i<j<m

= (_1)f .Af

|

Satz 10.11Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper uhd € K[X,Y] zwei teilerfremde
Polynome, dann gilt

g (Vi(K)NVy(K)) < o0
Beweis.Zunachst werden wir den Beweis darauf reduzieren, daseduzibel ist, denn sei

n

FXY) =[] Ry

i=1

die Zerlegung vory in irreduzible Elemente, dann gilt
Ve(K) = |J Vi (K)
i=1

demnach genugt es zu zeigen, dass fir alle diegk § (V,(K) N K) < oo. Sei f also 0.B.d.A.
irreduzibel. Wir werden nun die Behauptung in zwei Féllen zeigen:
1. Fall: Seif (X,Y) =c- (X —a) € K[X,Y] mita,c € K. Dann betrachte

§(VEK)NVy(K)) = #{(z,y) € A*(K)|z=ang(ay) =0}
= H{ye Klga,y)}
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Diese Menge hat nur dann unendlich viele Elemente, weganY') das Nullpolynom ist. Dies wollen
wir im folgenden annehmen. Weiter fassen wiX, Y') als Polynom i K [Y]) [X] auf, d.h.

9(X,Y) =) Bi(Y)X' mit 5(Y) € K[Y]
=0

Es gilt: a ist Nullstelle vong(X,Y") in K[Y][X], also teilt(X — a) das Polynony(X,Y), dies ist
jedoch ein Widerspruch zur Teilerfremdheit, also kafm, Y') nicht das Nullpolynom sein.
2. Fall: Nun im Allgemeinen. Wir fassen daZiX,Y’), g(X,Y") als Polynome inK [ X|[Y] auf, d.h.

m

FOY) =Y ai(X)Y undg(X,Y) = > Bi(X)y’ mitai(X), B;(X) € K[X]
1=0 Jj=0

Betrachte nun die Resultante vgny als Polynome irY:
r(X) = res(f, g) € K[X]
Es gilt R(a) = res(f(a,Y),g(a,Y)) fur allea € K. Wir wollen nun zeigen, dass
x (Vi(K) N Vy(K)) € {a € K |r(a) - am(a) = 0}
Betrachte die Koordinatenabbildung
z:A*(K) — K
(z,y) —

und seia € x (V§(K) N V,(K)), dann gibt es eih € K dearart, dass
f(a,b) = g(a,b) = 0. Es istb eine gemeinsame Nullstelle vgf{a,Y) und g(a,Y") daher ist mit
Folgerung 10.7

r(a) =0V ap(a) =0
Insgesamt gilt: Es kommen nur endlich viseKoordinaten vor. Zu jeder dieséf-Koordinaten gibt
es nur endlich viel& -Koordinaten. O

Anmerkung Genauer gilt nach dem Satz von Bezout:

# (Vi (K) NVy(K)) < deg(f) - deg(g)

Bemerkung 10.12 Sei K ein alebraisch abgeschlossener Korper ufig¢ K [X, Y] ein irreduzibles
Polynom. Es gilt:

I (Vi(K)) = (f)
Beweis.Nach Definition ist klar, das§f) in I (V;(K)) enthalten ist, wir miissen uns also nur um die
andere Inklusion kiimmern. Dazu ge€ I (V(K)) mit f { g, dann folgt mit dem soeben bewiesenen
Satz 10.11
8 (Vi(K) N Vy(K)) < oo
Ausg € I (Vy(K)) folgt aber auch:
Vo(K) 2 Vi(K)

und somit, dak™ algebraisch abgeschlossen ist, falg} (/) = oo, dies ist aber ein Widerspruch
dazu, dass der Schnitt nur endlich viele Punkte enthahilt. )
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Definition 10.13 (Funktionenkdrper Vo)
Sei K ein Korper undX C A"(K) eine affine Varietat ubek (d.h. insbesondere irreduzibel, und
K[X] ist ein Integritatsbereich).

K(X) := Quot (K[X])

heil3t der Funktionenkdorper vah.

Satz 10.14Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kdrper uficc K[X,Y] ein irreduzibles Po-
lynom. DefiniereX := V;(K) und sei weitera € K(X)*. Dann gibt es endlich viele Punkte
p1,...,ps € X, S0 dassy eine stetige Funktion ad\{py,... ,ps} — Al(K) induziert.

Beweis.Es gibtg,h € K[X,Y], derart dassx =
K[X] := KX, Y]/(f) sind. Definiere
{pla"' 7ps} = Vf(K) nv, (K)

dann gilt: Ist(z, y) € X\{p1,...,ps}, SOistg(z,y) # 0. D.h.a(z,y)
gibt uns die gewilnschte Abbildung. Die Stetigkeit sieht man durch Némmaaoe O

QI3

ist, wobeih, g die Restklassen voh, g in

11 Morphismen von Kurven

Definition 11.1 (Morphismus von Kurven)
Sei K ein Korper undf,g € K[X,Y] zwei Polynome, dann setze:= V;(K) und D := V, (K).
Eine Abbildung
p: C — D
(a7 b) = ( ¥1 (av b)7 902(617 b) )
heifl3t Morphismus von Kurven, falls es Polynome € K[X,Y] gibt, so dass fur allda,b) € C
gilt:
®1 (aa b) = (X(CL, b) und(p?(a7 b) = ﬂ(aﬂ b)
Anmerkung Diese Definition verallgemeinert sich auf nicht triviale Weise auf Varietatdmretrer Di-
mension.

Beispiel 23 (Potenzieren)
SeiK ein Korperundf(X,Y) = X"+Y" -1, ¢(X,Y): =X +Y — 1 € K[X,Y], dann ist

p:Vi(K) —  Vy(K)
(a,) = (a",0")
ein Morphismus von Kurven, mit( X,Y) = X" und 5(X, ) =Y".
Beispiel 24 (Projektion auf dieX-Achse)

SeiK ein Korper undf € K[X,Y]. Setz&l' := V§(K).
Die X -Achse ist die Kurvé) := V,(K) mitg(X,Y) =Y. Es qgilt

pVi(K) = V(K)
(a,0) = (a,0)
ist Morphismus von Kurven mit(X,Y) = X und5(X,Y) = 0.
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Bemerkung 11.2 Sei K ein Kérper undf, g € K[X, Y] zwei irreduzible Polynome, dann definiere
C :=Vy(K)undD := V,(K). Weiter seip : C — D ein Morphismus von Kurven, dann iststetig
beziiglich der Zariski-Topologie.

Beweis.Seiena, f € K[X,Y] wie in Definition|11.1 gegeben, dann ist zu zeigen, dass fur jede
abgeschlossene MengeC D auchy~!(A) abgeschlossen ist. Die abgeschlossenen Menge®von
haben die Form

DNVy(K) mita< K[X,Y]

Nach Satz 10.11 sind dies die Mengena, M mit fM < co
Wir miissen die Abgeschlossenheit vpn'! also nur noch fir einelementige Mengen zeigen, denn
endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschiBss®achte also fifa, b) € D:

¢ ((a,0)) = {(z,9) € Cler(x,y) = aNpa(e,y) =b}
- {(x,y) EC\a(x,y)—a:O/\ﬁ(x,y)—b:0}
C N Vax,y)—a(K) N Vix,y)—p(K)

Dies ist per Definition eine abgeschlossene Menge. a

Definition 11.3 (Iso-, Automorphismus von Kurven)
SeiK ein Korper undf, g € KX, Y] Polynome. Setz€ := V;(K) und D := V,(K). Ein Morphis-
mus von Kurven

p:C—D

heil3t Isomorphismus, wenn es einen Morphismus von Kurven
v:D—C

gibt, so dassp o ¢ = idp undy o p = id¢
Ist C' = D, dann heif3t ein Isomorphismus véhin sich selbst auch Automorphismus.

Anmerkung Die Automorphismen einer Kurve bilden eine Gruppe. Je mehr Automorphisimen e
Kurve hat, desto mehr Symmetrien hat sie, d.h. desto Spezieller ist sie.

Beispiel 25 (hyperelliptische Kurven)
SeiK ein Korper undg € K[X] irreduzibel, dann definier¢(X,Y) := Y? — g(X) € K[X,Y]. Die
KurveC' := V;(K) hei3t hyperelliptische Kurve. Der Morphismus

h: C — C
(a,b) — (a,—b)

heiRt hyperelliptsiche Involution (d.h? = id.).

Definition und Bemerkung 11.4 SeienX, 2), 3 topologische Rdume und : X — 9) stetig, dann
definiere

" C(D,3) — CO(X,3)
Y = Yoy
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Sei nunK ein Korper undf,g € K[X,Y] Polynome, dann setzé := V;(K) und D := V,(K).
Weiter seip : C — D eine stetige Abbildung, dann Betrachte

KX, Y]/[(D) = K[D] K[c] = KX, Y]/[<C)
ip | lic
C (D, AYK)) 25 € (C,AYK))
mit
ic: K[C] — C(D,AYK))
p o~ ((@b)—plab))
Es isty genau dann ein Morphismus von Kurven, WQﬁF(iD (K[D])) Cic (K[C]) ist.

Beweis.Seiy ein Morphismus von Kurven mip; = aundps = S fir o, € K[X,Y]. Weiter sei
P € K[D], dann betrachte fir, b € C

SO* (iD(P(Xa Y))) (a’ b) = iD (P(X’Y)) © (@1(avb)’ @2(% b))
= P(a(a, b),ﬂ(a,b))
_ z’C(P(a(X,Y),B(X,Y)))(a,b)

Folglich istP(a(X,Y), 8(X,Y)) € K[C]. Beweisen wir nun die andere Inplikation, dazu betrachte
die X-Koordinate und di&"-Koordinate. WahleP(X,Y') := X € K[D]. Es gilt:

90*<7’-D(P(X7Y)))(aab) = P(Sol(avb)?@?(a?b))
= ¢i(a,b) € ic(KI[C))

Also gibt esa € K[X,Y], so dass fur alléa,b) € C gilt a(a,b) = ¢i(a,b). Mit P/(X,Y) =Y
erhalte, dass auch, durch ein Polynont(X,Y) € K[X, Y] gegeben ist. O

Bemerkung 11.5 Sei K ein Kérper undC, D C A?(K) seien Kurven. Weiter sei : C — D ein
Morphismus von Kurven mit(a, b) = («(a, b), 5(a,b)). Dann ist

*: K[D]  — K[C]
P+1(D) — P(a(X,Y),8(X,Y)) +I(C)
ein K-Algebra-Homomorphismus.

Anmerkung Achtung: Die ,Pfeilrichtung” dreht sich um!

Beweis.Wir beweisen hier nur, dags® wohldefiniert ist, denn die (Ring-)Homomorphieeigenschaft
rechnet sich leicht nach. Zur Wohldefiniertheit ist zu Zeigen, dass Hlenaeis/ (D) auf Elemente
in 1(C) abgebildet werden.

Sei alsoP(X,Y) € I(D), dann istP (a(a, b),ﬁ(a,b)) = 0, denn das Elemerfta(a, b), (a, b))
liegtin D. Dann ist aber fifa, b) € C auch

P(a(X, Y), B(X, Y)) (a,b) = 0

also istP<a(X,Y),ﬁ(X, Y)) e I(C) O
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undy (Y + I(D)) = B(X,Y) + I(C). Dann definiert

p: C — D
(a,b) +— (a(a,b),B(a,b))

einen Morphismus von Kurven und es git: = 1.

Beweis.Nachrechnen!

12 Singulére Punkte

Definition 12.1 (Taylorentwicklung, singularer Punkt, singulére Kurve, Tangente)
Sei K ein Korper undf € K[X,Y] ein Polynom, dann setz& := V;(K). Weiter sei(a,b) € C,
dann betrachte die ersten Terme der Taylorentwicklungfzon

_9f of | iy _
—6—X(a’b)-(X—a)+ (Y —b)

T¢(a,b) : Y|y

Der Punkt(a,b) € C heilt singular, fallsTy(a,b) = 0 ist. Andernfalls heil3{a, b) nicht-singular
(oder glatt, regular)

Sei nun(a,b) € C regular, dann heil3t die zil;(a, b) gehorige Grade‘(Tf(mb) (K)) Tangente arC'
im Punkt(a, b).

Die KurveC heift nicht singular (glatt), falls jeder Punkt @i regular ist.

Anmerkung Die Tangente ad’ ist diejenige Grade, di€ nahe(a, b) am besten approximiert.
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Beispiel 26 (Tangente an den Einheitskreis)
SeiK =Qund f(X,Y) := X? +Y? -1 € Q[X, Y]. Betrachte den Punkt, 1), dann ist

3 4 of 3 of 4
T(2.2) = 2L (X == et (Y — 2
7(5:5) 8X(%7%)( 5)+8Y(%7§)( 5)

6 3.8 4
= g'( —g)JFg'( —g)
— %-(6X+8Y—@)

- é-(6X+8Y—10)

Eine Tangente an den Einheitskreis.

Beispiel 27 (Singularer Punkt: ,Spitze*)
Seif(X,Y) = Y? — X3, dann sind die partiellen Ableitungen

of 9 of
X —-3X und Y 2Y

Beide partiellen Ableitungen verschwinden im Punkt (0,0) , alsoffiat, Y') im Punkt (0,0) eine
Singularitat.

Diese Art von Singularitat hei3tSpitz¢. Die Tangenten an die beiden Zweige stimmen im Limes
gegen Null Uberein.
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Beispiel 28 (singularer Punkt: ,gewohnlicher Doppelpunkt®)
Seif(X,Y)=Y? - X3 — X2, dann sind die partiellen Ableitungen

of L2 of
ax = 3X und 8Y_2Y

Auch hier verschwinden die beiden partiellen Ableitungen im Nullpunkt.

Diese Art von Singularitét heistgewdhnlicher DoppelpunktDie Tangenten an die beiden Zweige
haben in(0, 0) eine unterschiedliche Steigung.

Beispiel 29 (singulérer Punkt)
f(X,Y):=Y(Y - X)(Y + X) + X% + Y7 hat eine Singularitat im Nullpunkt.

05 1 15

Beispiel 30 (hyperelliptische Kurven)
SeienK ein Korper undg(X) € K[X] ein Polynom, dann heit die z{(X,Y) := Y? — g(X)
gehorige Kurve einehyperelliptische Kurvé Die partiellen Ableitungen sind:

of _ of _
Also hatf(X,Y") eine Singularitét in(z, 0), wenng’(x) = 0. Weiter gilt, dasgz,0) € V;(K), also
folgt g(«) = 0. Wir kdnnen nun schlieBen, dass genau depf¥’) nicht-singular ist, wenr0, ) ist
eine mehrfache Nullstelle vanist, also genau dann, wenfy, # 0 ist.
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Motivation Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper fioll, Y) € K[X, Y] ein irreduzibles
Polynom. Setz€' := V;(K). Im letzten Abschnitt haben wir den Koordinatenring

K[C] = K[X’ Y]/(f)
und den zugehdrigen QuotientenkdrgéefC') := Quot (K [C]) definiert. Betrachte

r: C — AYK)

(a,b) — a
Hierzu gehort nach dem vorhergehenden Abschnitf€iAlgebra-Homomorphismus

z* K[X] — KI[C]
X = X+

O.B.d.A. istz* injektiv (sonst nimmt dieX-Koordinate nur endlich viele Werte an, dann vertausche
X undY). Es gilt K[X] C K[C] C K(C). Betrachte nun den ganzen Abschluss V¥opX| bzw.
K[C]in K(C).

Unser Ziel ist es in den nachsten Abschnitten zu Zeigen, H46§ genau dann ganz abgeschlossen
ist, wennC' keine Singularitaten hat.

Beispiel 31 SeiK ein Korper undf(X,Y) = Y2 — X3 ein Polynom inK [ X, Y], weiter seiz* wie
oben injektiv, dann isk [C] nichtabgeschlossen.
Beweis.Im ersten Schritt Behaupten wir, dagse K[C] ganz ist Uibets [X], denn inK [C] gilt

0 = Y2X3:X2-<<;(>2X>

=0 = (§>2—X in K(C)

Es gilt 3= ist Nullstelle vorl™? — X € (K[X]) [T]
Im zweiten Schritt zeigen wir, dagd” kein Element inK'[C] ist, denn sonst gabe es ein Polynom

9(X,Y) € K[X,Y], so dass

Y (f) _
rip = IEN )

Esfolgte dann, dass = X -g(X,Y)+(f) € K|[C], also existierte ein Polynom X,Y) € K[X,Y],
so dass

Y =X -g(X,Y)+ (Y? - X3) - W(X,Y) € K[X,Y]

Dies ist jedoch ein Widerspruch.

Aus diesen beiden Schritten folgt nun unmittelbar, #4€’] nicht ganz abgeschlossen Ki(C) ist.
Weiter gilt, dassk[3-] mit 3+ € K (C) der ganze Abschluss vdi[C] in K (C) ist. Auch diese Be-
hauptung beweisen wir in mehreren Schritten:

Zunéchst zeigen wir, dags[C] C K[%] ist. In K (C) gelten die folgenden Gleichunge(r\é)2 =X
und$ - X =Y. Die ElementeX + (f) undY + (f) liegen also ink [s].

Aus der Definition des Koordinatenrinds|C| als Quotientenring vork'[ X, Y] modulo dem vorf
erzeugten Ideal folgt unmittelbar, da&§C] von den ElementeR + (f) undY + (f) erzeugt wird.
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Beim zweiten Schrittist nichts zu zeigen, denn es ist klar,@ass (K[3+]) = Quot(K[C]) = K(C)
ist. Weiter giIt:K[%] ist isomorph zu einem Polynomring UbE&rin einer Variablen, somit isK[%]
ein Hauptidealring. Daher isK[%] ganz abgeschlossen.

Als drittes werden wir nun zeigen, da%,‘rsnicht algebraisch tbekKist.

Angenommen, dem ware so, dann wﬁ{%] eine endliche Kérpererweiterung vasd. Im ersten
Schritt haben wir festgestellt, da$s[s-] den Koordinatenringk [C] enthalt. Dieser wiederum ent-
halt nach der ersten Behauptung den PolynomriigX]. Dies ist ein Widerspruch, denk ist ein
transzendentes Element Ub€r

Zum Schluss betrachten wir noch das Minimalpolyn6(i’) := 7% — X € (K[X])[T] vons-.
DefiniereC := Vi (K), dann ist

KO = KXY o = K[ € K (0)

Es gelten folglich die Inklusionen

K[X] C K[C] € K[C] € K(C)

und K'[C] ist der ganze Abschluss véq[C] in K (C').

Die Verallgemeinerung dieser Motivation ist der folgende Satz 12.2, desbeirerst spater beweisen
kénnen:

Satz 12.2 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper yfid(,Y) € K[X,Y] ein irreduzibles
Polynom. Setz€' := V;(K). Es gilt: C ist genau dann nicht singular, weriC] ganz abgeschlossen
ist.
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Kapitel IV

Moduln tber Ringen (1)

13 Das Tensorprodukt

In diesem Abschnitt bezeichrf@ wieder einen, nicht notwendig kommutativen, Ring.

Definition 13.1 (ausgeglichene Abbildung, - Produkt, Homomorphismus und Termsiit)
Seien)M ein R-Rechtsmodul un@ ein R-Linksmodul, sowie” ein Z-Modul. Eine Abbildungf :
M x N — P heil3t ausgeglichen, falls eineZ-bilineare Abbildung ist, die die folgende Eigenschaft
erfullt.
Vee MVye NVre R :  f(xr,y) = f(z,1y)

In diesem Fall hei3t das Pad, F') ein ausgeglichenes Produkt vah und N.

Seien(P, f) und (@, g) zwei ausgeglichene Produkte vad und N. Eine Z-lineare Abbildung

v P — @ heiBt Homomorphismus ausgeglichener Produkte, falls firalke M und fir alle

y € N qilt, daSSgo(f(a:,y)) = g(z,y) ist.

Ein ausgeglichenes Produkt der Modulf und N heif3t Tensorprodukt voi/ und N Uber R, mit

der Notation(M ®@r N, ®), falls die folgende universelle Abbildungseigenschaft gilt: Fiir die ausge-
glichenen ProduktéP, f) von M und N gibt es genau einen Homomorphismus

90(M®RN7®)_>(P7.}C)

von ausgeglichenen Produkten, so dass das folgende Diagramm kientnolh.p o @ = f.

3!
M ®r N L P
S A
M x N

Anmerkung Solange der Kontext den Ring Uber dem wir das Tensorprodukt biloheleatig be-
stimmt, vereinfachen wir die Schreibweise @R zu Q.

Satz 13.2 SeienM, N wie in Definition 13.1 gegeben, dann gilt:
Das Tensorprodukt/ @ N existiert und ist bis auf Isomorphie eindeutig.
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Beweis.Zunachst konstruieren wir das Tensorprodukt. Setze dazu Z[M x N] als den freier¥-
Modul auf der Mengell x N, d.h. die Elemente voA’ sindZ-Linearkombinationen mit Symbolen
x € M undy € N. Weiter setze&7 als den von den Elementen

($1+{E2,y)*($1,y)*($2,y) x7$17$2€M
(xvyl + y2) - (fIf,y1) - (xqu) Y,Y1,Y2 € N
(zr,y) — (z, 1Y) reR

erzeugterZ-Untermodul vonF'. Definiere

M® N
undz®y = (z,y)+G = (z,y)

I
&
D

Die zu beweisende Behauptung ist nun:

QQ:M XN — MN
(z,y) — z®y

ist eine ausgeglichende Abbildung. Dazu zeigen wir zunachst-@dinearitat. Es genigt diese Ei-
genschaften fur die Erzeuger vaih ® N zu zeigen.

1ty = ®(($1+$2,y)) = (z1 +22,9) + G
= (z1,9) + (22,9) + G = ®(21,9) + ®(22,9)

Die Linearitat in der 2. Variable folgt analog. Betrachte nun die MultiplikationEBimenten aus.

rrey = Qry) = (zr,y) + G
= (z,ry) +G = ®(z,1y)
Nach dem wir das Tensorprodukt konstruiert haben, missen wirzeighn, dass dieses die univer-
selle Abbildungseigenschatft erfillt. Hierzu werden wir die uns berekarge universelle Abbil-

dungseigenschatft von freien Moduln verwenden. Sei alsé@-@#odul P vorgegeben, dann betrachte
das folgende kommutative Diagramm

FX@D/P

M x N

Wir wissen, dasg eindeutig bestimmt ist. Betrachte fiiy, zo € M undy € N

Yoy +x2,y) = P(e(zr+a2,9)) = f(z1+22,9)

TEY fa1,y) + flaa,y)

Folglich ist (z; + x2,y) — (x1,y) — (z2,y) € Ker(y). Analog folgt, dass auch die die anderen
Erzeuger vorz im Kern von liegen. Somit istG in Ker(v)) enthalten. Definiere nun

go:F/G — P
a+G — Y(a)
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damit erhalten wir das gewtinschte, kommutative Diagramm wie folgt

—

M x N

M®R

Die Eindeutigkeit vonp ist durchf(z, y) bereits gegeben.

Die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie val & N folgt mit dem gleichen Argument wie bei frei-
en Moduln (Vergleiche Satz 2.12), direkten Summen (Vergleiche Satz 2d7jlicekten Produkten
(Vergleiche Satz 212) direkt aus der universellen Abbildungseigerftsch O

Beispiel 32 (Tensorprodukt)
(T1) Seiemn, m € N Teilerfremd, dann gilt

T:= Z/mZ®ZZ/nZ:-O

Da n undm Teilerfremd sind, finden wir eine Darstellung derso dasd = am + bn mita, b € Z.
Sei nunr ® s € T', dann betrachte

reos = r-1®s=rlam+bn) s
= ram®@s+rom®s =ramR s +r bns
= 0®s+r®0 denn7 - m = 0 modm

Esqgit0i ® s =04+0®s =0® s+ 0® s, ziehen wir nur) ® s auf beiden Seiten der Gleichung
ab erhalten wir) = 0 ® s. Betrachten wir nun ein allgemeines Element @liso betrachten wir eine
Z-Linearkombination von Nullen, also folgt die Behauptung.

(T2) SeiG eine abelsche Gruppe unde N derart, dassiG = aist. Mit anderen Wortenéz ist ein
Z-Torsionsmodul una. € Ann(G). Es gilt:

T=Q®z;G=20

Dennfur? € Qunda € G gilt

T r r T
T®a=—" n®a=—@n-a=—0
S ns ns ns

(T3) SeiG eine abelsche Gruppe, dann Bt.= Q ®7 G ein Q-Vektorraum via

t t . t
T<®a>:zr®a m|tf,—e<@,aeG
s \u sU s’ u

(T4) SeiS ein Ring undy : R — S ein Ringhomomaorphismus. Weiter 8éiein R-Linksmodul, dann
istS ®pr N einS-Linksmodul via

s(t@n):=st@n mits,te S,neN

Dieser heif3t Skalar- oder Konstantenerweiterung bzw. Basiswechsel.
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Bemerkung 13.3 SeienM, M zwei R-Rechtsmoduln ungd € Hompg (M, M). Weiter seienV, N
zweiR-Linksmoduln miy € Hompg(N, N). Dann gibt es einen Homomorphismus

f®g:M®RN—>M®RN

Beweis.Betrachte das erweiterte Diagramm der universellen Abbildungseigaftisch

Definiereh := ® o (f, g), dann isth eine ausgeglichene Abbildung. Die Existenz yom g folgt nun
sofort aus der universellen Abbildungseigenschaft. O

Bemerkung 13.4 SeienM, My, M- drei R-Rechtsmoduln und/, N1, No drei R-Linksmoduln mit
M -Loan L My und N S Ny 2 Ny

Dann gilt: ) .
(f@geo(feg=([cf)®(G®Y)
Beweis.Firallexr® y € M ® N gilt:

f’®§<f®g($®y)> = f®§(f(w) ®g(ﬂf))

a

Folgerung 13.5 Seien)/, M zweiR-Rechtsmoduln ungl € Homp(M, M). Weiter seienV, N zwei
R-Linksmoduln miy € Hompg(NV, N). Dann ist das folgende Diagramm kommutativ:

M®N
! W %g
f®g - -
M® N M®N
ZM %}\7
M®N
Beweis.Folgt direkt aus Bemerkung 13.4. O

Bemerkung 13.6 Sei I eine Menge, furi € I seienM; R-Rechtsmoduln. Weiter s& ein R-
Linksmodul. Dannn gibt es genau einen Isomorphismus

©: <EBM> oN = PoneN)

iel el
(i)icr @y +— (2 @Y)ier
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Beweis.Als erstes schlieRen wir die Existenz vgraus der universellen Abbildungseigenschaft des
Tensorproduktes. Betrachte dazu das folgende Diagramm:

(@MO@N ______ $ >¢?1(Mi®N)
i€l \ /
© f
(g}IMJ x N

Definieref durchf ((x;)ier, y) := (z:®y)icr, dannistf eine ausgeglichene Abbildung. Die Existenz
von ¢ folgt nun sofort. Im zweiten Schritt nutzen wir die universelle Abbildwgsnschaft der di-
rekten Summe aus, um die Umkehrabbildung yaru bestimmen. Betrachte dazu dieses Diagramm:

@ MeN) ¢><@Mi)®N
i€l el
\ %id]v

Mj@R

Hierbei sindes; die Einbettung vonl/; @ N auf die j-te Komponente voD(M; @ N) undd; die
Einbettung von/; auf diej-te Komponente vogp M;. Nach der universellen Abbildungseigenschaft
existiert genau ei mit o e; = §; ® idy. Zuletzt zeigt man durch Nachrechngn= 1. O

Bemerkung 13.7 SeiN ein R-Linksmodul dann definiert die Abbildung

p:R®&N — N

ren — rn

Einen Isomorphismus vaR-Linksmoduln via Skalarerweiterung aife N.

Beweis.

R®N -5 N Betrachte das nebenstehende Diagramnm fMitn) := rn

® "\ f existierty mit der offensichtlichen Umkehrabbildung:

Rx N Y:Non—1@ne R®N O
Anmerkung Die Bemerkungen 13.6 und 13.7 gelten mit einem analogen Beweis auch ialgen-f
den Formen:
M ® <€BNZ> ~ [[(m e N)
icl iel

und

pMR>Mr—mreM
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Beispiel 33 SeiG eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist
dimg (Q®z G) = 1g(G) :=r

Nach dem Hauptsatz tber endlich erzeugte abelsche Gruppe&'sindZ” @ G, Isomorph. Somit
gilt die folgende Isomorphie

1

Q®zG

Q&2 ((E[?z) @GW>

1=
r

(®(Q ®z Z)) @ (@ ®z Gtor)

i=1
DeDo = De
i=1 i=1

Bemerkung 13.8 SeiR ein kommutativer Ring undl/, N seienR-Moduln, dann gilt

12

12

MRN=ZNQM
Beweis.Ubung!
Beispiel 34 Sei K ein Korper undL /K eine Korpererweiterung, dann ist
Lok K[X] 2 LIX]

Bemerkung 13.9 SeienM ein R-Rechtsmodul un&/ ein R-Linksmodul weiter seP ein Z-Modul.
FasseHomyz (N, P) als R-Rechtsmodul auf viaf,r) := f(rn) fur f € Homgz(N, P),r € R und
n € N. Dann gibt es einen Isomorphismus, so dass

mm%MHmWMm>zmmmM®Mm

Beweis.(ohne Rechnungen)
Zunachst muss nachgerechnet werden, dass es eine Bijektion zwisahé&lengen

A:={f:M x N — P| fausgegliche «— Homp (M,Homz(N,P))
() = (gm)(m)) = g

gibt, dann gibt die universelle Abbildungseigenschaft des Tensdugtes genau eine Bijektion von
AundHomgz(M ® N, P). Nun kann nachgerechnet werden, dass diese Bijektion ein Isommyohis
ist. O

Beispiel 35 (Skalarerweiterung eines freien Moduls)
SeienR, S Ringe undl eine Menge, dann bezeich#eden freienR-Modul auf der Mengd . Wir

wissen, dass
F=PRr
il
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gilt. Sei weiterp € Hompg(R, S), dann fasse als R-Modul auf viars := ¢(r) - s. Es gilt

S@rF=S8®p <€BR> %6@(5@1%3) @7@5

icl icl
Mit anderen WortenS ® g F ist freier S-Modul auf der Mengé.

Bemerkung 13.10 Es gelten
(a) SeiN ein R-Linksmodul und sei/; — My — M3 — 0 eine exakte Sequenz vBARechtsmoduln,
dann ist auch

eine exakte Sequenz vérModulin.
(b) SeiM ein R-Rechtsmodul und sé&i; — N, — N3 — 0 eine exakte Sequenz vBrLinksmoduln,
dann ist auch

M®N — M®Ny — M®N3;—0

eine exakte Sequenz vérModulin.

Beweis.zu (a):
Nach Satz 1.10 gilt fur all&-Moduln P

0 — Hompg (Mg, Homgz (N, P)) — Homp (Mg, Homgz (N, P)) — Homgp (Ml, Homgz (N, P))
ist eine exakte Sequenz. Mit Bemerkuling 13.9 erhalten wir hieraus diéecRakuenz
0 — Homy (Mg ® N, P) — Homy, (Mg ® N, P) — Homy, (M1 ® N, P)
In einer Ubungsaufgabe wurde gezeigt, dass die Umkehrung von 3atelienfalls gilt, somit ist
Mi®@N — My®N — M3s®@N — 0
eine exakte Sequenz. Der Beweis von (b) erfolgt analog mit vertausBioiéen. O

Definition 13.11 (Flache und treu-flache Moduln)
Ein R-RechtmodulM heil3t flach, falls fir alle injektivei-Homomorphismer : N; — N5 von
R-Linksmoduln der induzierte Homomorphismus

dy ®e: M&N; — M ® No

auch injektiv ist. Entsprechend heif3t étaLinksmodulV flach, falls fur alle injektiverR-Homomorphismen
1 : M1 — M- von R-Rechtsmoduln der induzierte Homomorphisrilis ® ¢ auch injektiv ist.

Ein R-Rechtsmodul/ heil3t treu-flach, fallg/ flach ist und die Injektivitat alleR-Homomorphismen

@ : N7 — Ny von R-Linksmoduln aus der Injektivtat vad,; ® ¢ folgt.

Entsprechend heil3t eiR-LinksmodulN treu-flach.
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Beispiel 36 (Flache und treu-flache Moduln)
1) Der Z-Modul Q ist flach:
G = 7" Gior und H := Z° P Hy,,r seienZ-Moduln undy : G — H sei ein injektiverZ-
Homomorphismus, dann gilt
Q®zH—Q®zG

b

QRz2° ——Q®z Z"

L

Q* Q"
ist injektiv, dayp (Z°) C Z" gilt.
2) I, ist alsZ-Modul nicht flach:
Seip eine Primzahl, dann ist
p:4 — Z

Z = zZ-Dp
injektiv aber-p @ idp, ist die Nullabbildung, denn
PpRidp,(2@2) =(zp@x)=(20px) =(2®0)=(2©0-0) = (0 0)

Bemerkung 13.12 (Tensorieren mit flachen Moduln erhalt Exaktheit)
(a) SeiM ein R-rechtsmodul, genau dann erhalt

M ®p -

exakte Sequenzen, wehhflach ist. Das heif3tish — N; — Ny — N3 — 0 eine exakte Sequenz so
folgt genau dann, dass— M @ Ny — M ® No — M ® N3 — 0 exakt ist, wen/ flach ist.
(b) SeiN ein R-Linksmodul, genau dann erhalt

-®@r N
exakte Sequenzen, weNnflach ist.
Beweis.Diese Bemerkung gilt unmittelbar nach Bemerkung 13.10 und Definition 13.11. O
Bemerkung 13.13 Es gelten (a) Isii/ ein R-Modul unda <1 R ein Ideal, dann gilt
M op = M/Ma
(b) SeiM ein flacherR-Modul. M ist genau dann treu-flach, wenn fir alle Moduln N # 0 gilt
M ®gr N #0
Beweis.zu (a):

Nach dem Homomorphiesatz ist
0—a—R— R/a — 0
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eine exakte Sequenz. Mit Bemerkuing 13.10 ist dann auch

¥ ~ ¢ R

Ma— MR=EM —M®*Y;—0

eine exakte Sequenz. Dies heif3t, dass insbesomagre) = Ker(yp) ist. Es gilt

YV M@a—-MR=M
undIm(v) = Ma. Aus dem Homomorphiesatz folgt nun die Behauptung.
zu (b):
Sei M treu-flach, dann betrachfgé — 0. FallsM @ N — M ® 0 — 0 injektiv ist, dann ist - wegen
der Treuflachheit - auchv — 0 und somit folgt/V = 0.
Sie nun fur alleN # 0 das Tensorprodukd/ ® N # 0 und sei weiterp : N; — Nj ein R-

Homomorphismus voriR-Linksmoduln, dann definier& := Ker(yp) und betrachte die folgende
exakte Sequenz

0— K — Ny -5 N,
Da M flach ist, ist nach Bemerkung 13/12 auch
0= MeK — MeN "™ e N,

eine exakte Sequenz. Ist nidy; ® ¢ injektiv, dann folgt, dasd/ ® K = 0 ist. Nach Voraussetzung
ist dannK = 0, also isty injektiv. O

Bemerkung 13.14 SeiN ein flacherR-Modul, genau dann isV treu-flach, wenn fir alle Maximal-
idealeP < Rgilt PN # N.

Beweis.Sei N treuflach, dann betrachte die exakte Sequenz

0—-P—R— R/P —0
Da N treu-flach - also insbesondere flach - ist, ist auch

« ~ 8 R
0PN -—RQNZ=EN-—UpN —0
eine exakte Sequenz ist. anjektiv ist, folgt
P N=PN

Ware nunPN = N, dann ware nach Bemerkuhg 13.13 (a) der Modul

Npn=tpan=0

und wir kdnnten schlieRen, dass daﬁﬁp der Nullmodul ist. Dies ist aber ein Widerspruch, Ba
nach Voraussetzung ein Maximalideal und somit ungléidkt.

Sei nunPN # N fir alle MaximalidealeP < R. Fur alle echten Ideale < R gilt dannaN # N,
da jedes Ideal in einem Maximalideal enthalten ist. Weiter ist dann fir alleretdgalea < R der
Modul N/aN nicht der Nullmodul. Sei nurd/ ein beliebigerR-Modul mit der Eigenschaft, dass
M ® N = 0 ist. Wir wollen nun Teil (b) von Bemerkung 13.13 anwenden. Dazu mis$ezeigen,
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dassM der Nullmodul ist. Nehmen wir nun an, dies wére nicht der Fall, dann wahle €im» € M
und definiere

p:R — M

r = mr

dann ist der Kern vorp das Annulatorideanng(m) < R vonm ein echtes Ideal irR. Definiere
nunM’ := mR = Im(y), dies ist nicht der Nullmodul, denhy, - m ist nicht0, weiter gilt nach dem
Homomorphiesatz

~ R
M = /AnnR(m)

Es gilt
~ NN
Ml@NZR/AnnR(m)®N: /AnnR(m)-N#O

Betrachte die Inklusionskette — M’ — M, dann gilt wegen der Flachheit va¥ auch folgende
Inklusionskette) «— M’ @ N — M ® N also istM ® N nicht der Nullmodul, womit wir einen
Widerspruch haben. O

Bemerkung 13.15 Seien)/; fiir i € I R-Rechtsmoduln, dann gilt

M; flach < @ M; flach
el

Beweis.SeienNy, Ny zwei R-Linksmoduln, undp : N; — N, ein injektiver R-Homomorphismus.
Betrachte das folgende, kommutative Diagramm:

idgy v, ® ¢ (

(EB Mi> Qr N —»

D Mi) ®pr No
iel

el

| |
D (M; ® V1) v ® ¢ D (M; ® N2)
iel el

Hiernach gilt:

P Miflach & idgy, ® ¢ injektiv

iel
& Viel idy, ® pinjektiv
& Viel M;flach

Satz 13.16 Es gelten
(a) Projektive Moduln sind flach.
(b) Freie Moduln, die nicht der Nullmodul sind, sind treuflach.

Beweis.Zunachst konnen wir feststellen, dass Freie Moduln flach sind, desimBemerkung 13.7
ist R als R-Modul flach und Freie Moduln sind direkte Simmen vBnNach Bemerkung 13.15 sind
direkte Summen flach, wenn alle Komponenten flach sind. NukR s projektiverR-Modul. Nach
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Satz 2.16 gibt es eineR-Modul X, so dassX ] P ein freier Modul ist. Mit Bemerkung 13.15 igt
dann ein flacher Modul. Betrachte

F=PR mtI+#R

icl

Nach obiger Uberlegung igt als freierR-Modul flach. Sei nunV # 0 ein R-Modul, dann ist

F®N = (@R) N =EP (ReN)=EPN #0

iel iel iel
Nach Teil (b) der Bemerkung 13.13 iBtdann treu-flach. O

Folgerung 13.17 SeienM ein flacher, sowi€" ein treu-flacherR-Modul, dann istM € T ein treu-
flacher R-Modul.

Beweis:
Nach Bemerkung 13.15 ist/ ® T ein flacherR-Modul. SeiN ein beliebiger?-Modul, mit N = 0.
Nach Voraussetzung i§t treu-flach und mit Bemerkung 13.13 ist dan® 7" # 0, also gilt:

No(ME@PT)=(NeM)P(NeT)+#0

Satz 13.18SeiR ein kommutativer, lokaler Ring und ein R-Modul, dann sind aquivalent:
- M ist ein freier Modul.

- M ist ein projektiver Modul.

- M ist ein flacher Modul.

Beweis.Nach Satz 2.16 sind freie Moduln projektiv, mit Teil (a) von Satz 13.16 singektive Mo-
duln flach und vermitteldlakayanas Lemmand demSchlangenlemm¢beide waren Ubungsaufga-
ben) folgt aus der Flachheit eines Moduls dessen Freiheit. O

Bemerkung 13.19 (Assoziativitat des Tensorproduktes)

SeienS, R Ringe, M ein R-Rechtsmodul und ein S-Lnksmodul weiter selN ein R-Linksmodul
der gleichzeitig einS-Rechtsmodul ist, mit der Eigenschaft, dass fur alle R,s € S,n € N qilt
(rn)s = r(ns).

FasseR @ N, via(m ® n)s := m ® ns, als S-Rechtsmodul und ®g P, viar(n ® p) := rn ® p,
als R-Linksmodul auf. Dann gilt:

(M@RN) ®s P~ M®p <N®SP)
Beweis.Ubung!

Definition und Satz 13.20 (Treu-flacher Ringhomomorphismus)
SeienR, S Ringe. Ein Ringhomomorphismys: R — S heil3t (treu-)flach, fallsS als R-Modul
(treu-)flach ist.

(a) Seip : R — S (treu-)flacher Ringhomomorphismus undl ein (treu-) flacherS-Modul. Fasse
M als R-Modul auf, viar -m := ¢(r)-m firr € Rundm € M. Dann istM ein (treu-)flacher
R-Modul
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(b) Seip : R — S ein Ringhomomorphismus udd ein (treu-)flacherR-Modul, dann istS @z M
ein (treu-)flacherS-Modul.

Beweis.zu (a):

Sei¢ : N — N’ ein injektiver Homomorphismus voR-Moduln. Da nach Voraussetzungflach ist,
istids @ ¢ : S®r N — S ®r N’ ein injektiver Homomorphismus vafi-Moduln und weil) ein
flacher Modul ist, ist auch

M ®g (S®RN) — M @g (S@RN’)

ein Injektiver Homomorphismus. Mit der Assoziativitat des Tensorprtﬁglliolgt die Injektivitat
von
(M @5 ) @r N — (Mags) op N

Nach Folgerung 13.17 gilt, dadd ®¢ S = M ist, und somit folgt schlieBlich die Injektivitat von
M ®r N — M ®@r N’

Sindp und M treu-flach, dann lies die obige Argumentation riickwerts.
zu (b):
Sei nung : N — N’ ein injektiver Homomorphismus vofi-Moduln, dann folgt aus der Flachheit
von M, dass
N®@rM — N @r M

eine injektive Abbildung ist. Mit Bemerkung 13.7 folgt die Isomorphie der MadN ®g S) @ g M
und N ®pg M. Mit Bemerkung 13.7 und der Assoziativitat der Tensorproduktes dadnvir nun auf
die Injektivitat von

N ®s (S@RM) — N' ®g (S®RM)

schlie3en. Zum Beweis der Treuflachheit lies die obigen Schritte rlitkwer O

Definition und Satz 13.21 (Lokalisierung von Modulin 1)
SeiR ein kommutativer Ring unfl C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge Romveiter
seiM ein R-Modul, dann definiert

(m,s) ~(m',s") & 3teS: t(sm—sm')=0

eine Aquivalenzrelation auf/ x S. Die zugehorigen Aquivalenzklassen werdeninitnd die Menge
dieser mits—1 M := M X 5 pezeichnet. Weiter it~ M ein S~! R Modul via

/ / /
r m rm m m s'm + sm N
-t =— und —F+—=—— furreR;s,s’ES;m,m’eM
s s ss’ s s ss’
AulRerdem ist

ps: M — STIM
m

m0—>T

ein R-Modulhomomorphismus niifer(us) = {m € M|S N Ann(m) # @}

1Assoziativitit des Tensorproduktes nach Bemerkung 13.19
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Beweis.Das Nachrechnen der Aquivalenzklassen-, Modul-, und Homomagigjgieschaften erfolgt
ahnlich wie beim Nachweis der Eigenschaften von lokalen Ringen. O

Definition 13.22 (Lokalisierung von Moduln 11)
» S~1M heift Quotientenmodul val bzgl. S.

* Seip < R ein Primideal. Setz& := R\{p}, dann heilt\, := S~ M die Lokalisierung von
M beip.

Bemerkung 13.23 Sei R ein kommutativer Ring undl/, N seienR-Moduln. Es seien weite$ C R
eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge #amdy : M — N ein R-Homomorphismus.
(a) Dann ist folgende Abbildung e$i—' R-Homomorphismus:

0s:S M — STIN
mo o plm)
s s

(b) Isty injektiv (bzw. surjektiv), so ist auchyg injektiv (bzw. surjektiv).

Beweis.Zu (a): Nachrechnen der Wohldefiniertheit
Zu (b): Seiyp injektiv, dann betrachte

m\  @m) 0
QOS(?) o s 1
= JteS: t-p(m)=
= @(tm)=0=tm=
m 0
RIS

somit istyg injektiv. Seip nun surjektiv und; € S—1N gegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein
m € M, so dassp(m) = n ist. es folgt

somit istpg surjektiv. O

Bemerkung 13.24 SeienR ein kommutativer RingS C R eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge vork und M ein R-Modul, dann ist

v:ST'M — ST'ReM

m T
— = —Qm
S S

ein S~!R-Isomorphismus.

Beweis.In zwei Schritten:
1) Nachrechnen, dagsein S~! R-Homomorphismus ist.
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2) Benutze die universelle Abbildungseigenschaft des Tensortesium eine Umkehrabbildung
zu erhalten

ST'IRe M
STIRx M

Definiere hierzu eine ausgeglichene Abbildyhdurch

)=

Aus der oben bezeichneten universellen Abbildungseigenschaftiatgbereits die eindeutige Exis-
tenz vony mit ¢ o ® = f. Nun kann nachgerechnet werden, dassnd ) invers zueinander sind.
O

Folgerung 13.25 Sei R ein kommutativer RingS C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von R und M ein (treu-)flacherR-Modul, dann istS—!' M gleichzeitig (treu-)flaches—! R-Modul
und flacherR-Modul.

Beweis.Zuerst zeigen wir, das$~! M ein (treu-)flachelS—! R-Modul ist:
Nach den vorhergegangenen Sétzen gilt fiir eifiehR-Modul N die folgende Isomorphie

1 13.24 1
NogipS M = Nogip (S’ Rop M)
13.19 1
=~ (N ®S—1R S_ R) ®RM
13.7
= N®rpM

Nun zeigen wir, das§ ! M ein flacherR-Modul ist:

Behauptung 1 S—! R ist flach alsR-Modul.

Beweis.Sei M — M’ ein injektiver R-Homomorphismus, dann betrachte

SRR M —S'R@r M’

| i

S—IMm S—1nm’

Nach Teil (b) von Bemerkung 13.23 igk injektiv, und somit die Behauptung bewiesen. A
Day : R — S~'R nach obiger Behauptung ein flach@fHomomorphismus ist, folgt die Aussage
aus Satz 13.20 Teil (a). O

Satz 13.26 SeiR ein kommutativer Ring und : M — N ein R-Modulhomomorphismus. Fur Prim-
idealep < R seipy, : M, — N, die Lokalisierung vorp aus Bemerkung 13.23 (a). Es gilt:ist genau
dann surjektiv (injektiv), wenn fur alle Maximalidealed R die Lokalisierungp,, surjektiv (injektiv)
ist. In Worten heif3t dies: Bijektivitat von Modul-Homomorphismen ist eiredddkigenschatft.
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Beweis.Die Implikation vony auf ¢, haben wir in Teil (b) der Bemerkung 1323 gezeigt, zum Beweis
der Gegenrichtung bezeichiiedie Menge der Maximalideale voR und seien fur allg € P die
Lokalisierungeny, surjektiv (injektiv) dann sind folgende isomorphe Homomorphismen suwjekti
(injektiv)

D M, (plper ) Ny
peP pcP

1§ 1§
D (R,, ®r M) Hpeg) (Rp ®n N)
1§ 4

(@ 1) 26— (@ p) on N

T:= @ R,
pep
T ist treu-flacherk-Modul, dennT ist flach alsR-Modul, weil nach Folgerung 13.25 jed& flach
ist und nach Folgerung 13.5 direkte Summen von flachen Moduln flach S&ichun@ < R ein
Maximalideal, dann isQRg # R also folgt, das€)T" # T ist. Mit Bemerkung 13.4 isf’ dann
treu-flach. Der Homomorphismus

Definiere nun

T®RM(W&§PT®RN

ist in jeder Komponente surjektiv (injektiv), also folgt, wegen der Treihfheeit vonT", dass die Ab-
bildung ¢y : M — N surjektiv (injektiv) ist. Die injektivitat folgt direkt aus der Definition, zum
Nachweis der surjektivitat nimm an, dassicht surjektiv sei, dann betrachte die exakte Sequenz

M—-N-—-K-—0 mit K := Cokern(y)

dann ist auch
TRrM - TRrN —-TRrK —0

eine exakte Sequenz Mit®r K # 0. Wir kdnnen schlielen, dass
T QR M —T QR N

keine surjektive Abbildung ist, dies haben wir weiter oben jedoch gezeigthaben somit einen
Widerspruch. O

Bemerkung 13.27 Es seienk ein kommutativer Ringy/ ein R-Modul undP < R ein Maximalideal,
dann gilt

Moy = MP/PRPMP

Beweis.Erinnerung:Rp ist ein lokaler Ring mit dem einzigen MaximalideBIRp. Es genlgt die
folgende Isomorphie zu zeigen

Bp=frpp,
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Betrachte hierzu die natirliche Projektion
Vol R — RP/PRP

Wir wissen, das$® = RN PRp C Ker(yp) enthalten ist, betrachte nun= £ ¢ R mits € P und
x € R\P,dannist - s = z € P und somit muss? bereits inP liegen, also isKer(y) = P. Weiter
ist ¢ surjektiv, denn ses € R\ P, dann genigt es zu zeigen, désfss PRp € im(yp) gilt. Da P
ein Maximalideal ist, muss das Ide@P, s) das Einselement enthalten. Also existieseh € R und
z € P, so dass wir mit = as+ bz eine Darstellung der Eins erhalten. Nun folgt a+ 2 € im(yp)
und somit die Surjektivitat vop. Mit demHomomorphiesatiolgt nun die obige Isomorphie, um mit
dieser auf die Aussage der Bemerkung zu schlie3en betrachte

Moy = EperM=Brpp oM
(RP/PRP ®ORp Rp) Qr M = RP/PRP ®Rp (RP ®R M)

~Y NM
o RP/PRP ®rp Mp = ME/pp oA,

Satz 13.28(Flachheit ist eine lokale Eigenschatft)

SeienR ein kommutativer Ring undl/ ein R-Modul, dann sind aquivalent
(i) M ist (treu-)flach.

(i) Mp ist (treu-)flach fur alle Maximalideal® < R.

Beweis.Den Schluss von (i) auf (ii) haben wir bereits in Folgerung 13.25 bewiea&nzeigen
fir den Schluss von (ii) auf (i) zunachst die Flachheit. Sei glso N — N’ ein injektiver R-
Modulhomomorphismus. Nach Voraussetzunglit flach GberRp und im Beweis zu Folgerung
haben wir die Flachheit vddp Uber R gezeigt, daher ist/p flach GberR. Betrachte also das
folgende Diagramm injektiver Homomorphismen:

N ®r Mp N ®r Mp

] ]

(N ®r M) ®r Rp — (N'®r M) ®g Rp

i i

(M®RM)P (Nl@RM)P

Mit Satz 13.26 folgt nun die Injektivitat von
N KRR M — N’ KRR M

Zur Treuflachheit: Nach Bemerkung 13.148RpMp # Mp somit gilt mit Bemerkung 13.27:

w 1327 o
0L PRoMp = 7/ PM

Wir kénnen schlieRen, dagd # PM und somit ist\/ nach Bemerkung 13.14 treu-flach. O
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14 Noeterscher Normalisierungssatz und lokale Charakterisierung der
Ganzabgeschlossenheit

Satz 14.1 (Nagatas Normalisierungslemma)
Sei K ein Korper undf € R := K[Xi,...,X,] ein nicht konstantes Polynom, dann gibt es
ma,...,m, € N, so dassk ganz uberS := K[f,Ys,...,Y,| mitY; := X; — X" ist.

Beweis.Es gilt R = S[X], wir missen also zeigen, dad§ ganz UberS ist. Hierzu werden wir
versuchen ein Polynomh € S[T] zu konstruieren das(; als Nullstelle hat und dessen hochster
Koeffizient bereits ink liegt. Definiere also

WT) = f(T, Yo+ T™,....Y, +T™) — f(X1,...,Xn) € S[T]

Dieses Polynom erfullk(X;) = 0 fur alle Wahlen dern;. Bezeichnel den Grad vory, dann gilt

n
f(Xq,...,Xp) = Z an X mit einem Multiindexa := (o, ..., ay) und|o| := Zozi
la|<d i=1

Damit gilt fur ~A(T")

W) = D aa-T* - (Yo +T™)% . (Yo +T7) — f(X1,..., Xn)
la|<d
n
- Z aq - T¢ + Terme niedrigeren Grades in T ngit= Z a;m;
|a|=d i=1

Wéhle diem; nun so, dass alle; - m; verschieden sind (zum Beispiel; := (d + 1)*), dann ist der
hoechste Koeffizient voh ein Element aug. O

Definition und Satz 14.2 (Noeterscher Normalisierungssatz)

SeienK ein Korper undR ein endlich erzeugter Integritatsring Ubéf, dann gibtesy,, ...,y € R,
so dass{yi, ..., yr} algebraisch unabhangig tbek sind undR/K{yi, ..., y,] eine ganze Ringer-
weiterung ist.

Der RingK[y; - . ., y,| heil3t Noetersche-Normalisierung vén

Anmerkung Klyi, ..., y,| istisomorph zum Polynomring Ubéf in r Variablen.

Beweis.Sei € := {x1,...,z,} ein Erzeugendensystem véhiberk. Wir wollen den Satz induktiv
Ubern die Anzahl der Erzeuger voR beweisen. Hierbei ist der Induktionsanfang trivial, denn fur
n = 0 gilt R = K. Fur den Induktionsschritt vom — 1 aufn definiere

v: K[X1,...,Xn] - R

Xz' = T
Die so definierte Abbildung ist ein surjektiver Ringhomomorphismus und es gilt

P :=Ker(p) < K[X1,...,X,]
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ist ein Primideal. Ist nu® = (0) so folgt mit dem Homomorphiesafz = K[X1, ..., X, und somit
die Aussage des Satzes. Andernfalts#£ (0)) sei f € P ein nicht konstantes Polynom, also insbe-
sondere nicht das Nullpolynom. Dann gibt es mit Satz 14.1 Elemegnte. , y,, in K[X1,..., X;]
derart, das#([ X, ..., X,,] ganz UbetK [f, y2, . . ., y,] ist. Definiere

R = gO(K[f, Yo, ... ,yn]) = K[‘P(yQ)v s 780(3/”)]

Nach Induktionsannahme g’ Uber K[Y1,...Y,,_1] ganz, dann ist aber audR/K[Y1,...,Y, 1]
eine ganze Ringerweiterung. O

Bemerkung 14.3 Sei R ein normaler Ring und C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von R, dann ist auchS—! R ein normaler Ring.

Beweis.BezeichneK := Quot(R) = Quot(S~'R) und sein := ¢ € K ganz UbelS™' R, d.h.« ist
insbesondere eine Nullstelle eines Polynoms$usi[ X |. Betrachte

a\"™  Cp_1 a\n—1 co
z R 22—
G) =G s

Nach Erweitern der Koeffizienten auf den Hauptnenner erhalten wir

a-S\n a-s\n—1
(57) He (57) +orers=0

Damit ist abery’ Nullstelle eines normierten Polynoms alisind somit ganz tbeR. Da R normal
ist folgt sofort, das$® € R istund somit} = o € S™*R. O

Bemerkung 14.4 SeienR ein Integritatsring undS C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmen-
ge. Weiter bezeichn& := Quot(R). Dann gilt

S'R=5-1R
Hierbei bezeichne® die ganz abgeschlossene Hiille vrin X .

I§eweis.Wir wissenR ist normal, damit ist nach Bemerkung 14.3 alﬂ:ﬁl{? C K normal. Weiter ist
R/R eine ganze Ringerweiterung, also ist nach Bemerkung 7.104utR ganz tbeS—'R. O

Satz 14.5 (Lokale Charakterisierung der Normalitat)
SeiR ein Integritatsring, dann sind aquivalent
(i) Ristnormal und (i))Rp ist fur alle Maximalideale” <1 R normal.

Beweis.Der Schluss von (i) auf (ii) ist die Aussage von Bemerkung 14.3, fiir @ige@richtung sei
R die normalisierung des ganzen AbschlussesRoNach Bemerkung 14.4 gilt

o= (8),
Betrachte nun die Einbettung: R <— R. Diese ist nach Satz 13.26 genau dann surjektiv, wenn

ein normaler Ring ist, d.h. wenR = R ist. Also genau dann, wenpp : Rp — Rp = Rp surjektiv
ist, also wennRp ein normaler Ring ist. O
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15 Allgemeiner Hilbertscher Nullstellensatz

Definition 15.1 (Radikalideal, Jacobson-Radikal)
SeiR ein Ring undy < R ein Ideal, dann heif3t

Va:={reR|IneN:7"ca} <R

das Radikal(ideal) von. Weiter heitru Radikalideal, fallss = /a gilt.
Bezeichnd die Menge der Maximalideale vaR, dann heif3t

Rad(R) := Jac(R) := (| P
PeM
das (Jacobson-)Radikal vai. Analog heif3t
Rad(a) := Jac(a) := ﬂ pP
PeM

aCP

das (Jacobson-)Radikal van
SeiP < R ein Primideal undf € R ein Ringelement, dann heiftNullstelle vonf, wenn

f_ R
T_O In P/PRP

Wir schreiben danrf (P) = 0.

Anmerkung Betrachte die natirliche Projektion: R — R/a, dann ist
! (Jac (R/a)> = Jac(a)
Beispiel 37 SeiR ein Ring undP ein Primideal vonR, dann isty/P = P.

Bemerkung 15.2 SeiR ein Ring,P < R ein Primideal undf € R, dann gilt

f(P)=0 & iePRp

1
& 3dge P, 3te R\P :%

& Jt,s€ R\P3Jqge P stf=sq
< feP

— |~

Satz 15.3 (Abstrakter Nullstellensatz)
SeiR ein kommutativer Ring ung < R ein Ideal sowief € R ein Element, genau dann gilt fir alle
MaximalidealeP <1 R die a enthalten, dasg(P) = 0 ist, wennf € Rad(a) ist.

Beweis.Folgt sofort aus Bemerkung 15.2. O
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Satz 15.4 (Allgemeiner Hilbertscher Nullstellensatz)
SeiK ein Kdrper undR/ K eine endlich erzugt&’-Algebra. Weiter sei <1 R ein Ideal, dann gelten:

a) v/a =Rad(a) = Jac(a)
b) Fur alle MaximalidealeP < R die a enthalten gilt genau danfi(P) = 0, wennf € \/a ist.

Beweis.Teil b) der Aussage folgt unmittelbar aus Satz 15.3 und Teil a). Fur dera)eilissen wir
zwei Inklusionen zeigen, sei also zunaclfist v/a (d.h. es gibt eim € N so dassf” € a ist) und
weiter seiP <1 R ein Maximalideal, dass enthdlt, dann isf™ € P. Da P insbesondere ein Primideal
ist folgt f € P und damitf € Rad(a).

Fur die andere Inklusion zeigen wir, dass gug /a folgt, dassf ¢ Rad(a) ist.

Sei nun alsgf ¢ /a das heil3t, dass keine natirliche Potenz fiam a enthalten ist. Definiere

R:=F/ und S:={f"neN} mitf:=f+a

Dann istS eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge vomit 0 ¢ S. SeiQ < .S~' R ein Maxi-
malideal, dannisf ¢ Q, daf eine Einheit ist und damit ist

-1
L:=5"%4;

eine Korpererweiterung voR, die nach Voraussetzung @hals K-Algebra endlich erzeugt ist. Mit
Satz 9.12 isf./ K eine endliche Kérpererweiterung. Es gelten die folgenden Inklusionen

KcfnpetL
Also ist@Q N R < R ein Maximalideal, abef ¢ Q. Betrachte die natirliche Projektion
m:R— R/a =R

und definiere
Q=7 (QNR)
Es gilt: @ < Rist ein Maximalideal mitt C @ aberf ¢ @ daher folgtf ¢ Rad(a). O

Folgerung 15.5 (Klassischer Hilbertscher Nullstellensatz)
SeiK ein algebraisch abgeschlossener Korper und K[ X1, ... X,] := K[X] ein Ideal, dann gilt

[(Va(K)> =Va
Insbesondere entsprechen sich die affinen algebraischen Memgkdie: Radikalideale vou [X]
bijektiv.
Beweis.Seif € I(V4(K)) also gilt fur alle xe V(K die Gleichungf(x) = 0 und auch

f(Xi—=z1,..., Xy, —xy,) = 0. Dies heil3t aber, dass fur alle Maximalide&lel K [ X ] die a enthalten
f(P) = 0ist und somit folgt nach Satz 15.4 die Behauptung. Zum ,Insbesonbetedchte

X=Vo(K) = I(X) = I1(Va(K)) = Va =V 5(K) = Va(K) = X

und
a=vVarVa(K)—I(V4K) =a
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16 Dimension von Ringen

Bemerkung 16.1 SeiR ein Ring,M ein endlich erzeugteR-Modul unda < R ein Ideal. Weiter sei
¢ : M — M ein R-Homomorphismus mit(M) C alM. Dann gibt es eim € N und Elemente
ag, - - -an—1 € aderart, dass gilt

qb”—}—an,lgb”_l—k...—{-ao =0

Beweis.Seienzy, ...z, € M die Erzeuger vor/ . Betrachte die Darstellung der Erzeuger bzgl.

n

d)(xl) = Zaiij mit aij; €a

j=1
Und definiere die Matrix
T 0 ... 0
0 T 0
D:=D(T):=] . .| ~(@ijocijen € Matgry(n,n)
0o o0 ... T

Es gt D « D = det(D) - E, mit E, ist die n x n-Einheitsmatrix. Daher folgt fur alle, dass
D(¢)(x;) = Oist. d.h.D(¢) - (z1,...,2,)" mit D(¢) € Matpg(n, n) ist der Nullvektor. Daher
folgt

det(D)(¢) = ¢" + an_ 16" "+ ...+ ap =0

Definition 16.2 (Ganz uUber einem Ideal)

SeiR/S eine Ringerweiterung und < R ein Ideal, dann heildt € S ganz Uibem,

falls es Elemente; € a mit der Eigenschaft™ + a,_1z"~! + ... + ap = 0 gibt und die Menge
a:= {x € S|z ganz ubem} heil3t der ganze Abschluss veim S.

Bemerkung 16.3 SeienRk C S Ringe undC' := Rg der ganze Abschluss vadiin S. Weiter seien
a < R ein Ideal unda! = aC' das vona erzeugte Ideal iC’. Dann istv/a! der ganze Abschluss van
in C' und Insbesondere ein Ideal.

Beweis.Wir miissen zwei Inklusionen zeigen. Sei zundahst.S ganz Gbenr, dann gibt es Elemente
a; € a derart, dass die Gleichung + a,_12" ' + ... + ag = 0 erfullt ist. Dann ist abex: € C und
somitz" € a'. Es folgt sofortz € Val

Sei nunz € Val, dann gibt es eine natiirliche Zah| so dass:™ € ' ist. Wir kénnen also Elemente
a; € aund Elemente;; € C finden, so dass wit™ darstellen kdnnen als

m

" = E a;T;

=1

DaC der ganze Abschluss varin S ist sind allex; ganz Uber? und daher isR[z1, ..., zy] =1 M
ein endlich erzeugteR-Modul. Es folgtz" M C alM . Betrachte nun

o: M — M
y — x'y

Mit Bemerkung 16.1 gilt nun, dass’ ganz tUber ist und somit ist auckr ganz Giben. O
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Bemerkung 16.4 SeienR C S Integritatsringe undR normal. Weiter seiefa < R ein Ideal und
K := Quot(R) der Quotientenkdrper voR. Istz € S ganz Ubem, dann gelten:

(a) z ist algebraisch Ube¥s .

(b) Das Minimalpolynony, = X" +a; X" ' 4 ... + a, € K[X] vonz erfiillt a; € /a fiir alle .

Beweis.Teil (a) ist trivial. Zu (b) zerlege das Minimalpolynom

n

fo(X) = T](X — )
=1
Esgilt{z = z1,...,2,} = {o(x)|c € Aut(K)} damit sind allex; ganz Uber, denn sie haben
das selbe Minimalpolynom. Nach Bemerkung 16.3 gilt nun fiir gliassr; € +/a sind. Da dieq;
elementarsymmetrische Funktionenzip . . ., z,, sind folgt nunay, ..., a, € v/a. O

Satz 16.5(Going down)

SeienR C S Integritatsringe, R normal, S/R eine ganze Ringerweiterung und bezeicliie=
Quot(R) den Quotientenkdrper vaR. Weiter seien eine Primidealketig C --- C ny in Rund eine
PrimidealketteP,, C --- C Py in S mitm < nundRnN P, =y, fur allei = 1...m gegeben. Dann
gibt es eine Fortsetzung,, < --- C P,,—1 < P, von Primidealen inS mit R N P; = v, fur alle
1=1..n.

In Worten: Jede absteigende PrimidealketteSidiber eine Primidealkette i kann verléangert wer-
den.

Beweis.Wir reduzieren aufden Fall € yo C nyundPL N R =43

Behauptung 1 Es gilt: R N y25p, = v2

Beweis.Sei zunachst' € p,Sp, alsot € S\P, undy € nyS, dann isty mit Bemerkung 16.3
ganz Ubenms, denny/y5 S ist der ganze Abschluss vonim in S. Das Minimalpolynom vony ist mit
Bemerkung 16.4

fuw) =y +ay t+--4a =0 mit a; € vo

Seinun¥ := z € 25p, N R, dann teile die obige Gleichung dureh und erhalte

a
() U

Definierev; := ;— dann istziv; = a; € vo. Dat in S ist, istt ganz tiberk und somit gilt fir alle::
v; € R, denn(x) ist das Mimimalpolynom von. Sei nun angenommen, das$t n, dann mussten,
wegen der Primidealeigenschaft vgp alle v; in no liegen. Damit ware wegefx) aber auch € yo
und dies ist ein Widerspruch, da C y; C P; undt € S\ P;. Also musse € ys gelten. A

Behauptung 2 Es gibt ein PrimidealP, C P; vonS mit P, N R = v,
Beweis.DefiniereT" := R\y, dann gilt

125p, NT = (UQSPl ﬂR) nT l'EEh'UQ NT =9

Also istT 1y9Sp, =92 T~1Sp, < T~1Sp, ein nicht-triviales Ideal. Sei num < T~1Sp, ein Maxi-
malideal, das§ ~'y,Sp, enthalt und definiere

P,:=mnS§S
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Das IdealP; ist in P, enthalten, dan N Sp, ein ldeal inSp, ist. Dam ein echtes Ideal ist, muss
m NT = @ gelten, also folgt

mNT =(mNS)NT =P,N(R\h2) =2
Damit haben wir die Inklusio® N R C y, gezeigt. Fur die andere Inklusion betrachte
D2 C9oT 'Sp, NRCmNR=P,NR

a

Folgerung 16.6 SeienR C S Integritatsringe,R normal undS/ R eine ganze Ringerweiterung. Wei-
ter seiP < .S ein Primideal, dann gilt

h(P) =h(PNR)

Beweis.Die Relationh(P) < h(P N R) folgt sofort aus Bemerkung 7.7. Nach Satz 16.5 ,going
down“ kann jede mitP N R endende Kette irk zu einer inP endenden Kette vo§ hochgehoben
werden. Damit folgh(P) > h(P N R). O

Definition 16.7 (affine Algebra)
SeiK ein Korper. Eine endlich erzeugfé-Algebra heil3t auch affin&’-Algebra.

Satz 16.8 SeienK ein Korper undR eine affine-Algebra, die ein Integritétsbereich ist. Nach
Noether Normalisierung gibt es algebraisch unabhéngige Elemgnte. , y; € R, sodasR/ K|y, .. ., yd]
eine ganze Ringerweiterung ist. Es gelten

(a)dim(R) =d

(b) Jede maximale Primidealkette ihhat die Langel

Beweis.In Folgerung 7.13 (a) haben wir gezeigt, dassi\(R) = dim(K][yi,...,yq]) gilt, daher
genugt es zu zeigen, dass die Dimension des Polynomring¥amiablend ist. Wir wissen bereits,
dassdim(K[Xy,...,X4]) = m > dist. Sei also

(1) 0OChCPC - CPy

eine Primidealkette i< [X1,..., X4 und f € P; ein nichtkonstantes Polynom. Finde hierzu mit
Satz 16.5 ,going down*“ und Nagatas Lemma 14.1 eine Primidealkette

(2) 0Cm=(f)Smn< - Conm

in K[f,y2,...,yq) C K[X1,...Xg] mity; := P,NK][f,ys,...y4) Betrachte diese Kette modulg)
und erhalte

(3) 0S92y S Sy K[y, ..yl = K[f,yz,..-,yd]/(f)
Nach Bemerkung 7.7 bleiben die Inklusionen erhalten und nach Folg@riada) gilt:

m = dim (K[X1,..., X4)) = dim (K[f,v1, .- ., va])
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Daher muss die Kette dgf maximal sein. FlUi = 2,...,m sind dieUi/(f) paarweise verschiedene
Primideale, daher gilt nach dem Isomorphiesatz furalle

K[f:yZa"'7yd]/(f)/U gK[f7y27~--7yd]/Ui

“(f)

Den Teil (a) beweisen wir nun induktiv ibér Der Anfang furd = 0 ist trivial. Fir den Schritt

von d — 1 aufd gilt nach Induktionsannahme, dasan(K|ys,...,y4]) = d — 1 ist. Daher folgt

m—1<d—1undm < d. Es muss alsen = d gelten.

Zum Beweis von (b) sei die Kettd) nicht zu verfeinern. Erhalte Kettg) wie beschrieben. LieRe
sich nun in(3) ein Idealg einschieben, so ware mit der naturlichen Projektion(¢) ein neues Ideal
in (2). Damit folgt dannh(y,,) > m. Nach Folgerung 16.6 gilt ab&(P,,) = h(y,,). Die Existens

von q liefert also einen Widerspruch. O

Folgerung 16.9 Seienk ein Korper undR eine affine/X-Algebra. Weiter seiei® ein Integritatsbe-
reich undP O @ Primideale vonR, dann gilt: Alle maximalen Primidealketten, die mitbeginnen
und mit@ enden, haben die Lange

mm@@—mm@@
Beweis.Sei die Primidealkette
P=PCPC...CP,=Q
nicht zu verfeinern, dann ist diese Kette auch modtleicht zu verfeinern. Daher ist
O ="ypc..cbp=9pcrc. .. clypchpy
eine Kette maximaler Lange somit ist
mcfge.. ey

eine maximale Primidealkette iﬁ/Q, hat also die LaAngdim R/Q. Fugen wir nun diese Ergebnisse
zusammen erhalten win + dim R/Q = R/P O

Folgerung 16.10 Seienk ein Korper undR eine affine/-Algebra. Weiter seief® ein Integritatsbe-
reich und@ <1 R ein Primideal, dann gilt folgende Dimensionsformel fr

dim R = h(Q) + dim
Beweis.Folgt sofort aus Folgerung 16.9 nitt= (0) und@ = Q. O

Definition 16.11 (Dimension vori)
SeiK ein Korper undA™(K) eine affine Varietat. Fur eine TeilmengecC A™(K) heil3t

dim X := dim K[X]

die Dimension vorx.
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Folgerung 16.12 Sei K ein Korper undA™(K) eine affine Varietat, dann gelten

(1) dim (K [X1,..., Xq4]) = d, alsodim A"(K) = n

(2) Seif € K[X,Y] ein irreduzibles, nicht konstantes Polynom ukidalgebraisch abgeschlossen,
dann gilt

dim (vf(K)) =1

Beweis.Teil (1) haben wir bereits in Satz 16.8 beiwesen fur Teil (2)(dfilt # (0) ist ein ein Primideal.
Nach Bemerkung 7.2 idt ((f)) = 1, denn in faktoriellen Ringen haben ausser dem Nullideal alle
Hauptideale, die Primideale sind, die HoheNach Folgerung 16.10 gilt

2 = dim(K[X,Y]) = h ((f)) + dim (K[X» Y]/(f)) = 1+ dim (V}(K))

17 Dedekind-Ringe

Bemerkung 17.1 SeiR ein lokaler Noetherscher Integritatsring der Dimension 1 mit Maximalideal
m. Ist] < R nicht das Nullideal, dann gibt es eine N derart, dassn™ C [ ist.

Beweis.Betrachte die Menge
Y:={I<R|Vn:m" ¢ I}>(0)

Da R Noethersch ist enth&ll ein maximales Element Nehmen wir nun ad # (0) dann ist/ kein

Primideal, da&) # I # m qilt, also gibtest,y € R, so dassy € I aberz ¢ I undy ¢ I ist. Dann ist
aber wede(I, ) noch(Z,y) in I enthalten und somit gibt es;, ny € N derart, dassa™ C (I, x)

undm™ C (I,y) gelten. Damit gilt aber

m™2 C (La)(Ly) € 1
Dies ist ein Widerspruch, daher muss das maximale Elementiaes Nullideal sein. O

Bemerkung 17.2 SeiR ein lokaler Noetherscher Ring mit Maximalidea) dann gelten:
(@m /1 ist elnR/m-Vektorraum mit der natirlichen Operation.

(b) dimR/m (m/mz) ist die minimale Anzahl von Erzeugern fir das Ideal
(© IstdimR/ (m/mz) = 1, dann gibt es keine Ideatemitm™ C a C m"~!
m
Beweis.Teil (a) ist klar. Firr (b) seien, . .., e, Erzeuger vomm. Dann sinde; + m2, ... e, + m? die
R/m-Erzeuger vori)/ 2 daher musslimR/ (m/mg) < r gelten. Nach Nakayamas Lemma kann
m

m als R-Modul, also als ldeal, vord = dimR/ (m/mg) Elementen erzeugt werden.
m

n—1 n—1
Zu Teil (c): Es qilt%7» ist Untervektorraum vofft /" aberdimnp‘;/m <m /mn> =1 O

Definition 17.3 (Regularer Ring)
Ein Noetherscher lokaler Ring mit Maximalidealheil3t regulér, falls beztiglich der Krull-Dimension
von R gilt:

dimp, (m/mz) — dim(R)
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Bemerkung 17.4 Ein regulérer Ring der Dimension 1 ist automatisch ein Integritatsbereichalie
echten Ideale, die nicht das Nullideal sind, sind von der Forfh) mit (z) = m fir einz € R.

Beweis.m = (z) ist ein Hauptideal. Nach Definition 17.3 und Bemerkung 17.2ngilf = M mit

M::ﬂmn

neN

Mit Nakayamas Lemma ist/ = 0. Da jede Nicht-Einheit in einem Maximalideal, alsg liegt, ist
R=mURX*

eine disjunkte Vereinigung. Sei# r» € R dann gibt es eim € N und einu € R* derart, dass als

r = z" - u dargestellt werden kann, denn sedas MaximuHE, so dass = z" - v mitv € R, qilt,
dannistr € R* sonst wére € (z), was ein Widerspruch zur Maximalitat venware.

Also ist jedes Ideal voiR?, das nicht das Nullideal ist, von der Fofat*). Diese sind keine Primideale
firn > 1, also ist(0) das minimale Primideal. O

Anmerkung Bemerkung 17.4 gilt fir regulare Ringe beliebiger Dimension

Satz 17.5Sei R ein lokaler Noetherscher Ring der Dimension 1 mit Maximalidealdann sind
aquivalent:

(1) R ist normal (d.h. ganz abgeschlossener Integritatsring)

(2) R ist reguléar

(3) R ist ein Hauptidealring

Beweis.Den Schluss von (2) nach (3) haben wir in Bemerkung 17.4 gezeigt. @éus3 von (3) auf
(1) ist trivial, denn Hauptidealrinnge sind faktoriell und faktorielle Ringelsxormal. Fir (1) nach
(2) zeige:m ist ein Hauptideal.

Sei0 # a € m dann gibt es nach Bemerkung 17.1 ei N derart, dass1” C (a) undm™~! ¢ (a)
gelten. Seinuh ein Element aus” !, das nichtin(a) liegt, dann definiere := ¢ € K = Quot(R).
Es gelten:

« 271 ¢ R, denn sonstwaré = r € R, alsob = ra € (a), was einen Wiederspruch lieferte.
+ Da R normal ist, kann:~! nicht ganz tibeRk sein.
« Esgiltz7'm ¢ m, denn sonst ware, wegerr'm C m, die Abbildung

1
d:m-"—m

ein Homomorphismus voR-Moduln. Da R Noethersch ist, isth endlich erzeugt, daher gabe
es danmu; € R, so dass nach Bemerkung 16.1

("4 a1 -2 Y 4 ag)m =0
gelte. DaR ein Integritatsring ist folgte die Ganzheit van'! GberR. Dies ist ein Widerspruch.

o« z7lm = gm C R,dennb-m C m"™ C (a)

2Dieses Maximum existiert sonst wéares (m"
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Insgesamt folgt alse~'m = R und damit giltm = Rz = (z) O

Folgerung 17.6 SeiR ein Noetherscher Integritatsring der Dimension 1, dann sind aquivalent:
(1) R ist ein Dedekind-Ring

(2) R ist normal

(3) Fur alle Maximalidealem <1 R ist R, normal

(4) Fir alle Maximalidealen <1 R ist R, regular

(5) Fur alle Maximalidealem <1 R ist Ry, ein Hauptidealring

Beweis.Die Aquivalenz zwischen (1) und (2) ist die Definition 17.3, die Aquivamischen (2) und
(3) haben wir in Satz 14.5 gezeigt und der Rest folgt unmittelbar aus S&tz 17 O

Bemerkung 17.7 (Anschauung zur Lokalisierung)
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper yhd K[X,Y] ein irreduzibles, nicht konstantes

Polynom. Bezeichn€ := V;(K) und K[C] = KX, Y}/(f) den zugehdrigen Koordinatenring sowie
K(C) := Quot(K|[C]) den Funktionenkdrper. Sei weiter= (X — a, Y — b) ein Maximalideal von
K[C] mit f((a,b)) =0, also(a,b) € C, dann ist
_[9
K[Clw = { % € K(C)| h((a,b) #0
Beweis.Es gilt

m = Ker <¢:K[C’] MK)

{h e K[C]|h(a,b) =0}

1

a

In Worten Die Lokalisierung des Koordinatenrings am Maximalideal zum Paki) der Kurve ist
die Menge aller Funktionen im Funktionskdrper des KoordinatenringspdiRunkte(a, b) definiert
sind, d.h. es sind genau diejenigen Funktionen, die in einer Umgebun@ Mgndefiniert sind.

Bemerkung 17.8 SeiK ein algebraisch abgeschlossener Korper yhd K[X, Y] ein irreduzibles,
nicht konstantes Polynom. Bezeicliie= V¢ (K) und K[C] = KX, Y]/(f) den zugehorigen Koor-
dinatenring sowids (C) := Quot(K [C]) den Funktionenkdrper. Sei weiter= (X —a,Y — b) ein
Maximalideal vonK [C] mit f((a, b)) = 0, also(a, b) € C, dann sind &quivalent

(1) Der Punkt(a, b) € C' ist nicht singular

(2) K[C]w ist ein reguléarer, lokaler Ring

Beweis.Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kafinb) = (0,0) vorausgesetzt werden, sonst
fihre Variablentrasformation durch. Damitist:= (X,Y) + (f) < K[C]m. Wir wissen

f(X,Y)=aX + BY + hohere Terme
Zu (1) = (2): Der Punkt(a,b) = (0,0) ist nach Voraussetzung nicht singulér, daher@it¢ 0 oder
£ # 0. Ohne Einschréankung sei## 0, dann gilt

1 ..
X = a(f(X, Y) — BY — hohere Term%

= ()
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Also ist dimK[C]/ (m/mz) = 1 und somit folgt die Regularitat voA [C].,, dennK [C], hat, weil
m

K[C] Dimension 1 hat und die Hohe vamebenfalls 1 ist, die Dimension 1.

Zu (2)= (1): Sei(a, b) ein singularer Punkt, dann git = 3 = 0. Es folgt

. m _
dlmK[C]m/K[C]mR( /mQ) 2
dennm wird von X undY erzeugt. Dann isk'[C], aber nicht regulér. ]

Folgerung 17.9 Seienk ein algebraisch abgeschlossener Kérpeg K [X, Y] inirreduzibles, nicht
konstantes Polynom und bezeiclihe= V;(K'), dann sind aquivalent:

(1) K[C] ist ein Dedekind-Ring

(2) C'ist nicht-singular

Beweis.Nach Folgerung 16.12 igt [C] ein Ring der Dimension 1 und Noethersch. Die Aussage folgt
nun aus Folgerung 17.6 und Bemerkung 17.8. O
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