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Disclaimer: Viele der gegebenen Beweisskizzen, Bemerauragc. sind recht schnell von mir
selbst erstellt worden, ohne dass ich alle Details Uberpabe. Dies war notwendig, da die verwen-
dete Literatur doch sehr oberflachlich und ungenau ist. Dledran und wird ein Teil wohl falsch oder
zumindest nicht ganz richtig sein.

1 Zusammenstellung verschiedener Definitionen und Resulta

1.1 Kilassifikation lokaler zuléssiger Darstellungen

Aus Franziskas und Georgs Vortrag kennen wir die Klassitikatreduzibler lokaler Darstellungen.
Wie wiederholen diese kurz.

Satz 1.1 Sei(w, V') eine irreduzible zulassige unendlich-dimensionale Belshg vonGLy(F') mit
einemp-adischen Korpe'/Q,,.
Dann ist(w, V') von einem der folgenden drei Typen:
e Irreduzible Hauptreihendarstellungy, , Vy ) mit x = (x1, x2) fir Charaktere (d. h. lokal kon-
stante Gruppenhomomorphismep): F* — C*.

Eine Hauptreihendarstellung ist genau dann reduzibel,mm;l =L

e Steinberg-Darstellungetbzw. spezielle DarstellunggnrAls solche bezeichnet man sowohl die
eindeutige unendlich-dimensionale Unterdarstellung (on V) flr
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x=]
als auch die eindeutige unendliche-dimensionale Quaretdrstellung vortr, , V, ) fur
x=|- [T,
wobeir : F* — C* ein Charakter ist.

e Superkuspidale Darstellungebie anderen.




1.2 Klassifikation reeller zulassiger Darstellungen

Satz 1.2 Fur jedesk > 2 gibt es quadrat-integrierbare zulassige irreduzible Dialsingen von
Ge = GL2(R), die mit(my, Vi) bezeichnet undliskrete Reihendarstellungen von Gewiéhge-
nannt werden.

Jede quadrat-integrierbare zulassige irreduzible Ddltstey vonG ., ist von der Formr, ® y mit
einem unitdren Charaktey : G, — C*.

Beweis.[R0Z], Prop. 2.5. O

1.3 Unverzweigte lokale Darstellungen

Wir wiederholen kurz wichtige Punkte aus Ralf Butenuthstiay. Diese wurden zum Teil aufge-
schreiben, aber nicht gehalten. AuRerdem ergénzen wirteesaus([Bl], 4.6.
Es sei wiedef"'/Q,, ein p-adischer Korper® der Ring der ganzen Zahlen= (&) das maximale
Ideal,q = #(O/p), Gy = GLo(F) und K, = GL2(O).
Die spharische (oder unverzweigte) Hecke-Algehiia, ist
Hr, = {f : Gy — C| f lokal konstant mit komp. Tragey,(k1gkz) = f(g) Vk1, k2 € Kp, g € Gy}
pu— —a Z > .
<XK(WO £b>K‘a7be 7a_b>(C
Die behauptete Gleichheit ergibt sich aus der Cartan-genlg. Die Hecke-Algebra ist mit dem Fal-
tungsprodukt versehen:

(fa)) = | F)g(y™'x)dy.
p
Dabei nehmen wir durchgéangig an, ddsgdas Maf3l hat, aIsopr dy = 1.
Satz 1.3 Die spharische Hecke-Algebfd, ist abelsch.

Definition 1.4 Eine zuléssige, unendlich-dimensionale Darstelliimgl”) vonG,, hei3tunverzweigt
falls VE» £ (0).

Satz 1.51st (w, V') eine zulassige unendlich-dimensionale irreduzible urwergte Darstellung von
Gy, dann istdim VE» = 1.

Die unverzweigten zuléassigen unendlich-dimensionatewdliziblen Darstellungen vad, stehen
in Bijektion zu derC-Algebra-Homomorphismel i, — C.

Definition 1.6 Fur k > 0 seiT, die charakteristische Funktion der Menge

{9 € 0% (det(g)) = p*}.

Sei fernerR, die charakteristische Funktion vaii, (¥ %) K, = K,(¥ 2).



Mittels des GauRR-Algorithmus kann man einfach einsehess da
Ty = Xk, (80K,
gilt, indem man namlich die Matrik¢ ) von Determinantes auf Stufenform bringt: im ersten Schritt
auf die Form(¢ %) oder( 9 % ) und im zweiten Schritt dann a2 9 ) oder( 9 Y). Mittels (9 §)
kann man dann die gewunschte Diagonalform erhalten.

Satz1.7(a) Furk > 1gilt TyT,r = Tyetr + qRyT k1.
(b) Die spharische Hecke-Algebfdy, wirt erzeugt vorily, i, und R;l.

Beweis.(a) [BU], Prop. 4.6.4.
(b) [Bd], Prop. 4.6.5. O

Wir erinnern an die (normierte) Bewertungsabbildung
00 > F*%7-0.

Nach Definition ist ein Charakter
x: F* — C*
unverzweigt, wenn er auD* trivial (d. h. gleich1) ist. Somit sind die unverzweigten Charaktere
genau durch ihren Wert begi gegeben, da ja mittels der Bewertung
X = U IO
nez
eine disjunkte Zerlegung in offene und abgeschlossene dtegggeben ist.

Theorem 1.8 Sei(w, V') eine unverzweigte irreduzible unendlich-dimensionalésaige Darstellung
von G,. Seien), i die Eigenwerte vorT}, bzw. R, auf dem1-dimensionalen Vektorrauri “». Sei
ferner
X2 - g2AX +p = (X — o) (X — as)
mit a1, as € C. Seien
xi: F* — C*
die unverzweigten Charaktere, die durgh{@) = «; gegeben sind.
Dann ist(w, V') die unverzweigte Hauptreihendarstellutg, V) mit x = (x1, x2)-

Beweis.Siehe [Bui], Thm. 4.6.4. Wir geben eine Skizze. Zunéchstrrecman nach (sieh&1Bu],
Prop. 4.6.6), dass die Eigenwerte vfnund R, auf VXK" gleich den angegebenen sind. Dg R,
undR,;1 die Hecke-Algebra{x erzeugen, folgt, dadg undV, beide denselben Charakt, — C
definieren.

Dasselbe Argument funktioniert tbrigens auch iy, V,/) mit X" = (x2,x1). Ist eine vonV,
undV, reduzibel, dann sind es beide. Eine von beiden hatetlienensionale Unterdarstellung, die
dann auch denselben Hecke-Charakter hat. Damit wéarelddndimensional. Widerspruch. Also ist
die Hauptreihendarstellung irreduzibel und somit gldich O
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2 Zur lokalen Theorie

Notation

Wir folgen im Folgenden dem Artikel von DeligngIDe], werdens aber bemuiihen, die Notationen
aus Georgs Vortrag beizubehalten. Insbesondere, midsaviattizen in Deligne der Involution

(ed)—=(5a) =@ () (R0
unterzogen werden.

Sei nunF/Q, ein p-adischer Korper. Wir benutzen dieselben Notationen wienoufRerdem
setzen wir wie schon in friiheren Vortragen

N={(1} P={G1} B={G)}

Wir fixieren au3erdem einen nicht-trivialen additiven Gliderq : ' — C*. Das Whittaker-
Funktional, das Kirillov-Modell und die folgenden Konsttionen héngen von seiner Wahl ab, die
Eigenschaften aber nicht; dies werden wir nicht nachrethne

Wir fixieren nun fur den Rest dieses Abschnitts eine irreolezinendlich-dimensionale zuléssige
Darstellung(, V') von G,. Seiw, ihr zentraler Charakter, also

fur allev € V und allea € F'*.

Whittaker-Funktional

Wir wissen, dass es Zur, V') ein Whittaker-Funktionall’, also eine lineare Abbildung : V' — C,
gibt, so dass

fur alle t.

Mittels des Whittaker-Funktionals kann man nuinsowohl in die lokal konstanten Funktionen
B — C als auch in die lokal konstanten Funktioneh— C, die jeweils aufN via v operieren,
einbetten. Genauer betrachtet man

Indy (v) = {f : P — C| f((§ 1) 9) = ¥(t)f(9) lokal konstant}
und ahnlich fulndX (+).

Whittaker-Modell

DasWhittaker-ModellW () (abhéngig vony) ist, laut Georg und Rogawski, das Bild vénhunter
dem injektiven Homomorphismus vdi P]-Moduln

V — Indy(¥), v (g T(n(g).v)).

Deligne zieht es vor, das Bild ﬂndﬁw) Zu betrachten, was aber keinen grof3en Unterschied macht,
da Skalarmatrizen ja via Multiplikation mit dem Wert des zalen Charakters operieren.
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Kirillov-Modell

Es bezeichn€>(F*) die Menge der lokal-konstanten FunktionBri — C. Wir dehnen nun dié>-
Operation au€>°(F'*) aus Georgs Vortrag zu ein&-Operation aus, um Kompatibilitat mit Delignes
Artikel zu gewéhrleisten. Fiif : F* — Cund (¢ }) setzen wir

bx ar

((8%) @) = wn@(( 4247 D) = wald((57%7) (419) @) = wrldpp()F().

Hierbei mussten wir die Operation aus Georgs Vortrag leiehindern; war sie vielleicht falsch durch
einen Tippfehler von mir?

Wie Georg erklart hat, kann man aus dem Whittaker-Modelkdakov-Modell machen. Genauer
betrachtet man den injektiveld-Modulhomomorphismus

K:V—=COF), vie (z— o) :=T(59).v)).

Das Bild K () dieser Abbildung heif3t dann d&srillov-Modell. Mit ihm werden wir im Folgenden
arbeiten. Uberpriifen wir zur Sicherheit doch noch ebens dassich um eine-Modulhomomor-
phismus handelt (wegen der Diskrepanz mit der DefinitionGeibrgs Vortrag):

((34) 0@ =T((59) (55) v =T((5 ) w) = T35 (") »
= w31 (22f10) ) = (@ (Cyr((+5 ) )
= wrl (22
Gruppentheoretische Vorbereitung
Wir benétigen nun zuerst ein gruppentheoretisches Lemma.
Lemma 2.1 Setze
Di@") ={(27) €SL2(0) | (23) =(57) mod "}

und
@) = ((19),(48) [be O,c €m0 < SLy(F).

Es gelten:
(i) Furn > 0istT)(w") =Ty (@").
(i) Fur n =0istT}(@") = SLy(O) = I'1(@°).

(i) FOr n < 0istT)(@") = SLa(F).



Beweis.Genauso wie Deligne beweisen wir nur (i). Die anderen beggdren wohl mit &hnlichen
Tricks, die ich mir jetzt aber nicht im einzelnen Uberlegb@aDafir erklaren wir (i) aber ein bisschen
mehr, was aber wohl nicht nétig ware.

Seienb,c € O mitc =0 mod @w". Dann haben wir die Identitat:

1 —=b_ 1 0 _1 9
() (1) - (1)
Damit liegen alle diagonalen Matrizen vbh (w™) bereits inl*} (w™). Sei nun( 2 %) € I'} (@"). Dann
ist
1=t _ («
(7)) =(29).

Dabei beachten wir, dagsvegen der Kongruenz = 1 mod @" invertierbar ist. Wie wir aber gerade

gesehen haben, iét‘l’al d,O_l) e I} (w"). Da aber auch

(% 0) (7" 20 ) = (1) eTi@)

liegt, folgt Teil (i). |

Existenz von Neuvektoren und Fihrer

Bemerkung 2.2 Zunachst machen wir eine Bemerkung zum Fihrer eines Cleasakt O — C*.
Der Fuhrer vona ist das kleinste:, so dass der Charakter Ub@@ /&™) faktorisiert:

X: 0% - (O/g")* — C*.
Im Folgenden werden wir daher Charaktere von Fihreft als Charaktere aufO /&™) * betrachten.

Beweis.Per Definition ist der Fuhrer das kleinsteso dassy auf1 + w"O trivial (also gleichl)
ist. Die Aussage folgt dann aus der exakten SeqOenzl + @"0O — O0* — (O/w™)*. O

Wir setzen furk > 0
To(@) = {(2) € GLo(F) | (25) =(§%) mod T}
Insbesondere idty(@°) = GL(O).

Lemma 2.3 Seiena, 3 : O — C* Charaktere. Istk groRer gleich dem Fuhrer voas—!, dann
existiert ein Charakter
Xk 1 To@") — C,

so dass



Beweis.Zunachst ist klar, dass wir den folgenden Charakter haben:

B(det) : To(@) — C, (b)) B(det((25))).

Aulerdem ist der Charakter
oft:To@) — €, (24) = (22) = (a5™)(@

wohl definiert, wobei wir mit die Reduktion modula’* andeuten. Nach obiger Bemerkung ist nam-
lich a8~1 auf (O /z*)* definiert.

Das Produkt beider Charaktere liefert den gewtinschtena®tear dad(det(( & 4))) = 3(a)5(d)
unda8~1((25)) = a(a)f ' (a) ist (@hnlich fir(29)). O

Theorem 2.4 Seiena, 5 : O* — C* Charaktere, diex3 = w, erflllen. Furk groRer gleich dem
Fuhrer vonas~! sei
X ={veV|gv=xklgv Vg€ Fo(w’“)}.

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Esgibt einn > k, so dassX,, # (0).
(b) Sein das Minimum, so das¥,, # (0). Die Dimension vorX,, ist gleich1.

Beweis.Wir beweisen nur (a) und tUbergehen die Dimensionsbereghramsei denn, ich finde
noch Zeit...

Wir verandern unsere Wahl vaf so, dass) : ' — C* auf O trivial (also gleichl) ist. Dies
darfen wir, obwohl wir uns davon nicht Gberzeugt haben...

Zunachst zeigen wir, dass es Vektofeg v € V gibt, so dass

(85)v=ala)s(d)

mit a,d € O* undb € O gilt. Dazu verwenden wir das Kirillov-Modell, auf dem wirelBorel-
Operation ja ganz explizit hinschreiben kénnen. Das turdaim jetzt auch mal:

bx.  ax azx
(85) v(@) = wrldp(=)o(%) = aldBdw(=),
wobei wir ausgenutzt haben, dasauf O konstant gleich ist. Dieser Ausdruck ist genau dann gleich
a(a)p(d)v(x), wenn
ar,  afa)

o) = S

gilt. Wir benétigen also eine lokal konstante Funktion F* — C, die der Transformationsregel

v(rz) = a(r)v(x)
fur aller € O* und allex € F'* genugt und aul3erdem im Kirillov-Modell liegt.
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Schreiben wir also eine solche Funktion hin, ohne uns zwstach die allerletzte Bedingung zu
kimmern. Sein der Fuhrer vorv. Wir wéhlen ein Vertretersystem @ fur (O/w™)*. Dann haben
wir die Zerlegung vont™* in disjunkte offene Mengen

= JJa's1+@m0),

teZ s

wobeis das Vertretersystem f{i©) /o™)* durchlauft. Flr = w's(1 + w™u) definieren wir

0 wennn # 0,
v(z) =
a(s)v(l)  wennn = 0.
Dabei haben wir die freie Wahl fir(1). Wiederum haben wir benutzt, dass der Charadteereits
auf(O/w™)* definiert ist. Die so definierte Funktiariz) ist lokal konstant und erfullt die geforderte
Transformationseigenschaft.

Die Funktionv(z) hat aul3erdem einen kompakten Trager. Nun sagt ein S&iz ndBss jede
Funktion mit kompaktem Trager & (F*) bereits im Kirillov-Modell liegt. Georg hat etwas &ahnli-
ches bewiesen. Mir ist gerade nicht klar, ob er genau diesigielzat. In jedem Fall folgt, dasgx)
im Kirillov-Modell liegt. Damit haben also einen Vektor=£ v € V' mit der gewiinschten Eigenschaft
gefunden.

Nun benutzen wir die Glattheit vor und den Fakt, das$, = M;(1 + @"O) eine Umgebungs-
basis offener Normalteiler vo@,, bildet. Die Glattheit besagt dann, dass

v=|JVv"
neN

Der eben konstruierte Vektar liegt in V/» fur ein n. Er wird also insbesondere vai, ) mit
¢ = 0 mod w" stabilisiert. Genauso wie im gruppentheoretischen Lembwan ddas wir also di-
rekt fir To(@") hétten formulieren sollen) sieht man, dass das Erzeugnig 4i&) und (1 9) mit
a,d € O%,b e Oundc € @ gleichTy(@") ist. Daher ist € X,,.

Wir bemerken nur noch kurz, dass, endlich-dimensional ist, da es eine Teilmenge Vofr
(endlich-dimensional wegen der Zul&ssigkeit) ist, wen» n und gré3er gleich dem Maximum der
Fuhrer vono und 3 ist. O

Definition 2.5 Wir wenden das Theorem auf= 1 undg = w, an.
Der Fuhrer vonr ist gleichp™, wobei wir das: aus (b) nehmen.
Ein Neuvektor vonr ist jedes) # v € X,, mit demn aus (b).

Dies kdnnen wir noch expliziter &quivalent formulierenrBéhrer istp™, wennn minimal ist, so
dass es einen Vektor# v € V gibt, der unter der Gruppe

{(24) € GLa(O0) | (25) = (1) mod "}

invariant ist.



Bemerkung 2.6 Der Fihrer ist genau danm, wenn die Darstellung unverzweigt ist, da dies ja Inva-
rianz unterk, = GL»(O) bedeutet. Der Neuvektor ist danniif<.

Explizite Fuhrer

Wir zitieren noch einen Satz lber die explizite Bestimmueg Elhrer in den einzelnen Fallen aus
[D1].

Satz 2.7 Sei(, V') eine irreduzible unendlich-dimensionale zulassige Daitstig vonGL2(Q)).

(@) Ist(m, V) = (iy, V) mit x = (x1,x2) eine Hauptreihe, dann ist der Fihrer vandas Produkt
der Fuhrer der Charakterg; und ys.

(b) Ist(x, V) die Steinberg-Darstellung in der Hauptreihe mit Charaktety| - |'/2, x| - |~'/2) bzw.
(x| - |72, x| - |'/?), dann ist der Fuhrer gleick® N pZ, mit dem Fihrerf von y.

(c) Ist(m, V) superkuspidal, dann ist der Fuhrer gleiphZ, fur einn > 2.

Lokaler L-Faktor

Diesen und den nachsten Punkt benétigen wir in diesem gonicht. Sie dienen aber als Vorberei-
tung fur den Vortrag zur lokalen Langlands-Korrespondenz.

Definition 2.8 Sei(r, V') eine irreduzible unendlich-dimensionale zuléssige Daistg vonG,,. Wir
definieren detokalen L-Faktor vor(r, V') wie folgt:

(@) Sei(m,V) = (iy, Vy) mitx = (x1, x2) eine irreduzible Hauptreihe. Dann setze
L(s,m) = (1—a1q7") (1 — aaq™®) 71,
wobei flri = 1,2
xi(@) wenny; unverzweigt ist,

Qy 1=
0 wenny; verzweigt ist.

(b) Sei(r, V) eine Steinberg-Darstellung in der Hauptreihe mit Charadae |- |'/2, x|-|~'/2) bzw.
(x| - |7Y2,x| - |/?). Dann setze

L(s,m) = (1-ag™*)"!
mit o wie oben.
(c) Sei(m, V) superkuspidal. Dann setze

L(s,m) =



Bemerkung 2.9 Sei(n, V') = (iy, Vy) mitx = (x1, x2) €ine unverzweigte (automatisch irreduzible)
Hauptreihe. Seien dank der Eigenwert vorf}, und ;. der Eigenwert vorRR, (wie in der Diskussion
der unverzweigten lokalen Darstellungen oben). Dann gilt:

L(s,m) = (1= Az~ + g™ )7,
wie man durch Ausmultiplizieren sieht.
Die obige ad-hoc-Definition hat auch eine analytische Besiohng.
Satz 2.10 Sei(w, V') eine irreduzible unendlich-dimensionale zuléssige Dalstg vonGy,.

(a) Wir betrachten das Integral
_1
Z(s.0) = [ vl

wobeiv(y) das Bild vonv € V' im Kirillov-Model ist. Das Integral ist konvergent fur gegend
groRen Realteil vor und hat eine meromorphe Fortsetzung @ufGenauer, fir jedes gibt es
ein Polynony, € C[X], so dass

Z(s,v) = pp(q~ %) L(s, 7).
AuRerdem gibt es eih#£ v € V, so dasp, = 1.

(b) Sei¢ : F* — C* ein Charakter. Dann konvergiert das Integral

Z(s.0.6) = [ oy

flr s mit genuigend grof3em Realteil und hat eine meromorphe Foutsg aufC. Genauer, gilt
Z(5,0,§) = puglg")Z(s,m @ &)

mit einem Polynom, ¢ € C[X].

Beweis.[BU], Prop. 4.7.5. O

Lokale Funktionalgleichung

Satz 2.11 (Lokale Funktionalgleichung)Sei(r, V') eine irreduzible unendlich-dimensionale zulés-
sige Darstellung voids, mit zentralem Charaktep,. Sei§ : F* — C* ein Charakter.
Dann gibt es eine meromorphe Funktios, 7, &, 1), so dass fur alle € V die Gleichung

Z(1—s,Sv,w ) = y(s,m &) Z(5,0,€)

gilt. DabeiistS = (! ') die Spiegelungsmatrix.
Bump betont die Abhéngigkeit vah explizit, da ja das Kirillov-Modell von der Wahl von
abhéngt.
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Proof. [Bu], Thm. 4.7.5. O

Satz 2.12 Sind (7, V1) und (72, Vo) zwei irreduzible unendlich-dimensionale zulassige Celsh-
gen vonG, mit demselben zentralen Charakteund gilt

7(37 71, &, w) = 7(57 7o, &, ¢)
fur alle unitaren Charakter¢ : F* — C*, dann sindr; undmy isomorph.

Beweis.[BU]|, Prop. 4.7.6. O

3 Zur globalen Theorie

In diesem Teil beschranken wir uns auf den Grundkd@eWir erinnern an die Einbettung der
Spitzenformen in die kuspidalen automorphen Formen

Sk(N’w,) — AO(w)’ f = (I)f

aus Gebhards Vortrag. Dabei istder Hecke-Charakter, der zum Dirichlet-Charaktémgehort (an
der reellen Stelle ist er per Definition trivial). Diese Eattning wiederholen wir jetzt nicht genauer.
Siehe auch Ralf Butenuths Vortrag. Das einzige, das wirmelee Existenz in diesem Uberblicksteil
bendtigen, ist, dass die Einbettuiglinear ist.

Die Operation der Hecke-Algebra auf den automorphen Foist@woch nicht richtig erklart wor-
den. Rogawski [[Rd?2]) ist ungenau; er spricht von Rech&sSliation mit der charakteristischen Funk-
tion (was streng genommen keinen Sinn ergibt).

Was ist denn der globale Hecke-Operator auf einer globaltmeorphen Darstellung? Es ist wohl
die Doppelnebenklasse

(. LK, (B9) Ky, 1,...).

Ist eine automorphe Form beiunverzweigt, dann ist sie (von rechts) penvariant unterk’,,. Man
kdnnte jetzt als Definition des Hecke-Operators nehmen:

Tpf(Zoo, 2, ooy XTpy...) :Zf(:voo,xg,...,g;lxp,...),
i

wobei K, (g ?) K, =, 9iK, eine Nebenklassenzerlegung der Doppelnebenklasse isuSagut
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kann man aber auch das Faltungsprodukt mit der charaidehish Funktion nehmen:
(Tof)(@ooy T2y ooy Tyt ) = / X (R)f(Zoo, T2y ... R zyp, ... )dh
’ ’ ¢, Ko (51)% ’

= h)f(Zoo, 2, ..., h ta,, ... )dh
/K,,(gg)Kf ) (oo 2 Ty )

:Z/ f(@oo, T2y s h ey, .. )dh

i iKp

= Z f(@o, 2, .. W g ay, .. )dh
i Kp

= Zf(ﬁﬂooaﬁﬂz,---,gflzp,...),

da das Haarmaf auf, auf 1 normiert ist und aul3erderfivon rechtsk -invariant ist. Machen wir
die Nebenklassenzerlegung “anders herum”, dann versdetvidas hassliche Inverse.

Der folgende Satz besagt, dass der klassische Hecke-Opauftien Spitzenformen bis auf einen
Normierungsfaktor mit dem auf den automorphen Formen irsnemt.

Satz 3.1 Sei(p, N) = 1. Dann giltpgfl(TZ@f) = &7, ;.
Beweis.Fur eine Beweisskizze siehe Ralf Butenuths Vortrag. Dieserkt aus([Ro2]; um sie zu

verstehen, misste man erstmal die Operation richtig dedimie O

Theorem 3.2 Sei f € Si(N,w’) eine Spitzenform von Gewicht Stufe N mit Dirichlet-Charakter
W' (Z/NZ)* — C*. Wir nehmen an, dasp eine Hecke-Eigenform fiF, mit (p, V) ist; genauer
verlangen wir, dass
Tof =X\ f
fur alle Primzahlerp mit (p, N) = 1 gilt. Ferner seiV (f) = G(A)®; € Ap(w) die Bahn. Seir; die
Darstellung vonG(A) auf V'(f).
Dann ist(7s, V(f)) eine irreduzible zulassige Darstellung und die Kompornente

T =Too ® ® Tp

p Primzahl

erfullen:
() 7oo = mg.

(i) Furalle pt N ist 7, unverzweigt, gleich der Hauptreihig¢ mit x = (x1, x2) und es gilt
k=1
Ap=p 7 (x1(p) + x2(p)) undwy, (p) = x1(p)x2(p)-

Ist /" € Si(NV,w) eine andere Spitzenform, so da§s/’ = A, f' fur alle (p, N) = 1, dann ist
genau daniV/(f) = V(f'), wenn), = X} fur alle p bis auf endlich viele erfullt ist.
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Beweis.Siehel[RaP], Proposition 2.13. Die Eigenwerte \fgrergeben sich sofort aus der lokalen
Formel durch Multiplikation mit dem Faktcp“g_l, der im vorherigen Satz auftritt.
Die letzte Aussage folgt aus starker Multiplizitét O

Definition 3.3 Sei(m, V') eine zuléssige, irreduzible Darstellung veHi.o(A), die nach dem Ten-
sorproduktsatz als das eingeschréankte Tensorprodukt(dgrV,) zerféllt. Dieses werde bzgl. ei-
ner Kollektion von Vektorenm, fir p an den unverzweigten Stellen gebildet. Diesdiegen im1-
dimensionaler[C—VektorraumVpK” und sind daher bis auf Skalare eindeutig und Neuvektoren. An
allen anderen (d. h. verzweigten) endlichen Stellen waheinen Neuvektor, (der auch bis auf
Skalare eindeutig ist). Auch beb wéahlen wir einen Vektor.,, der aber von Deligne libergangen
wird.

Der Vektor

V= Vo & ® Up

p Primzahl

heif3t derNeuvektorder Darstellung(rw, V').
Der Fiihrerdes Neuvektors ist das Produkt der lokalen Fiihrer an den endlichen Stellen.

Definition 3.4 Sei f € Si(V,w’) eine Eigenform futl,, mit (p, N) = 1 undV (f) C Ay(w) die
automorphe Unterdarstellung zfu
Der Neuvektorw vonV (f) hei3tNeuform

Bemerkung 3.5 Der Neuvektow € V( f) kommt von einer Modulform, deren Stufe gleich dem Fuh-
rer des Neuvektors (bzw. der Neuform) ist.

Satz 3.6 Die Menge der Neuformen (bis auf Skalare) ist in Bijektiohdar Menge der irreduziblen
Unterdarstellungen vod, (ohne den zentralen Charakter zu spezifizieren). Die Abbden sind
dadurch gegeben, dass einer Neufofndie UnterdarstellungV/(f) (in obiger Notation) und einer
UnterdarstellunglV” c Ag ihre Neuform zugeordnet wird.

Proof. Der Satz ist nach Definition richtig (also eigentlich garrk&atz). Allerdings muss man
sich gut Uberlegen, wie die Auswahl der definierenden Vektoles eingeschrankten Tensorproduktes
eingeht.

Man muss die Abbildung — V (f) wohl mit etwas mehr Struktur versehen. Genauer sollten wir
f nebenV (f) auch dessen Tensorproduktzerlegung zusammen mit eindiedasrprodukt definie-
renden Kollektion von Vektorefl # v, € Vpr fur alle (p, N) = 1 zuordnen. Die Ruckabbildung ist
dann auch bzgl. dieser Kollektion: wir haben nur die WahésiNeuvektors an endlich vielen Stellen
(denn - nochmal - an den unverzweigten Stellen nehmen wiidégtenv,); d. h. an endlich vielen
Stellen hangt unser Neuvektor von einem Skalar ab, diesét sich aber als (endliches) Produkt
heraus, was gerade die Abhangigkeit der Neuform bis ausi®katklart.

Dieses Argument zeigt, dass die Zuordnung (mit den geradehbbebenen Zusatzstrukturen)
f— V(f)— Neuvektor inV'(f) die Identitat ergibt.
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In der umgekehrten Richtung gebrauchen wir die Zusatzstrukicht: in V' wéhlen wir einen
Neuvektorv € V, dessen Bahn unt&¥(A) dann naturlich wegen der Irreduzibilitat wieder gleich
ist. |
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