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Zusammenfassung

Der Vortrag behandelt - grob gesprochen - die Seiten 17483%van [BLR]. Alle nicht anders
angegebenen Referenzen beziehen sich auf dieses Buch.

1 Gruppenglattungen als Néron-Modelle

Motivation und Wiederholung

Beginnen wir mit einigen Wiederholungen.

Theorem 1.1 (Thm. 7.1/1) SeiR ein DBR. SelG ein glattesR-Gruppenschema von endlichem Typ
oder ein Torseur unter einem glattBAGruppenschema von endlichem Typ. Dann sind dquivalent:

(a) G ist Néron-Modell seiner generischen FaGey.
(b) G ist separiert und erflillt die Erweiterungseigenschafteét@unkte.

Beweis.\olkers Vortrag. 0

Satz 1.2 (Prop. 1.2/4)Sei S ein Dedekindschema un¥ ein S-Schema von endlichem Typ. Dann
sind dquivalent:

(a) X ist Néron-Modell seiner generischen FaXg¢.

(b) Fir alle abgeschlossenen Punkte S ist dasOg ;-SchemaX x g Spec(Og s) ein Néron-Modell
seiner generischen Faser.

Beweis.Denis’ Vortrag. O

Der Beweis des folgenden wichtigen Satzes wurde in Denigr& nur skizziert und benutzte
schwere Satze. Hier erhalten wir ihn sehr einfach.



Satz 1.3 (Prop. 1.2/8)Sei X ein abelsches Schema liber einem Dedekindscterbann istX das
Néron-Modell seiner generischen Faiat (genauer des Schemas der generischen Punkte).

Beweis.Mittels Prop. 1.2/4 geniigt es die lokale Situation zu bétiexrt. Wegen der Eigentlichkeit
von G — S ist die Erweiterungseigenschaft étaler Punkte erfilllth&aerhalten wir den Satz aus
Theorem 7.1/1. O

Definition der Gruppenglattung

Definition 1.4 SeienS ein Dedekindschema un@ ein S-Gruppenschema von endlichem Typ mit
glattem Schema der generischen Faségn
Ein glattesS-Gruppenschemé’ von endlichem Typ zusammen mit einem Morphismus $en
Gruppenschematf: G' — G hei3tGruppenglattungwenn folgende universelle Eigenschaft erfiillt
ist:
aL-c

w’\/g
VA

Fir alle glattenS-SchemataZ mit Morphismuse : Z — G existiert genau ein Morphismus, der
das Diagramm kommutativ macht. (Achturigjist nicht aufS-Gruppenschemata beschrénkt.)

Der Begriff der Gruppengléattung sollte nicht in Analogie dem der Glattung aus Kapitel 3 ge-
sehen werden. Beide sind von Grunde auf verschieden. Egtu@d braucht namlich nicht einmal
glatt zu sein, daflr ist sie eigentlich. Auch wenn man zunttegeOrt der Glattung Ubergeht, hat man
noch keine universelle Eigenschaft wie bei der Gruppengigt sondern nur eine Bijektion auf den
Rsh-wertigen Punkten. Umgekehrt ist allerdings eine Grupfighmg im lokalen Fall eine Schema,
das dem Korollar zur Glattung geniigt, also eine Bijektiohd®n R*"-wertigen Punkten gibt. Denn
ein R"'-wertiger Punkt vornG faktorisiert nach der universellen Eigenfschaft der Gagpéttung
durch einen eindeutigeR®"-wertigen Punkt vort’.

Bemerkung 1.5 (a) Wenn eine Gruppenglattung existiert, dann ist sie Hikauonische Isomorphie
eindeutig (wegen der universellen Eigenschaft).

(b) IstG schon selbst glatt und von endlichem Typ, danrGistie Gruppenglattung von sich selbst.
Denn man kann die universelle Eigenschatft trivial @itiberprifen.

(c) Eine Gruppengléattung ist ein Isomorphismus auf der geeigen Faser. Denn man kann die uni-
verselle Eigenschaft fu& x benutzen und erhalt einen Morphismtg — G’, der lUberG/;,
faktorisiert. Der so enstandene Morphisntig — G/ ist beidseitig invers zum Morphismus
G — Gk der aus?’ — G kommt.

(d) IstG separiert, so aucti’. Denn der Einsschnitt vo@ ist das Kompositum

Spec(R) = G’ — G.
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Dieses ist nach Voraussetzung eine abgeschlossene lrome&imit ist bereits eine abge-
schlossene Immersion.

(e) Im lokalen Fall, alsaS = Spec(R) mit diskretem Bewertungsring, gilt, dassG(R*") —
G(K*") genau dann surjektiv ist, wen@ (R*") — G’(K*") surjektiv ist. Denn wegen der
Gleichheit der generischen Fasern @mund G’ erhalten wir

G/(RSh) N G/(Ksh) _ G,I((KSh) _ GK(KSh)

Dieser Morphismus faktorisiert aber wegen des Morphis@ifuss G tiberG(R™) und ist daher
wegen der Surjektivitat voar(R*") — G(K*") selbst surjektiv.

Theorem 1.6 SeiS = Spec(R) fiir einen diskreten BewertungsriigundG ein S-Gruppenschema
von endlichem Typ. Dann besitét eine Gruppenglattung’ .

Vor dem Beweis geben wir ein Korollar.

Korollar 1.7 SeiS = Spec(R) fiir einen diskreten Bewertungsririy. Gegeben sei ein separiertes
S-Gruppenschem& von endlichem Typ mit glatter generischer FaSer.

Ist dannG(R*") — G(K*") surjektiv, dann ist die Gruppengléttugy von G ein Néron-Modell
vonGg.

Beweis. In Bemerkung 1.5 haben wir bereits gesehen, dassepariert ist und?’(R") —
G'(K*) surjektiv ist. AuBerdem istix = G- und somit liefert Theorem 7.1/1 das Resultat. [

Beweis der Existenz der Gruppenglattung

Die Gruppenglattung wird genauso wie die Glattung im Ka@telurch eine endliche Folge von
Ausdehnungen konstruiert.

Lemma 1.8 Seik ein Kérper undX ein k-Schema. Ferner sei eine Teilmer@ge- X (ks.p) gege-
ben. Dann ist der Zariski-Abschluss v6rin X mit der reduzierten induzierten Struktur automatisch
geometrisch reduziert.

Beweis.(Mit Dank an Niko.) Da (geometrische) Reduziertheit eifle@le Eigenschatft ist, kbnnen
wir ohne Einschrankung = Spec(A) nehmen mit einer NoetherschérAlgebra A. Der Zariski-
Abschluss ist der kleinste Quotiert/I, so dass jeder Punkt : Spec(ksep) — A in C UberA/I
faktorisiert. Damit ist klar, dasg C ker(a) fur alle a € C. Das grof3te solche Ideal ist offenbar
J :=\,ec ker(a). Dieses ist als Durchschnitt von Radikidealen selbst etfikdideal. Damit ist der
reduzierte induzierte Zariski-Abschluss glefgec(A/.J).

Da die Erweiterungs — F flach ist, gilt, dass die Folge

O—>ker(a) ®k%ﬁA®kE_>ksep®kE



exakt ist. Ddcsep@)kE reduziert ist (hier gebraucht man die Separabilitat - keéeh endliche separable
Erweiterungen zurtickzufiihren), istr(a) @y, k ein Radikalideal. Daher ist augh, . ker(a) ®x k =
J @y, k ein Radikalideal. Also istl/J @, k = (A ®y k)/(J @y k) reduziert, was bedeutet, dasg./
geometrisch reduziert ist. O

Wir setzenGGy := G. Nun konstruieren wir induktiv flach&-Gruppenschemat&; ; zusammen
mit MorphismenG,,1 — G; von R-Gruppenschemata.
Nimm an, dass~; bereits konstruiert sei. Dann setzen wir

Ci := Bild(G;(R™) — Gi(ksep)) C (Gi)x

und definierer; als den Zariski-Abschluss vah in (G;);. und versehen ihn mit der reduzierten indu-
zierten Schemastruktur. Er ist also nach dem Lemma geauletréduziert. Es ist klar, daSsals Bild
eines Gruppenhomomorphismus selbst eine Gruppe ist. beshar; ein k-Untergruppenschema
von (G;).

Wir definieren nunG;,; als die Ausdehnung vorf; in G;. Da Ausdehnungen und Produkte
vertauschen (3.2/2(d)) ist; ., ein R-Gruppenschema und aul3erdem ist es nach Konstruktion flach.
Aus der universellen Eigenschaft der Ausdehnung folgts das, die Ausdehnung vorF; in Gy ist.
Weiter erhalten wir aus der universellen Eigenschatft (ktisly dass die Abbildung

Gi1(R™) — Go(R™)

bijektiv ist. Hier benutzen wir das erste Mal die speziellaRMerF;. Denn diese garantiert, dass fur
jedenRs"-wertigen Punki : R" — G die Abbildunga : ksep — Go(ksep) UberCy, also auchfy,
faktorisiert und wira; : R*® — G, erhalten. Dies kann man natrlich fortsetzen.

Lemma 1.9 Seiag € Go(R®™") und bezeichne; das eindeutige Urbild iG;( R*"). Dann gilt
0(a;) < max{0,d(ag) —i}.

Beweis.Lemma 3.4/1 sagt aus, dass in jedem Schritt der Glatthétsidecht sinkt, auf3er, wenn
er bereits) ist. Allerdings brauchen wir die Voraussetzung, dass jedegabeiG; (R*")-zuléssig ist.
Dazu gibt es zwei Punkte zu Uberprifen. Zum Ersten muss

Bild(G;(R™) — Fi(ksep)) 2 Ci

schematisch dicht itF; sein. Dies ist aber klar nach Definition d&y.
Beim zweiten Punkt gentgt es, zwei Dinge zu UberprifeneBsstdass; glatt Uberk ist. DaF;
aber geometrisch reduziert ist, it glatt, weil es eink-Gruppenschema von endlichem Typ ist.
Zeitens ist zu zeigen, dask;, /|, lokal frei ist. Wegen [Hartshorne], 11.8.10, i€, /r|(c,), =
Q@) k- Nun sagt uns 4.4/2, daskq,), /x = " €"q,), /i, Wobeip : (G;), — Spec(k) der Struk-
turmorphismus und : Spec(k) — (G;). der Einsschnitt ist. Damit ist aber klar, das$) ¢, /. frei
ist, da es ja ei0g,..(r) = k-Modul ist. Es folgt, dass

Qa,/rlr =P € Qe kel Fi
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frei ist. Ubrigens zeigt diese Argumentation, dass die Bgaing (ii) von der Zulassigkeit so formuliert
werden kann: “Kein nicht glatte,.,-Punkt vonY}, (hier 7;) hebt sich hoch zu einem Punktin(hier
G;(R™)).” Wir benutzen, dass es keine nicht-glatten Punkt&;igibt. Gabe es doch so einen Punkt,
dann ware der lokale Ring vaR; dort reduziert, aber nicht geometrisch reduziert. Dansi@hr nicht
hochheben kann, muss eriy — C; liegen. O

Da der Glattheitsdefekt beschrankt ist (3.3/3), gibt es ala i, so dassi(a) = 0 fir allea €
G;(R™). Setze’ := G;. Wir zeigen nun, das§’ die gewiinschte Gruppenglattung ist.

Wegen 3.3/1 faktorisiert jedgR*"-Punkt vonG’ tiber den glatten Ort vo&”, insbesondere also
der Einsschnitt. Mit anderen Worte@ ist glatt am Einsschnitt. D&’ als Ausdehnung flach ist, ist
G’ glatt.

Nun rechnen wir noch die universelle Eigenschaft der Groglgétung flirG’ nach. SeiZ ein
glattesR-Schema zusammen mit eindgaMorphismusp : Z — G. Wenn der induzierte Morphismus
7, — Gy, Uber F; faktorisiert, folgt aus der universellen Eigenschaft desdehnungen (induktiv),
da Z als glattes Schema insbesondere flach ist, dass wir denlgesudorphismusZ — G; = G’
erhalten.

Nun zeigen wir noch, dass;, — G, UberF; faktorisiert. Es ist zundchst klar, dag®ine Abbil-
dung

Bﬂd(Z(RSh) - Z(ksep)) - Bﬂd(G(RSh) - G(ksep))

induziert. Nach “Steffis Lemma” (2.3/5) ist die linke Mengghematisch dicht i, da Z glatt ist.
Damit setzt sich diese Abbildung aber fort zu einem Morphispter auch vog induziert wird, von
7 zum schematischen Abschluss von der rechten Mengg, jrdas ist aberr,. Dies war flr den
ersten SchrittG; — Gy zu zeigen. Das Argument Ubertragt sich aber ganz analogiewndleren
Schritte bisG; = G'.

Dies schlief3t den Beweis der Existenz der Gruppenglattemighkalen Fall ab.

Anwendung auf Untergruppenschemata

Wir wiederholen ein Lemma aus Denis Vortrag. Im Buch ist d@#51 Hier schreiben wir es in Worten
hin. Zun&chst fuhren wir die Notation

X(s) = X x5 Spec(Oss)
fir s € S ein.

Lemma 1.10 SeiS ein Basisschema urxds S ein Punkt.

(a) SeienX,Y S-Schemata von endlicher Darstellung.

Dann setzt sich jeder Morphismig,y — Y|y fort zu einem Morphismu xs S’ — Y xg 5’

fiir eine offene Mengé&’ C S, die s enthélt. Je zwei solche Fortsetzungen (sagen wibawind
S5) stimmen auf einer offenen Meng# (iberein, dies enthélt und selbst i’ undS) enthalten
ist.



(b) SeiX s einOg -Schema von endlicher Darstellung. Dann gibt es eine offéeegeS’ C S,
die s enthélt, und ein glatteS’-Schema endlicher Darstellurg, dasX  fortsetzt.

Korollar 1.11 Sei S ein Dedekindschema mit Ring der rationalen FunktiohenGegeben sei ein
S-Gruppenschem@, das Néron-Modell seiner generischen Faser sei.

Dann besitzt jedes glatt€ -Untergruppenschemié i, von G i ein Néron-Modell.

Ist der schematische Abschludsvon Hy in G glatt, dann istd das Néron-Modell vorH i .

Beweis.Wir filhren den Beweis in zwei Schritten.
1. Schritt:Sei H ein glattesS-Modell von Hy derart, dass/,) eine Gruppenglattung voF(s) an
allen abgeschlossenen Punktea S ist. Wir zeigen nun, dass darfi bereits ein Néron-Modell von
H ist. Daflr genugt es wegen 1.2/4 zu zeigen, dégs ein Néron-Modell seiner generischen Faser
ist fur alle abgeschlossenen Punkte S.

Wir rechnen die Néron-Eigenschaft véfy fur einen beliebigen abgeschlossenen PunktS
nach. Setzé? := Og ,. Sei alsoZ ein glatteskR-Gruppenschema undy : Zx — Hpg ein gegebener
K-Morphismus. Wir betrachten das kommutative Diagramm

ZK uK HK GK
o]
T i - H(S) —'>F(S) —>G(S)

Zunachst gibt die Néron-Eigenschaft voh,) die Existenz und Eindeutigkeit van. Wegen der De-
finition des schematischen Abschlusses faktorigieaber UbetH ). Dies gibt uns das eindeutige

Schlie3lich benutzen wir die universelle Eigenschaft derppenglattung und erhalten, dassiber
H ) faktorisiert. Dies ist der gewiinschte eindeutige Morphism deru hoch hebt.

2. Schritt:Wir zeigen, dass es ein Scherflagibt, wie es im 1. Schritt bendtigt wird.

Hier nehmen wir der Einfachheit halber an, d&gusammenhangend ist (ansonsten muss man
die Zusammenhangskomponenten einzeln betrachten).

Zunéchst gilt, das#l auf einer offenen und dichten Mengé C S schon glatt ist. Denn das Bild
der abgeschlossenen Menge der nicht-glatten Punkte ueterSdrukturmorphismus kann nur eine
endliche Menge von Punkten treffen, die den generischen Punkt nicht enthalt. An allenki®en
s € S qilt, dassﬁ(s) bereits eine Gruppengléattung von sich selbst ist.

Seis € S — S’. Wahle eine Gruppenglatturfgés) — H ;) UberQg ,. Dies wird durch die lokale
Existenz der Gruppenglattungen ermdglicht.

Wende nun Lemma 1.10(b) an. Dann erhalten wir eine offeneglere S, C S und ein glattes
SchemaH ;) — Ss, dasHés) fortsetzt (d.h. wir haben einen Morphism(H ) ) — F(s)). Wegen
des Teils (a) des gerade zitierten Lemmas erhalten wir emnsétzungH ) — H xg S5. Dabei
haben wir die Mengé; eventuell kleiner gemacht. Sie ist aber noch stets offéfumd enthélts.



Weiter folgt aus Teil (a) des Lemmas angewandt auf den geatexn Punkt vorf, dassH )
und H ;) auf einer offenen dichten Meng¥’ C S, N S’ Uibereinstimmen (denn der Isomorphismus
auf der generischen Faser dehnt sich zu einem Morphismuararfoffenen Umgebung aus - durch
Weglassen endlich vieler Punkte erhadlt man dann auch diedsthie). Definieres’, C S, so dass
S.N(S—S") = {s}. Dann stimmerH ;) x 5, S, und H x 5 5" auf 5N S, iberein. Nun kénnen wir die
beiden Schemata zu einem glatten, separigster{ s }-Schemal; verkleben, so dagd’,) ) = H s
und (Hp) xgrugsy 8" = H x5 5.

Wir bemerken, dass wir keine Eigenschaft vBniber S’ benutzt haben. Deshalb kénnen wir
dasselbe Verfahren nun afif, anwenden mit einem Punkt ads— (S” U {s}). Nach endlich vielen
Schritten bricht dies ab und wir sind fertig. O

Bemerkung 1.12 Im Buch wird behauptet, dass das Schema aus dem 2. Schéitsbeine globale
Gruppenglattung sei. Allerdings wird die universelle Eigehaft nicht nachgerechnet. Diese sollte
aber auch aus dem Lemma folgen, indem man die lokalen Mongnisiuf eine offene dichte Menge
ausdehnt und dann verklebt.

Weiter behauptet das Buch, dass globale Gruppenglattungaligemeinen nicht bestiinden. Das
obige Verfahren scheint aber fur jedg€sGruppenschemé& mit glatter generischer Faser zu funktio-
nieren, das Uber einer dichten offenen Menge- S glatt ist. Was geht schief?

2 Basiswechsel und Abstieg

In diesem Abschnitt betrachten wir die folgende Fragastell Gegeben sei eine treuflache Ringer-
weiterung R — R’ diskreter Bewertungsringe un@dy ein glattesK-Gruppenschema un@' ein
Néron-Modell vonG i tberR.

Ist dannG x g R’ ein Néron-Modell vorG i = G xx K'?

Beginnen wir mit einem Negativbeispiel.

Beispiel 2.1 SetzeR := F,[[T]]. Dann istR ein strikt henselscher diskreter Bewertungsring mit
Restklassenkorpdr,, Quotientenkorpek := F,((T)) und Uniformisierendef’. Die normalisierte
Bewertung sei miv bezeichnet. Betrachten wir

f=X+XP+TY? € RX,Y]
und das abgeschlosseReUntergruppenschema
G := Spec(R[X,Y/(f)) = Spec(R[X,Y]) = Go,r X1 G,
Es istG offenbar von endlichem Typ Ubédt, separiert und glatt, denn das Jacobi-Kriterium liefert

af o
(520 = (1.0).



AuRerdem ist die naturliche Abbildung(R) — G(K) bijektiv, wie wir nun ausrechnen. Sei also
(z,y) € G(K),d.h.x + 2P = —TyP. Wennv(x) > 0 gilt, dann ist offenbap(z + 2”) > 0 und damit
auchuv(y), also(z,y) € G(R). Nehmen wir nun an, dass= - mitr > 0 undv(z) = 0. Dann hat
man
FTrP=1) 4 zp
W) = pv(x).
Da aber die Bewertung(—7'y?) = pv(y) + 1 nicht durchp teilbar ist, fuhrt die Annahme(z) < 0
zu einem Widerspruch.

Nach 7.1/1 ist nurii? das Néron-Modell voity .

Wir werden jetzt zur einer total verzweigten Erweiterungiigiehen, namlict’ = F,[[T"/7]]

mit K’ = F,((T"/?)). Die ZuordnungZ + X + T'/?Y definiert einen Ringisomorphismus

v(x 4+ 2P) = v(

K'[Z] = K'[X,Y)/(f) = K'[X,Y]/(X + (X + TPy )P),

dennX + T/PY liegt nicht in (X + (X + T'/PY")?) (wie man z.B. durch Betrachtung der Potenz
von X sieht) und auRerdem sind = —(X +7Y/PY)? undY = ((X +TY?PY) — X)T~/? im Bild.
Somit erhalten wir einen Isomorphismus

Gr = Go k-

Da die affine Gerade nicht beschrankt ist, Gat: kein Néron-Modell tibef?’.
In diesem Beispiel geht also sogar die Existenz von Nérodéilen bei einem verzweigten Ba-
siswechsel verloren.

Einfach kann man das Folgende aussagen.

Satz 2.2 (Prop. 1.2/2(c))Die Bildung von Néron-Modellen vertauscht mit étalem Bagishsel und
mit dem Basiswechsdét — R*".

Beweis.Sei S — S ein étaler Morphismus von Dedekindschemata mit Ringen atiorralen
Funktionenk bzw. K.

Der entscheidende Punktim Beweis ist, dass jedes glateng&dh — S’ auch glatt alsS-Schema
istviaY — S’ — S. Dies ist bei verzweigtem Basiswechsel nicht mehr der Fall.

Wir betrachten das kommutative Diagramm

Vi — K 5 K x
K’ K XK K

[ ]
/ pry A

Y et X xg S

\ pro

S/

X

S.

Wegen der Glattheit vol™ Uiber S, gibt es den Morphismus. Der Morphismus:” entsteht aus der
universellen Abbildungseigenschaft des Faserproduktess S’.
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Der letzte Punkt folgt daraus, da&" als injektiver Limes Uber alle étalen Erweiterungen (in
einem gegebenen algebraischen Abschluss des Quotientergbentsteht. Will man nun die Néron-
Eigenschaft fur ein glatteB>*-Schemal” nachrechnen, so gibt es um jeden Punkt Yoeine offene
Umgebung, die bereits tiber einer étalen Erweiterung Rafefiniert ist. Aus der Néron-Eigenschaft
dort erhalt man jeweils einen Morphismus. Wiederum wegerN#gon-Eigenschaft stimmen die so
erhaltenen Morphismen auf ihren Durchschnitten Uberethkleben sich zu einem globalen zusam-
men. O

Wir betrachten zunéchst das Abstiegsverhalten von Néroddilen im allgemeinen Fall einer
treuflachen Erweiterungt — R’ diskreter Bewertungsringe. Wir kénnen annehmen, de$s—
R'*® dennistkR — S étale, dann auckR’ — S @ R'.

Satz 2.3 SeienGG i ein glattesk -Gruppenschema i ein K -Torseur vorGi und X := Xk X g
K’ sowieGy == Gk x i K'. Dann istX i ein K'-Torseur vorG i . Dieser habe ein Néron-Modell
X' UberR'.

Dann hatX i ein Néron-ModellX (iberR und es gibt einen nattirlichen Morphismus

X xgR — X/,
den sogenannteBasiswechselmorphismus

Beweis.Der Beweis der Existenz beruht einzig und allein daraufs atis Beschranktheit von
X (K"™") in X die entsprechende Beschranktheit Vo (K1) in X impliziert. Explizit sieht
man dies wie folgt ein. Zunachst gibt uns 6.5/4 (Volkers k@), dassX x+ (K’*") in X beschrankt
ist. Weiter folgt aus 1.1/5, daséx (K"*") in X i beschrénkt ist. Da di&f i (K*") ¢ X (K", folgt,
dass auchX i (K*") in X beschrankt ist. Wiederum 6.5/4 gibt uns die Existenz desiN&todells
X von X UberR.

Die Néron-Eigenschaft voiX angewandt auf die IdentitdX ; x x K’ = Xy gibt uns den
Basiswechselmorphismu$ xp R’ — X'. O

Der Abstieg funktioniert also in dem Sinne, dass die Existder Néron-Modelle absteigt, der
Basiswechselmorphismus allerdings kein Isomorphismseizubraucht. Im Beispiel oben haben wir
gesehen, dass der “Aufstieg” im Allgemeinen nicht mogleth\Wir werden nun sehen, dass hingegen
Erweiterungen von Verzweigungsindé&xen “Aufstieg” zulassen.

Definition 2.4 Sei einf : R — R’ ein treuflacher lokaler Homomorphismus diskreter Beweystin
ringe R, R' mit Uniformisierendent bzw. r’. Die ErweiterungkR — R’ hat Verzweigungsindex,
wenn

() (f(m)) = (7'¢) und

(i) der induzierte Homomorphismus/(r) — R'/(n') eine separable Kérpererweiterung ist.



Im Vergleich zu der Definition der Unverzweigtheit einer Eiterung R — R’ sind bei der
Definition von Verzweigungsindek zwei Forderungen wesentlich abgeschwéacht worden. Namlich
zum Ersten, dass die Restklassenkorpererweiterung hibt miehr endlich zu sein braucht. Zum
Zweiten braucht der Homomorphismiis — R’ nicht von endlicher Darstellung zu sein. Letzteres
erlaubt unsZ,,, — Z, zu betrachten bzw. ganz allgemein zur Komplettierung llgsten.

Lemma 2.5 SeiR — R’ eine Erweiterung diskreter Bewertungsringe von Verzweggindexl und
seiX i ein glattesk -Schema.

(a) Zujedem Punkiyx € X (K') existiert ein glatte-Modell X von X, so dass im Bild der
natiirlichen AbbildungX (R') — X (K) ist.

(b) Hat X ein Néron-ModellX (ber R, dann ist die nattirliche Abbildung (R') — Xk (K')
surjektiv.

Beweis.(a) ist ein Spezialfall von 3.6/4. Dort wirdl aus einer endlichen Folge von Ausdehnun-
gen konstruiert. Laut Buch (bertriigen sich alle Beweisedmums Kapitel Glattungen, wo migs"
gearbeitet wurde, auf den Fadlf, insbesondere der Beweis des Satzes Uiber Glattungen R8s
kénne man dann 3.6/4 schliel3en. Dieses habe ich nicht iilferpr

(b) Gegeben seix € X (K'). Wir wéahlen nach Teil (a) eilR-Modell X von Xk, derart dass
X eine Hochhebung von ax besitzt. Die Néron-Eigenschaft voX gibt uns (angewandt auf die
Identitat X — Xg) einen R-Morphismus¢ : X — X. Der Punkta := ¢ o @ € X(R') ist ein
Urbild vonag. O

Aus diesem Lemma werden wir nun den Hauptsatz Uber lokalemwéggungsindex-Basis-
wechsel schliel3en. Philosophisch kdnnen wir sagen, dasgidenschaft “VerzweigungsindeX
uns Glattungen liefert, genauso wie im étalen Fall, der dazeg Semester lang benutzt wurde, um
z.B. die Existenz von Néron-Modellen zu zeigen. Deshallnkdnwir auch gute Eigenschaften der
Néron-Modelle erwarten.

Theorem 2.6 SeiR — R’ eine Erweiterung diskreter Bewertungsringe von Verzweggindexl.
Zum Beispiel kan?’ die Komplettierung vorR sein. Seien fernék i ein glattess -Gruppenschema
von endlichem TypX i ein K-Torseur vorGG g undX g :== X X g K’ sowieGg == Gi xx K'.

Dann hatX i genau dann ein Néron-ModeXl iiberR, wennX i ein Néron-ModellX' iiberR’
hat. Fir diese gilKX xr R' = X'.

Beweis.Nehmen wir zunachst an, dagsund R’ strikt henselsch sind. Dann sagt uns Lemma
2.5(b), dass
X xgR(R)=X(R) —» Xg(K') = Xg xxg K'(K')

surjektiv ist. Wegen Theorem 7.1/1 folgt, daS§sx g R’ das Néron-Modells voX k- ist.
Seien nunR und R’ nicht notwendig strikt henselsch. SEiein Néron-Modell vonX i Uber R.
Wegen Satz 2.2 isK z.n das Néron-Modell vonX ;... Uber 5. Nach dem gerade Bewiesenen ist
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nun X .. das Néron-Modell vorX . (iber R"". Nach Satz 2.3 hat als¥ -+ ein Néron-ModellX’
UberR'. Es gilt aber wiederum

(X xgp R') xp R™ = X' xpr R™",
wobei der Isomorphismus vom Basiswechselmorphisfdis< z R') — X’ induziert ist. Wegen der
Treuflachheit vorkR’ — R’*" ist dieser bereits ein Isomorphismus. O

Globale Variante

Wir erinnern zunachst an die Weil-Restriktion. %ei S’ — S ein Morphismus von Schemata und
X' ein §’-Schema. Dann igtie Weil-RestriktiorR ¢/ (X") von X’ der Funktor
(Schematgas)© — (Menger)
T = XI(T X8 SI)
Ist dieser darstellbar, dann bezeichnen wir das zugehd&fi§ehema auch miRg ,5(X'). Es gilt
dann also fir alle&S-Schematd’, dass

Rsi)s(X')NT) = X'(T x5 5").

Theorem 2.7 SeiS” — S ein flacher und endlicher Morphismus von Dedekindschemét&imgen
von rationalen FunktioneR bzw.K'. Ferner seiefi'i; ein glattess -Gruppenschema von endlichem
Typ, Gk = Gk x g K' undG’ ein Néron-Modell vorG i iberS’.

Dann gelten:

(a) Die Weil-RestriktionerR s ;s(G') undR ik (G ) existieren (d.h. sind darstellbar).
(b) Die Weil-RestriktiornR :,5(G") ist ein Néron-Modell der Weil-RestriktioR i/ /i (G ).

(c) DasK-Gruppenschem@'k ist abgeschlossends-Untergruppenschema V@i i (Gx+) und
hat als solches ein Néron-Modell (iber

Beweis.Der Beweis von (a) und (b) umfasst das ganze Kapitel 7.6. &urgrwendet man Kor.
1.11. O

3 Isogenien und Néron-Modelle

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wann sich eingénie von glatte/K’-Gruppenschemata
auf deren Néron-Modelle fortsetzt.

Satz 3.1 Die Kategorie der kommutativen Gruppenschemata liber eKinper ist abelsch.

Beweis.[vdG-M], Theorem 4.41. O

11



Definition 3.2 (a) Seiend, G’ kommutative Gruppenschemata von endlichem Typ (iber einém K
perk. Ein Morphismusf : G — G’ von k-Gruppenschemata heilsbgenie falls f endlich ist
und f(G°) = G". (Vergleiche die Definition fiir abelsche Varietéten: Isuge sind surjektiv
(abelsche Varietéten sind zusammenhéngend) und habenegidichen Kern.)

(b) Seien nuri?, G’ kommutative Gruppenschemata tiber einem BasisscBeiann heif3t ein Mor-
phismusf : G — G’ von S-Gruppenschematsogenie falls fir alles € S der Morphismus
Is : Gs — G eine Isogenie ist, wobé&k; = G X g k(s) und analog fliG’, die Faser (ibeg
bezeichnet.

Definition 3.3 (a) SeiG ein kommutatives, glattds Gruppenschema von endlichem Typ lber einem
Kérperk. Dann heil3t7 halb-abelschfalls es eine exakte Folge vénGruppenschemata

0T —-G°—= A—0

gibt mit einer abelschen Varietat iberk und einem (nicht notwendig entfalteten) affinen Torus
T lberk.

(b) Sei nunG ein kommutatives, glatteS-Gruppenschema von endlichem Typ (ber einem Basis-
schemaS. Dann hei3{G halb-abelschfalls alle Faserrtz, (fiir s € S wie in der vorstehenden
Definition) halb-abelsche Gruppenschemata sind.

Bemerkung 3.4 Seik ein Kérper undk ein algebraischer Abschluss. Sei fergeein kommutatives,
glattesk-Gruppenschema von endlichem Typ.
Dann istG' genau dann halb-abelsch, we@i) halb-abelsch ist.

Beweis.Siehe Buch und SGA Ill, Band 2. O

Kommen wir nun zu wichtigen Beispielen von Isogenien, défultiplikationen. Dabei zeigt sich
auch die Bedeutung der Definition von halb-abelschen Gnggpemata. Zunachst schieben wir ein
Lemma fir den Fall kommutativer, glatter Gruppenschemb& &inem Korper ein.

Lemma 3.5 Seif : G — G’ ein Morphismus von kommutativen, glattéaGruppenschemata von
endlichem Typ. Dabei geliéim(G) = dim(G’). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f isteine Isogenie.
(i) f ist flach.
(i) f(G°) = G".
(iv) ker(f) ist endliches:-Gruppenschema.

(v) f ist quasi-endlich. (D.hf ist von endlichem Typ und fiir alig € G" ist f~'(¢') = G x ¢ {g'}
endlich tiberk(q'). Das ist gleichbedeutend damit, dg&s'(g') aus endlich vielen Punkten
besteht.)
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(vi) f ist endlich.

Beweis.Siehe SGA Ill, Band 1. O
Satz 3.6 SeiS ein Schema un@ ein kommutatives, glattes-Gruppenschema von endlichem Typ.

(a) FallsG halb-abelsch ist, dann ist dieMultiplikation i : G — G quasi-endlich und flach, und
somit eine Isogenie. Insbesonderekst(l;) =: |G =: GJ[l] ein quasi-endliches und flaches
S-Gruppenschema.

(b) Falls fir keins € S die Charakteristik vork(s) die natirliche Zahl teilt, dann ist diel-
Multiplikation i : G — G étale, und somit eine Isogenie. Insbesonderkeisi;) = |G = G[l]
ein étalesS-Gruppenschema.

Beweis.(a) Die Flachheit kann nach 2.4/2 auf den Fasern getesteiewgweshalb wir annehmen,
dassS = Spec(k) mit einem Kdrperk. Zunéchst ist klar, dass

G, : G — G

surjektiv ist. Dies folgt zum Beispiel mittels Lemma 3.5,dla Quasi-Endlichkeit klar ist. Ebenso ist
bekannt (siehe z.B. [vdG-M], 5.9), daks auf abelschen Varietaten surjektiv ist (da es eine Isogenie
ist). Nun erhalten wir mittels des Schlangenlemmas (wid $ineiner abelschen Kategorie) aus der
exakten Folge zG", dasdq(GY) = G ist, weshalb Lemma 3.5 impliziert, daksflach ist. Aus der
Quasi-Endlichkeit der Fasern Ubgrfolgt sofort die Quasi-Endlichkeit, da diese lber Fasefinazt
ist (konkret mity € Y unds € S mity — s haben wirX, = (Xj),).

(b) Man reduziert wieder auf den Fa8l = Spec(k). Bei der Flachheit darf man das wieder
wegen 2.4/2 und die Unverzweigtheit ist ohnehin Uber dieefradefiniert. Der Morphismug;, :
Gs — G ist genau dann étale, wenn die induzigtte)-lineare Abbildung der Tangentialrdume ein
Isomorphismus ist (siehe 2.2/10). Letzteres ist aber Healiese Abbildung Multiplikation mit ist
(das kann man z.B. auf déiis)[¢]/(¢?)-Punkten testen). O

Lemma 3.7 SeiS ein Schema undl ein quasi-endlicheS-Gruppenschema von endlichem Typ.
(a) FallsS = Spec(k) mit einem Kdrpelk, dann istH bereits ein endlicheS-Gruppenschema.

(b) Wir nehmen nun an, das$ = Spec(R) mit einem henselschen diskreten Bewertungsiihg
und dassH — S separiert ist. Dann existiert ein offenes und abgeschhesseendlichess -
UntergruppenschemB’ von H und ein offenes und abgeschlosseSeSchemaH"” C H mit
leerer spezieller Faser, so ddsglie disjunkte Vereinigung voll’ und H" ist.

Beweis.(a) ist trivial, da die Definition der Quasi-Endlichkeit,igtass alle Fasern endlich sind. In
diesem Fall ist der Morphismus aber seine eigene Faser.
(b) [Milne], Thm. 4.2(a) < (c). O
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Satz 3.8 Sei R ein diskreter Bewertungsring uride N, so dass die Charakteristik vénnicht [
teilt. SeiG ein glattes, kommutativelR-Gruppenschema von endlichem Typ. Dann ist die kanonische
Abbildung
GI(R™) — Gl (ksep)
bijektiv.
Beweis.Wir kénnen gleich annehmen, da&sstrikt henselsch ist. Teil (b) des oben stehenden
Satzes ergibt, da€s]/| ein étales Gruppenschema Ubgist. Zerlegen wilGG[l] wie in der Bemerkung

in Teile H' und H”, so ist Klar, das¥{” (ksep) = 0 = H"(R*"). Nach 2.3/4 ist aber nufl =
| | Spec(R), weshalb die Aussage Klar ist. O

Bemerkung 3.9 Einige Fakten zu kommutativen, endlichen Gruppenscherfatder einem Kor-
perk:

(a) Der Rang vor{ = Spec(A) ist per Definitiondim(A). Ist H Kern einer Isogeni¢f, so setzt
mandeg( f) gleich dem Rang voi/ .

(b) H ist étale, wenn die Charakteristik vémicht den Rank vorf teilt.
(c) Ist H zusammenhangend, dann ist sein Rang eine Potenz der Ghestékionk.

(d) Istl ein Vielfaches des Ranges véh dannisty : H — H der Nullmorphismus.

Lemma 3.10 Seif : G — G’ eine Isogenie zwischen glatten und zusammenhéngendep&rup
schemata von endlichem Typ liber einem Kéipair nehmen an, dass halb-abelsch ist, oder dass
die Charakteristik vol nichtl := deg(f) teilt.

Dann gibt es eine Isogenie: G' — G, so dass

RN NG,
gleich dern-Multiplikation aufG ist.

Beweis.Nach Voraussetzung und Lemma 3.5kst( f) ein endliches Gruppenschema von Rang
uberk. Der oben stehende Fakt bedeutet somit, Basy) C ker lo. DaG zusammenhangend urfd
eine Isogenie ist, ist diese surjektiv und der Homomorgtiegibt G’ = G/ ker(f). Nun betrachten
wir _

¢La=a/ke(r) % q/an e a.
Die Hintereinanderausfihrung dieser AbbildungenidstAls g konnen wir also die Teilabbildung
G’ — G nehmen. Diese ist surjektiv, da dies bereits ist. Nach Lemma 3.5 istlso eine Isogenie.
]
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Satz 3.11 Sei R ein diskreter Bewertungsring. Sei€h und G glatte, kommutative und zusam-
menhéngend& -Gruppenschemata von endlichem Typ, die Néron-Modgllé’ haben.

Seifx : Gk — G’ eine Isogenie. Wir nehmen an, dass entweeéralb-abelsch ist, oder dass
die Charakteristik vom: nicht den Grad = deg(fk) teilt. Dann setzt siclf fort zu einer Isogenie
f:G—G.

Dartiberhinaus gibt es eine IsogegieG' — G, so dass

eENCENE
gleich den-Multiplikation aufG ist.

Beweis.Die Néron-Eigenschaft ergibt unmittelbar die Existenz Mwrphismenf undg, so dass
go f = lg ist, dennig, hebt sich offenbar eindeutig Zy: hoch. Nun ist zu prifen, dagsund g
Isogenien sind. Da die Definition Uber die Fasern erfolgtieht es nun zu zeigen, dass wenn

G, In a2 a,

gleich deri-Multiplikation auf GG, ist, schonfs und g, Isogenien sind. Dabei istder abgeschlossene
Punkt vonSpec(R).

Daraus, dasdim Gx = dim G’ ist, schliet man wegen der Glatthéit — Spec(R), dass
dim G = dim G, (siehe [Hartshorne], Prop. 10.1(b)). Somit folgt wegenSiarektivitat vongs und
der Quasi-Endlichkeit voif; aus Lemma 3.5, dass beide bereits Isogenien sind. d

Korollar 3.12 SeiR ein diskreter Bewertungsring. Seien ferGgt undG’,; abelsche Varietédten mit
Néron-Modellen, G' und seif : Gk — G’ eine Isogenie.
Dann istG genau dann halb-abelsch, weihhalb-abelsch ist.

Beweis.Wegen der jeweiligen Halb-Abelschheit setzt sich nachusgagangenem Satz jede Iso-
genie auf die Néron-Modelle fort. Es genugt damit zu zeigiass das Bild eines halb-abelschen
R-Gruppenschemas selbst halb-abelsch ist. Dies folgt admaud, dass sowohl ein Torus als auch
eine abelsche Varietdt modulo einem abgeschlossenerciemlGruppenschema wieder ein Torus
bzw. eine abelsche Varietat ist. O

4 Halb-abelsche Reduktion

Definition 4.1 SeiS ein Dedekindschema un@ ein glattes und zusammenhédngenfeSruppen-
schema von endlichem Typ.

(a) G hatabelsche Reduktiohei einem abgeschlossenen Pusikt S, wennG? eine abelsche Va-
rietét ist.

(b) G hat halb-abelsche Reduktiobei einem abgeschlossenen Puskt S, wennG? ein halb-
abelsches Gruppenschema ist.
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(c) IstG ein Néron-Modell vorGG g, dann hatG i (halb-)abelsche Reduktion bei wennG diese
hat. Das ist dasselbe wie zu fordern, da@ss s Os s (halb-)abelsche Reduktion hat.

(d) SeiAk eine abelsche Varietét Ubéf. Dann hatAy bei einem geschlossenen Puske S
potentiell (halb-)abelsche Reduktiowenn es eine endliche Galoiserweiterdrids gibt, derart
dass das Néron-Modell vaty, tiber der Normalisierun§’ von S in L (halb-)abelsche Reduktion
bei allen Punkten vof’ (ibers hat.

Theorem 4.2 SeiS ein Dedekindschema mit Ring der rationalen Funktioherndede abelsche Va-
rietdt UberK hat potentiell halb-abelsche Reduktion bei allen abgesskhen Punktenvon S.

Beweis.Ohne Beweis. O

Lemma 4.3 Sei0 — A}, — Ax — A} — 0 eine exakte Folge von abelschen Varietéten ber
(Ring der rationalen Funktionen eines Dedekindschefi)as

Dann hatAy genau dann (halb-)abelsche Reduktion bei einemnS, wennA’, und AY. diese
haben.

Beweis.Es folgt aus Poincarés Satz zur vollstandigen Reduktioss da eine Isogenie

gibt. Der Fall halb-abelscher Reduktion folgt direkt ausddlar 3.12. Im Falle abelscher Redukti-

on geniigt es zu zeigen, dass das Bild einer abelschen Yarigttr einer Isogenie wiederum eine
abelsche Varietat ist, bzw., dass der Quotient einer dibefs¥arietat nach einem endlichen abge-
schlossenen Unterschema wiederum eine abelsche Varggt#iloen Dimension ist. Dies kann man
z.B. in [vdG-M] nachlesen. 0

A Anhang: Bendotigte Definitionen und Satze

A.1 S-rationale Morphismen

e SeiX — S ein Morphismus von Schemata. Ein offenes Untersch&€ma X heil3tS-dicht,
wenn fur alles € S die FaselUs = U xg Spec(k(s)) Zariski-dicht liegt in der Fasek; =
X Xxg Spec(k(s)).

e Ein S-rationaler Morphismusf : X--- >Y von S-Schemata ist eine Aquivalenzklasse von
S-MorphismenU — Y, wobei dieU S-dicht sind.

A.2 Schematisches Bild

e Seif : X — Y ein quasi-kompakter und quasi-separierter MorphismusSaremata. Das
schematische Bild voffi ist das kleinste abgeschlossene Unterschg&mia Y, derart dass das
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Diagramm

x Ly

]

wohl definiert ist und kommutiert. IsX reduziert, so isZ der Zariski-Abschluss vorfi(X) in
Y versehen mit der reduzierten induzierten Struktur.

e Die zu Z gehorige Idealgarbe ist gegeben als der Kern&@n— f.Ox. Im affinen Fall ist
dies gerade der Homomorphiesatz (ein Homomorphismusrfsiet Gber seinen Kern, und
Uber kein grol3eres Ideal).

e Ist X C Y Unterschema, so heifl3t das schematische Bild der Inklusioh derschematische
Abschluss voX in Y.

A.3 Bewertungstheoretische Kriterien

SeiY — S von endlichem Typ und& Noethersch.
Wenn sich fur jeden diskreten BewertungsriRgnit Quotientenkdrpelk jeder K-Punkt vonY
(UberS) auf hdchstens eine Weise zu einétyPunkt vonY” fortsetzt, dann ist” — S separiert.
Existiert zusatzlich die fir jede -Punkt eineR-Fortsetzung, dann idf — S sogar eigentlich.
Im Seminar betrachten wir die Fortsetzungseigenschaf®iimkte mitR étale GiberS. Also eine
schwéachere Eigenschaft.

A.4 Diskrete Bewertungsringe, Henselisierung etc.

e Ein Homorphismus lokaler Ringg: A — B heif3tlokal, wennf~'mpg = m 4.

Der Punkt ist, dass dann und nur dann die induzierte Abbfddar Restklassenkorper
A/my — B/mp existiert. Das Standardbeispiel eines nicht-lokalen Howphismus ist

e Ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe: A — B, der von endlicher Darstellung ist,
hei3tunverzweigtwenn gelten:

(I) f(mA)B =mp und
(i) der induzierte Homomorphismué/m,4 — B/mp ist eineendliche separable Korperer-

weiterung.

Die Bedingung (i) impliziert tibrigens bereits, dasgin lokaler Homomorphismus isii4 C
f~Y(f(ma)) = f~1(mp) (die andere Inklusion ist klar). Eine andere Formulieruag®@edin-

gung (i) ist
(f(ra)) = (7B)

im Falle diskreter Bewertungsringe.
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Wegen Prop. 2.2/2 isf : A — B genau dann unverzweigt, weripec(B) — Spec(A)
unverzweigt ist. Istf : X — Y ein Morphismus von Schemata, der von endlicher Darstellung
ist, dann istf genau dann unverzweigt, wenn fur alle= X' der Homomorphismu€y, ;(,.y —
Ox . ein unverzweigter Homomorphismus (lokaler Ringe) ist.

Ein flacher lokaler Homomorphismufs: A — B diskreter Bewertungsringsat Verzweigungs-
index1, wenn

() f(ma) = enpflreine € B* und

(i) der induzierte Homomorphismu$/m 4 — B/mp eine separable Kdrpererweiterung ist.
Der erste Unterschied ist, dass die Endlichkeitsfordefaltgn gelassen wurde. Damit i&f, —
Zp[¢o°] fr p t n eine Erweiterung von Verzweigungsindéex

Als zweites wurde auf die endliche Darstellung verzichBamit ist auchZ,, — Z,, bzw.
die Komplettierung eines diskreten Bewertungsringes ilgeaieinen, ein Morphismus von
Verzweigungsindex.

Ganz explizit: Unverzweigt und flach bedeutet étale (alsbésondere endliche Darstellung
und endliche Restklassenkorpererweiterung). Obwigyl — Z,, (treu-)flach und von Ver-
zweigungsindeX ist, ist dies kein étaler Morphismus!

Sei ein flacher lokaler Homomorphismys: A — B diskreter Bewertungsringe gegeben.
Dieserhat Verzweigungsindex wenn

(i) f(wa) = en fureine € B* und

(i) der induzierte Homomorphismu4/m,4 — B/mp eine separable Kdrpererweiterung ist.

Seit > 2 eine ganze Zahl. Man kann einem diskreten Bewertungstinge folgt einen Betrag
zuordnen:

emh| =t".
lem’y|

Ist f : A — B eine Erweiterung diskreter Bewertungsringe mit endlichéreweigungsindex
e, S0 kann man durch
lenyla =t~ und |nllp=t"

miteinander vertragliche Betrage definieren. Es gilt néimli
lemala =17 = |f(e)f(ma)"|B-

Sei R ein diskreter Bewertungsring. Dann ist jede étale lokalediterungR — S wiederum
ein diskreter Bewertungsring.
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¢ Die ErweiterungerR — R" — R*" sind treuflach fiir jeden lokalen Rirg (siehe 2.4/9).
Der Verzweigungsindex idt (siehe S. 50 oben).

Die strikte Henselisierung eines lokalen Ringes kann gase@rerden als der induktive Limes
Uber PaarésS, o), wobei R — S eine lokale étalé?-Algebra unda : S — £ ein R-Algebra-
Homomorphismus ist. Dabei bezeichriéteinen separabelen Abschluss des Restklassenkor-
pers vonR. Siehe S. 7 unten.

e Sei A ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorpgér Die Henselisierung vorl erhalt
man als Durchschnitt der Komplettieruagmit K (siehe [Liu], S. 360).

Satz A.5 (Prop. 2.3/5, “Steffis Lemma”) Sei R ein lokaler Henselscher Ring mit Restklassenkor-
perk und X ein glattesR-Schema. Dann ist der kanonische Morphismus

X(R) — X (k)
surjektiv. IstR strikt Henselsch, dann ist die Menge
{z € X} (k)| = hebt sich naclX (R) hoch} = Bild(X (R) — X (k))

dicht in X;..

A.6 Dedekingschemata und Erweiterungseigenschaft

e Ein Dedekindschemst ein noethersches, normales Schema von Dimension Kiglaih 1
(siehe 1.1).

e SeiS ein Dedekindschema. Wertd der Ring der rationalen Funktionen atifist (S braucht
nicht zusammenhangend zu sein), dann hgjféic(K) dasSchema der generischen Punkte
vonS. Genauso heil3t fur eii-SchemaX das Schem& i dasSchema der generischen Punkte
vonX.

e Sei S ein DedekindschemaX — S ein Schema und € S ein abgeschlossener Punkt.
Dann erfiillt s die Erweiterungseigenschaft étaler Punkte (E®gnn die kanonische Abbil-
dung X (R') — Xk (Quot(R')) surjektiv ist fur alle étalen lokale@s ;-Algebren R’ (siehe
1.1/1). (Die Abbildung ist auch injektiv, fallX — S separiert ist.)

Die Eigenschaft EP kann filR’ = R*" getestet werden (siehe S. 7 unten).

Jedes eigentliche Schenda — S erflillt EP wegen des bewertungstheoretischen Kriteriums
fur Eigentlichkeit.
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A7

Beschranktheit

SeiX — S = Spec(R) mit einem diskreten Bewertungsriri) SeiR — R’ eine treuflache Erweite-
rung diskreter Bewertungsringe. Bezeichiie= Quot(R) und K’ = Quot(R').

Ein K’-Punktz von A% ist einn-Tupel (z1,...,z,) in K'". Eine TeilmengeE € A% (K')
heiBtbeschranktwenn es eine Zahl' > 0 gibt, derart dasgr;| < C fir allex € F und alle

i = 1,...,n. Dabei bezeichnet- | einen Absolutbetrag vok’, der einen gegebenen Betrag
von K fortsetzt. Siehe 1.1/2.

Nimm an, dassXx — K von endlichem Typ ist. St C X (K’) eine Teilmenge.

Ist X i affin, so heilR3t beschrankt inX i, wennXyx C A% ein abgeschlossenes Unterschema
ist, derart dass das Bild vafi in A% (K’) eine abgeschlossene Teilmenge ist.

Im allgemeinen heiRE beschrankt inX i, wennX g eine endliche offene, affine Uberdeckung
Ui,...,U, und E eine Zerlegungtl = J E; besitzt, so das&; eine beschrankte Teilmenge
vonU;(K')istfuralle: =1,...,7r.

Beschranktheit ist unabhangig von der Wahl der affinen Ulidahg (1.1/3).

Scheinbar héngt die Definition aber ab von der Wahl der Bewwgdringe (siehe S. 9 oben).
Was bedeutet dies konkret? Kann eine beschrankte Teilmenge X (K') aufgefasst als
Teilmenge vonX (K"”) mit K/ — K" treuflache Erweiterung von diskreten Bewertungs-
ringen nicht mehr beschrankt sein???? Das scheint zu leedelatss “der Verzweigungsindex
unendlich ist”, also dass die Tragheitsgruppe unendlicfdas kann natirlich auftreten).

Die Definition hangt ab vork’, obwohl das nicht in der Notation zum Ausdruck kommt. Ei-
gentlich doch, denty C X (K'). Also, ???

Das Bild einer beschrankten Menge unter eingaMorphismus (von Schemata von endlichem
Typ UberK) ist wiederum beschrénkt (siehe 1.1/4).

E C Xk (K') ist genau dann beschréankt, weBhC X (K’) beschrankt ist. Hierbei entsteht
E’ wie folgt. Zux : Spec(K') — X erhalt man aus der universellen Abbildungseigenschaft
des FaserprodukteX i = X Xgpec & Spec(K’) einen MorphismusSpec(K') — Xgo.
Diesen Prozess wenden wir auf jeden Punkt F an und nennen die enstandene Meiije
Siehe 1.1/5.

Wenn X — Spec(K) eigentlich ist, dann ist jede Teilmenge van, (K') beschrankt inX .
Siehe 1.1/6.

Sei X i — Spec(K) von endlichem Typ. Dann sind &quivalent:
(@) X (K" ist beschrankt in .

(b) Es gibt eink-Modell X von X von endlichem Typ, das EP erfillt.
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A.8

Siehe 1.1/7. Das so erhaltene Schema ist im allgemeinehggphriert.

Néron-Modelle

Sei hierS ein Dedekindschema und der Ring der rationalen Funktionen.

A.9

Sei X — Spec(K) ein glattes und separiertes Schema von endlichem Typ.

Ein S-Modell X von X heil3tNéron-Modell vonX g, wenn es glatt, separiert und von endli-
chem Typ ubelS ist und die folgende universelle Abbildungseigenschdtilier

YKLXK

|

u

Y o > X.
Hierbei durchlaufty” alle glattenS-Schemata zusammen mit gegebenem Morphismus:

Yk — Xk.

Das Néron-Modell ist bis auf kanonische Isomorphie eindel¢stimmt (wegen universeller
Eigenschaft).

Lokaler Existenzsad hm. 1.3/1). SeR ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorpér

und seiX g ein glatteskK -Gruppenschema von endlichem Typ.

Dann hatX genau dann ein Néron-Modell ibB; wennX (K" beschrankt ist inX .
Globaler ExistenzsatThm. 1.4/3). Seb ein zusammenhéngendes Dedekindschema mit Quo-

tientenkorperK und seiAk eine abelsche Varietat Ubéf. Dann hatd i ein Néron-ModellA
ubers.

Sei S’ die Teilmenge vors, die den generischen Punkt und alle abgeschlossenen Rurkte
S, an denenA gute Reduktion hat, enthalte. Dann &t C S eine dichte offene Menge und
A xg S ist ein abelsches Schema Uls#r

Gruppenschemata

Ein eigentliches, glattes-Gruppenschema mit zusammenhangenden Fasern disfdches
Schema

Ein geometrisch reduziertes Gruppenschema von endlichgmiber einem Korper ist glatt.
Siehe [vdG-M], 3.17.

Flache Gruppenschemata sind genau dann glatt, wenn sierescEnitt glatt sind.

(Cartier) Jedes Gruppenschema, das lokal von endlicheniiigpeinem Kérper der Charak-
teristik 0 ist, ist reduziert und glatt. Siehe [vdG-M], 3.19.
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A.10 Torseure

e Nimm an, dasg~ treuflach und lokal von endlicher Darstellung ulseist. Dann heil3tX ein
S-Torseur unterGG (fur die fppf-Topologie (fidelement plat de présentationefjj) wenn
() X — S treuflach und lokal von endlicher Darstellung ist und
(i) der Morphismus
GxsgX —X Xg X, (gax) = (gZU,$)
ein Isomorphismus ist.

e Der TorseurX heiB3ttrivial, wennX (S) # (). Dann sindG und X S-isomorph.

e SeiK = Quot(R) mit einem diskreten Bewertungsririgy Der TorseutX x heifdtunverzweigt
wennX g (K" # (. Sonst heilt everzweigi(dann hat er nur “verzweigte” Punkte).

e Unverzweigter Abstieg von Torseure®ei R ein diskreter Bewertungsring. Séix ein K-
Torseur unter einem glattgii-Gruppenschem@x von endlichem Typ. SeieR — R’ — R,
Nimm an, dass es Néron-Modell# und X’ von Gx+ bzw. X i+ Uber R’ gibt.

Dann steiger;’ bzw. X’ ab zu Néron-Modelleid: von G bzw. X von X UberR. Ist auBer-
dem derK -TorseurX i unverzweigt, dann haX die Struktur eineg:-Torseurs. Siehe 6.5/3.

e SeiR ein diskreter Bewertungsring. SEix ein G i -Torseur, wobe(F i ein K-Gruppenschema
von endlichem Typ ist. Dann sind aquivalent:

(8) Xk hat ein Néron-Modell UbeR.
(b) X g (K*P) ist beschréankt inX .

(c) X[ ist verzweigt odelG i (K") ist beschrankt it .

Siehe 6.5/4.

A.11 Ausdehnungen

Sei R ein diskreter Bewertungsring, und K wie immer. Weiter seiX ein R-Schema von endlichen
Typ undY}, ein abgeschlossenes Unterschema¥gn

e Ein R-SchemaX/ mit einemR-Morphismusu : X/ — X heitAusdehnungon Y}, auf X,
wenn gelten:
(i) X — Spec(R) ist flach.
(i) (X)) — X faktorisiert Uberyy.

(iii) Fur jedes flacheR-SchemaZ und jedenR-Morphismusy : Z — X, so dass/, — X
UberYj, faktorisiert, gibt es genau eingt-Morphismusy’ : Z — X! mitv = uo v'.
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D.h. dassX! das universelle flachB-Schema ist, dessen spezielle Faser dfpdaktorisiert.

Ausdehnungen existieren nach 3.2/1.

Ausdehnungen kommutieren mit flachem Basiswechsel vonwéggungsindex1. Siehe
3.2/2(b).

Ausdehnungen kommutieren mit Produkten. Siehe 3.2/2(d).

Sei X glatt UberR undYj} glatt Uberk. Dann ist die Ausdehnung varj, auf X glatt UberR.
Siehe 3.2/3.

A.12 Der Glattheitsdefekt

e Firjedesk-SchemaX von endlichem Typ mit glatter generischer Faser ist dert@#sdefekt
beschrankt. Siehe 3.3/3.

e Ist der Glattheitsdefekt eines Punktes G(R*") gleich0, dann faktorisiert: tiber den glatten
OrtvonG. Siehe 3.3/1.

A.13 Der Glattungsprozess - Ubersicht

Sei hierR ein diskreter Bewertungsrings — Spec(R) ein Schema von endlichem Typ mit glatter
generischer FaseY .

e Ein R-Morphismusf : X’ — X heiRtGlattung wenn gelten:

(i) finduziert einen Isomorphismus). — X (insbesondere ist’ ein Modell vonX ).
(i) f isteigentlich.
(iii) Die kanonische AbbildungX’ (RS") — X (RM) ist bijektiv.

smooth

Die Bedingung (jii) ist &quivalent dazu, da&3 .. (R') — X (R') bijektiv ist fur alle étalen
R-AlgebrenR’. Das heil3t, dass nur “unverzweigte” Punkte betrachtet everd

¢ In der betrachteten Situation existiert eine Glattufigvon X .

e Durch Einschrankung auf den glatten Ort vaf erhalt man ein glatte®-SchemaX” mit

einemR-Morphismus
f: X" = X,

derart dass

(i) feinen IsomorphismuX’, — X induziert und
(i) die kanonische Abbildund(”(R") — X (R*") bijektiv ist.

Das heil3t, wir haben die Eigentlichkeit gegen die Glattheftandelt.
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