Feuille 111

Exercice Ill-1. (a)




Parenthése sur les coordonnées polaires

Soit une courbe en "coordonnées polaires"

c(t) = (r(t), 0(t)) (polaire)

Son écriture en coordonnées cartésiennes est donc

c(t) = (r(t)cos(0(t)), r(t)sin(f(t))) (cartesien)

En coordonnée polaire, les courbes s'écrivent

(1) = (%, 8), dr(s) = (R,s).




(b) Soient ty et sy tels que v(tn) = dr(so).

En cartésien.

Comme 0 est le cercle de rayon R de centre 0, y a-t-il un point de
la courbe v de norme R 7

I7(0)] = \/(eF cos £)2 + (etsin e = - = ef
Il'y a un point d'intersection pour ty tel que
e"=R < tp=InR
(si R € [L,e*] car t € [0,27]). Puis

’y(to) :5R(50) S...&59=InR

En polaire.

"}/(to) = (5/.?(50) = (et°, to) = (R,So) S so=ty=InR




(c) Calcul des vecteurs tangents

7 (t) = (e'(cost—sint), ef(sint+ cost))
0x(s) = (—Rsins, Rcoss)

(d) Rappel: (u, v) = lull][vl| cos

(+'(t0), &' (s0))
17 (o) [[116" (o)

Reto ((cos to — sin tp)(—sin sp) + (cos ty + sin ty) cos so>

cos 6

efo||(cos ty — sin tg, cos ty + sin ty)|| R

1
~ |l(cos tg — sin tg, cos ty + sin tp)]|
_ .1
= = 5=

d'ot 6 =7 /4.



Exercice 111-2. On dérive

donc

v/ e2t + =2t + D
e 'V et + 1+ 22t

et /(e2t +1)2

t 4 ot
2

O NN, NI RN -

= cosh t

Finalement

) 5
e(c)z/ ||c'(t)|ydt:/ cosh t dt = sinh’5
0 0



Exercice I11-3. (a)




(b) Soit p le point d'intersection entre ¢ et C, donc

pec Jty € [0,12], p = c(to)
peC p € C = cercle de rayon 1/2

En mettant les deux conditions ensemble, on cherche t; tel que

1
> (B2 +8 =

(o) = 5

1

N | =

Les racines du polynéme X? + X — % sont %ﬁ donc

2—-1 2—-1
tgz\f (car t3 > 0) et tg = 2
2 2
Le point d’intersection est donc

V2—-1 [vV2-1
2 2

p = c(t) =



(c) Une paramétrisation possible est

C(t) = (% cos t, % sint) et donc C'(t) = (—% sin t, %cos t)

On remarque que pour un point (a, b) de C, le vecteur tangent en
CE point est (—b, a) (x une constante selon votre paramétrisation).

Comme p = C(sp) = c(tp), pour un certain sp. Avec la remarque
précédente, on a

) = | /ﬂ2—17 ﬂz—l




(d) On dérive ¢
c'(t) = (2t,1)

Rappel: (u, v) = ||ul|||v|| cos 6
On cherche cos 6

(c(t),C' (%))
I’ () [[IC"(so)

Pour cela, on calcule les termes

{ (c'(tg),C'(s0)) = —2 <\/§2—1> 4 \/52_1 _ _\/52_1
|/ (to)lIC"(s0) || = V2v2 — 13

cosf =

On obtient

-(v2-1)
2v2 -1

cosf =



(e) On veut calculer la longueur

to
I/ (t)]|dt / 1+ (2t)?dt
/0 ()] it (

On cherche un changement de variable. On sait qu'on a
1 +sinh?y = cosh?y,  Vy.

L'idée est donc de transformer "1 4 (2t)?" en "1 + sinh? y". Pour
cela, on pose

arcsinh 2t = y

2t:s|nhy:>{ 2k = iy ey



to to
/ ()]t = / Vi1 atdt
0
Yo=arcsinh 2ty h
:/ \/coshzycos2 ydy

arcsinh 2ty COSh2 y
_ / s

/arcsinh2to cosh 2)/ +1
0

dy

(=

P

arcsinh 2ty arcsinh 2ty
(/ cosh 2ydy + / ldy)
0] 0
1

1
= (5 sinh(2arcsinh 2ty) + arcsinh 2ty)

FN

=

= Z(sinh(arcsinh 2ty) cosh(arcsinh 2ty) + arcsinh 2ty)

2ty cosh(arcsinh 2ty) + arcsinh 2ty
4




Exercice I1l-4. (a) Le vecteur tangent est

oy B 4t 2t 42
‘0 = = (@ @)

On calcule la longueur de ¢
We) = Jo lic'(e)lde =

_ / 2V t4 + 212 + d _/ 24/ (> +
0 0

GED (e 1)2

1
— 2/ (arctan t)'dt =
0

2

0

1

2

t2 4+ 1

2(arctan1 — arctan0) = 2(% —0)

dt



(b) Soit ty €]0, 1] partageant la courbe en deux courbes de méme
longueur. D'apres le calcul précédent, on a

“tg
/ |’ (t)]|dt = 2 arctan tg
0
On veut donc que

T T
2 arctan tg = XEZZ = tg =tan—

N —



