Feuille IV

Exercice IV-1. (1)

On veut montrer que pour la suite de partitions

- — 0 — V=
o2 {V”“ V= o kT o
on a

n+1

; ler(vi) — ar(vin)l| > kZ something(k) —— +00



Soit P, le polygone obtenu en évaluant ¢; sur o,. Alors

U(Pn) = la(vats =0) = ca(va)l
+ > lla(vi) = alvi)|
k=2

2
+le(vi = g) —a(vw =1)|
On se concentre sur

b = |laa(vk) — ca(vie—)]|



gk = H(Vk — Vk—1, Vk sin(7r/vk) — Vk—1 Sin(Tr/kal))H

= \/[vk — V1] + [vksin(m/vk) — vk—1 sin(m/vk—1)]?

En utilisant le fait que v, = on obtient

2
2k+1"

b = \/[Vk — Vk—1]? + [vk sin(mk + g) — vy sin(m(k — 1) + g)]z

— vk = vt P+ (1) = va (<) 12

Y T

= \/2v,f 4 2v,f_1

Rq. on veut ¢, > something(k) tel que ), something(k) = 400




On remarque que vi_1 > Vi, on peut donc écrire

by > 4v£ = vy

On a donc
n
UPn) = lla(vat1) — alva)l + >l + lla(v) — a(v)l
k=2
n n n 1
> ¢ =2y ——
> S Y23
k=2 k=2 k=2

n 1 n+11
> 23 =8

On a donc ¢(Py) oo On en déduit que la courbe ¢ n'est
n——400

pas rectifiable.



(2) On calcule la longueur de ¢ sur le domaine [e, 1], € > 0,

te = Halet)= [ IOl

= / \/12 I (2tsin - — 7rcos—)2dt
. t t

1
o T T LT ™
:/ 1+ 4t2sin® = + 12 cos?2 — — At sin — cos —dt
) t t t ot

Rqg. On veut majorer /5 .. Pour cela, on va utiliser

sin20 <1, V0
cos’0 <1, V6
a—b<lal+|bl, Va,beR



VAN

1
7% / \/1+4t2+72+\4ﬁtsin%cos%\dt

VAN

1
/ V1412 + 72 4 Antdt
€

IA

1
/ V1+4+ 72 fardtcart <1
€

1 1
/\/4><42dt:/ 8dt = (1 —¢€)8

On a donc #p . < 8.

IN

Rqg. En faisant les mémes calculs pour ¢, on aurait obtenu

1 1 T T 1 T
/ Ha{(t)\dtg/ \/1+1+(t)2+2tdt§/ \f2(1+?)dt — 00

e—0




(3) Soitc ={0=ty <ty <...<t,=1} une partition
quelconque et P le polygone sur ¢, associé. Alors

UP) = lc(ts) = (0)+ ) llea(ti) — catu—)ll
k=2

On veut trouver une borne supérieure M € R telle que
UP)<M (<+4x)
telle que M ne dépende pas de la partition, ie des t.

Théoréme. Toute courbe différentiable ¢ : [a, b] — R" satisfait

le(a) - c(b)]| < £(c) /Hc )|lds



UP) = le(t) - ()] +) let) - e(t-1)l
k=2

\/tl tlsln— —i—Z/ l4(s)||ds
te—1

par définition de ¢y, et par le théoréme précédent. De plus

IN

sin(x) < x, V¥xeR;

Donc

=iz
(P) < Jm2+ne+ / lb(s)llds
e=ty



Comme t; <1, et d'aprés la question (2), on en déduit que

UP) < J(m2+1)+8 (< +00)

Cette borne est vraie pour toute partition o, donc ¢, est rectifiable.



Exercice IV-2. (1) Les étapes (i)-(ii)-(iii) une premiére fois



Les étapes (i)-(ii)-(iii) une deuxiéme fois

/\
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oA
FoRoN



Aprés 3 répétitions des étapes

3

Y



(2) On a

Py et Py
on voit que
4
UP1) = 3¢(Po)
On suppose que P,_1 est coupé en k segments. Ces segments
sont tous de méme longueur, ie de longueur %¢(P,_1). Et donc

oP,) = k x (4 X %(%K(Pn—l))>



On a donc

On en déduit que

E(Pn) -

(P =3

%(%f(Pnfzﬁ = (%)2«4(%72)



(3) Soit o, la partition donnée par les sommets de P,. On pose

Uc,on) Z” c(te) — c(te—1)|

En remarquant que les sommets de P, sont dans ¢, on obtient

Uc,on) = )

=
Q)

Wl WP W

N—

3

N

—~~

[=)

o=

N—r

Il
7~ N~ N,

donc ¢ n'est pas rectifiable.



