Feuille V

Exercice 1. (a) On dérive une premiére fois

v (t) = 6(t? — 1, V3t, t).

e |a liére composante s'annule pour t = £1

e |es composantes 2 et 3 s'annulent en t =0

donc +/(t) # 0 pour tout t € R, donc  est réguliére.



On calcule la norme de ~/(t) :

IV (Bl = 60/(2 — 1)2 4382 + 12 = .. = 6,/(£2 + 1)2=6(* + 1)

Donc le vecteur tangent unitaire est

1
t2+1

HOE (£ — 1,V3t, 1)

Sa dérivée est

(0= - V31— )1 8)

La premiére composante ne s'annule que pour t =0, et pour t =0
les autres composantes ne s'annulent pas. Donc T'(t) # 0 pour
tout t € R. Donc ~ est doublement réguliére.



(b) Comme c est doublement réguliére, on peut calculer son repére
de Frenet. On a

T
N = T
On a
ITO = gpe/e?+30 - 22+ (- 27
= (t2+11)22(t2+1)
_ 2
241
D’ou
N(E) = — (4,31 — £2),1— )

2(t2+1)



On calcule maintenant

1 t2 -1 4t
B(t) = T(t)A’V(t)w( V3t )A(\@(lﬁ))
t

1—1¢t2
- 2(1“214—1)2(0’(1+t2)27\/§(1+t2)2)
_ %(0,1,—\73)

Le repere de Frenet est donné par { T(t), N(t), B(t)}(s)-



On calcule la courbure

TN -1
O =01 = 30+ op
et la torsion
() =N

[edeall



Exercice 2. (a) (faire un dessin)

(b) Le vecteur tangent est donné par
c'(t) = (—rsint,rcost,a)
de norme ||c/(t)]| = V/r? + a2. Le vecteur tangent unitaire est donc

‘(t 1
c(t) = (—rsint,rcost,a).

T =101 = Vs o2




1
T'(t) = —==—=(—rcost,—rsint,0)
V2 +o?
de norme || T'(t)|| = ﬁ Et donc
T'(t
o LT@I

Rq: La courbure de c est constante (ne dépend pas de t).



(c) On veut étudier la fonction

r

K:a— ———
r’ 4+ o?

avec r > 0 fixé. On peut faire une étude de fonction classique en
étudiant la dérivée, mais ici la fonction n'est pas trop compliquée.
On commence par remarquer que

aHr2+a2

est & valeur dans [r?, +-o0], donc ﬁ est & images dans ]0,1/r?].
On en déduit que K(«) est a image dans ]0,1/r] et
e le maximum 1/r = K(0) est atteint pour a = 0.

e le minimum n’est pas atteint, K(a) — 0 pour a — £oo.

Rq. Si @ =0, la courbe est un cercle. Si a@ — +o00, la courbe tend
vers une droite.



(d) On a déja

1
T(t) = ——=—=(—rsint,rcost,a)
V2 +a? /
1
T'(t) = ——=———=(—rcost,—rsint,0)
V2 +a? ’ 7
et donc
T'(t)
N(t) = = (—cost,—sint,0)
1T (o)

1 —rsint —cost

B(t) = T(t)AN(t) = ——= rcost ANl —sint
0 = TOANE = s | oo 0
. (asint cost,r)
= ————(asint,—« :
N
On a donc le repére de Frenet {T(t), N(t), B(t)}c(r)- La torsion
vaut
_ /
Ly BN o

I (@) rP+a?




Exercice 3.
(al) On pose
g(t) = (c(t) — c(a), B(a))
Par (i) et par définition de P, on a
g(t)y=0 Vvt

(a2) En dérivant I'équation " g(t) =0 ", on obtient (Vt € [a, b])

g'(t)=0
= (c/(t),B(a)) =0
= (T(t),B(a)) =0

La derniére ligne s'obtient car c est doublement réguliére, donc on
peut diviser par ||c’(t)]|.

Donc les vecteurs T(t) et B(a) sont orthogonaux pour tout t.



(a3) De la méme maniére, en dérivant (T(t), B(a)) = 0, on obtient

(T'(t), B(a)) =0
= (N(t),B(a)) =0

car ¢ est doublement réguliére (ie || T'(t)|| # O pour tout t).

On a donc
e 3 vecteurs unitaires T(t), N(t), B(a) pour tout t
e et ces 3 vecteurs sont orthogonaux entre eux

donc la famille (T(t), N(t), B(a)) est une famille orthonormale
pour tout t.



(a4) Sous I'hypothese (i) on a vu que

la famille (T(t), N(t), B(a)) est une orthonormale Vt
Mais par définition du repére de Frenet, on sait que

la famille (T (t), N(t), B(t)) est une orthonormale Vt

On a donc B(t) = £B(a). Comme t — B(t) est continue, et que
B(t) = B(a) pour t = a, on en déduit que

(i) B(t) = B(a) constant Vt.



(b) On suppose (ii) et on pose f(t) = (c(t) — c(a), B(t)).
En derivant, on a
F'(t) = (c'(¢), B(t)) + {c(t) — c(a), B'(t))
Par (ii), on a B'(t) = 0 donc
f'(t) = (c'(¢), B(t))

et comme (T (t) = Hz 8 , B(t)) =0, on a donc

f'(t) = (c'(t), B(t)) = 0 = f(t) = cst.
Or f(a) = 0 et donc f(t) = 0 pour tout t.

Comme B(t) = cst = B(a), on en déduit que c(t) € P pour tout t.



(c) Pour (ii) < (iif) il faut utiliser la 3e formule de Frenet-Serret

B'(t)
—— L — _(t)N(t
ECIRAS
Pour (i) = (iii), si t — B(t) constant, alors B'(t) = 0 et donc
_ _T'(t)

7(t) = 0 pour tout t (N(t) = )y 7 0 car ¢ doublement
réguliére).

Pour (iii) = (ii), si 7(t) = 0 pour tout t, alors B’(t) = 0 et donc
t — B(t) constant.



