
Feuille VI

Exercice 1. (a)
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(b) On a T ′ = α′J(T ), donc

⟨T ′, J(T )⟩ = α′∥J(T )∥

Comme ∥J(T )∥ = ∥T∥ = 1, on obtient ⟨T ′, J(T )⟩ = α′.



(c) Par la question (b)
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Comme ⟨c ′, J(c ′)⟩ = 0,
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Exercice 2. (a) On utilise l'exercice 1 avec

c ′(t) = (−a sin t, b cos t), c ′′(t) = (−a cos t,−b sin t)

k(c , t) =
ab

(a2 sin2 t + b2 cos2 t)3/2

(b) Rappel : soit t0 tel que k(c , t0) ̸= 0 alors on peut poser

m(t0) = c(t0) +
1

k(c , t0)
J(T (t0)) et R(t0) =

1

|k(c , t0)|

respectivement, le centre et le rayon de cercle de courbure.

On a T = (0, 1) et J(T ) = (−1, 0), d'où

m(0) = (a, 0) +
b2
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a
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(c) La paramétrisation classique du cercle de courbure est

C(t) = (a− b2

a , 0) + (b
2

a cos t, b
2

a sin t)

On cherche φ(s) = αs + β tel que γ = C ◦ φ et tel que{
γ(0) = c(0)
γ′(0) = c ′(0)

⇒
{

C ◦ φ(0) = (a, 0)
(C ◦ φ)′(0) = (0, b)

⇒
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On remarque que sinβ = 0 et que{
b2

a cosβ − b2

a = 0
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a α cosβ = b
⇒

{
cosβ − 1 = 0

α cosβ = a
b

On a donc β = 0 et α = a/b et

γ(t) = (a− b2

a + b2

a cos( ab t),
b2

a sin( ab t))



(d) Pour a = 3, b = 2, on a J(T ) = (−1, 0),

m(0) = (a− b2

a , 0) et R(0) = b2
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et donc

m(0) = (3− 4
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Exercice 3. On utilise la formule de l'exercice 1 avec c ′ et c ′′ :

c ′(t) = et(− sin t − cos t, cos t − sin t)

c ′′(t) = et(− sin t − cos t, cos t − sin t)

+et(− cos t + sin t,− sin t − cos t)

= et(−2 cos t,−2 sin t)

La courbure orientée est donc

k(c , t) =
2e2t(sin2 t + cos2 t)
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