Feuille X

Exercice 1.
1. On commence par calculer les dérivées partielles de f :

f1(u) = (—sinuy,0,cosuy), f3(u)=(0,1,0)
e Vuon a |fi(u)| =1, donc f1(u) ne s’annule jamais.
e Vu la 2e composante ne s'annule jamais, donc
f2(u) # (0,0,0) pour tout u
e on veut savoir si I\ € R tel que (u) = A\f2(u). La 2

composante implique A = 0. En remplacant dans la 1 et la 3e
composantes, on a

{ —sin(ug) = 00

cos(u;) =00

comme les deux ne peuvent pas s'annuler en méme temps
pour le méme uy, c'est impossible. Donc les vecteurs f1(u) et
f2(u) sont indépendants pour tout u.

On en déduit que f est réguliére pour tout w.



2. Les composantes du tenseur métrique sont

gi(u) = (fi(v),f(u)) =1
gra(u) = (f(uv),f*(v)) =0
g1(u) = (f(u),f(u) =0
g2(u) = (f3(u),f(v)) =1

(a1,a2)y et B = (b1, ba)y,, on a donc

Pour A

2

arbr + axbs

Z aibjgi j(u)

i

g(A, B)



La matrice du tenseur métrique est
P < g11(v) g12(u) > — < 1.0 )
2.1(u) go(u) 01

3.a Pour t € [0,27], on a

v(t) = foc(t)=(—cos(pcost),psint,—sin(pcost))
3.b Sa dérivée est donnée par

v'(t) = (—psintsin(pcost),pcost,psintcos(pcost))
de norme

W@l = w=p

La longueur de ~y est donc

27
o) = /0 I/ (£)llde = 20



3.c En utilisant le tenseur métrique, on a

27
) = [ e
c'(t) = (—psint,pcost)

et donc

2
Uy) = / \/p2 sin® t + p2 cos? tdt = 2mp
0



Exercice 2.
1. On commence par calculer les dérivées partielles de f

fl(u) = (—cosupsin uy,cos upcos uy,0)

fz(u) = (—sin up cos uy, — sin up sin uy, cos uy)
Les coefficients du tenseur métrique sont donc

g1(u) = (f(v),(v)) = cos® u
gia(u) = gi(u) = (f(v),f3(v)) =0
g2(u) = (F(u),f?(u)) =1

Donc la matrice du tenseur métrique donc donnée par

2
[ cos“up O
o= (3" 1)



2. Pour calculer un angle entre deux vecteurs tangents f.(A) et
f.(B) en un point d'une surface, on peut utiliser le tenseur
métrique !

cos(f) =

(£(A), £(B)) G(A, B)
IECAITIEB) — \/G(A, A)\/G(B, B)

Ici, pour £.(A) = 1/(0), f(B) =+'(0), on a
cos(0) 6,(2(0).5(0))
vV Gu(2/(0), 2/(0)) 1/ Gu(b/(0), &(0))

avec u tel que f(u) est le point d’intersection des deux courbes.
Comme a'(0) = (0,1), £/(0) = (1,h(0)), Go,0) = ko la matrice
identité, on obtient

H'(0)

)= A wor



3. On utilise la formule (3.2) du cours :

2
aire(f(Qy)) = //Q detG /dulduz
6

/2
= / / det G duydus
up=—0 Juy
= / / | cos up|duy dus
up=—0 J uy=0

G
= / 27| cos up|duy
(=)

= 27T[sin uQr = 27(2sin0)

U2:_6

car cosup > 0 sur | —6,6].



Exercice 3. a. Pour (u1,u) € D, on a

fl(ulvu2) = (1,0,¢)1(U1,U2))
f2(U1,U2) — (0,1,¢2(U1,U2)
e Vu, la lere composante ne s'annule jamais, donc f1(u) ne
s’annule jamais;

e Vu, la 2ere composante ne s'annule jamais, donc f1(u) ne
s'annule jamais;

e Soit A € R tel que f1(u) = Af?(u), donc

1=0
0=A
¢1:)\¢2

La le équation est impossible, donc 1(u) et f2(u) ne sont pas
colinéaires.

Donc il n'y a pas de point singulier, donc f réguliére Vu.



b. La matrice du tenseur métrique est

S 3 ~
~——
[N 3 —~
Y S~ ~— 3



c. Le paramétrage conserve les longueurs si et seulement si

Glu) = ((1) (1)>ld

Donc le paramétrage de f conserve les longueurs si et seulement si

L (u)¢2(u) = ()¢ (u) = 0
1+(¢2( W=1 = { ($Au)?=0
1+ (¢'(u))? = (¢'(u))? =0

$2(u) =0
- {¢1(u)=o

donc si et seulement si ¢(u) est constante.



d. Le paramétrage conserve les angles si et seulement si G est une
matrice scalaire (th 3.2.5), ie

G(u) = Md, XeR
Donc le paramétrage de f conserve les angles si et seulement si

¢'(u)¢?(u) = ¢ (u)¢?(u) =0
{ 1+ (PW)? =1+ (6! ()~ { (6*(u)? = (¢'(u))?

= ¢*(u) = ¢'(u) =0

donc si et seulement si ¢(u) est constante.



e. Le paramétrage conserve les aires si et seulement si det G(u) =1
pour tout u (la remarque aprés I'équation (3.2) du cours).
Donc le paramétrage de f conserve les aires si et seulement si

( + (07 (1)?) (A + (*(1))?) = (&' ()¢ (u))* = 1
+ (61 ()* + (¢*(u )) + (91 ()¢ (u)* = (¢ (u)*(u))* = 1

=

N ( W)+ (67(w) =
& (0'(u))? = (6*(w)* =
& ¢l(u)=¢*(u)=0

donc si et seulement si ¢(u) est constante.



