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Feuille 3 Analyse 

Formules de Taylor 

 

Exercice 1.   

Soit 𝑓:ℝ → ℝ une fonction de classe 𝐶3 et 𝑎 ∈ ℝ 

A l’aide de la formule de Taylor-Young, déterminer 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 2𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎 − ℎ)

ℎ2
 

 

Exercice 2.  

Soit 𝑎 un réel strictement positif. 

1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction cosinus hyperbolique, sur l’intervalle [0, 𝑎], avec 

le reste à l’ordre 5. 

2. Montrer que : 

0 ≤ ch(𝑎) − 1 −
𝑎2

2!
−
𝑎4

4!
≤
𝑎5

5!
sh(𝑎) 

3. En déduire que : 

433

384
≤ ch (

1

2
) ≤

433

384
+

1

3840
 

 

Exercice 3.  

Montrer que pour tout 𝑡 ∈ 𝐼 = ]1, +∞[ :  

𝑡 − 1 −
(𝑡 − 1)2

2
< ln(𝑡) < 𝑡 − 1 

On pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange entre 1 et 𝑡. 

 

Exercice 4.  

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎 < 𝑏 et 𝑓 ∈ 𝐶3([𝑎, 𝑏]).  

1. Montrer qu’il existe 𝑐1 ∈ ]
𝑎+𝑏

2
, 𝑏[ tel que : 

𝑓(𝑏) = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) +

𝑏 − 𝑎

2
𝑓′ (

𝑎 + 𝑏

2
) +

(𝑏 − 𝑎)2

8
𝑓′′ (

𝑎 + 𝑏

2
) +

(𝑏 − 𝑎)3

48
𝑓′′′(𝑐1) 

2. Montrer qu’il existe 𝑐2 ∈ ]𝑎,
𝑎+𝑏

2
[ tel que : 

𝑓(𝑎) = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

𝑏 − 𝑎

2
𝑓′ (

𝑎 + 𝑏

2
) +

(𝑏 − 𝑎)2

8
𝑓′′ (

𝑎 + 𝑏

2
) −

(𝑏 − 𝑎)3

48
𝑓′′′(𝑐2) 

3. Montrer qu’il existe 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[ tel que : 

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) + (𝑏 − 𝑎)𝑓′ (
𝑎 + 𝑏

2
) +

(𝑏 − 𝑎)3

24
𝑓′′′(𝑐) 

On utilisera bien sur les questions 1. et 2. et on pourra appliquer le théorème des valeurs intermédiaires à 

𝑓′′′. 
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Exercice 5.  

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral montrer que pour tout 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
] : 

𝑥 −
𝑥3

6
≤ sin(𝑥) ≤ 𝑥 −

𝑥3

6
+

𝑥5

120
 

 

Exercice 6.  

1. A l’aide de la formule de Taylor avec reste intégral montrer que pour 𝑛 ∈ ℕ et pour tout 𝑥 ∈ ℝ 

|𝑒𝑥 −∑
𝑥𝑘

𝑘!

𝑛

𝑛=0

| ≤
|𝑥|𝑛+1𝑒|𝑥|

(𝑛 + 1)!
 

2. En déduire que pour tout 𝑥 ∈ ℝ : 

lim
𝑛→+∞

∑
𝑥𝑘

𝑘!

𝑛

𝑛=0

= 𝑒𝑥  

 

 


