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Feuille 3 Analyse
Formules de Taylor

Exercice 1.
Soit f: R — R une fonction de classe C3 et a € R.
A T’aide de la formule de Taylor-Young, déterminer
fla+h) - 2f(a) +fla—h)

h—0 hz

Correction exercice 1.

fla+h) =f(a)+ (a+h—a)f’(a)+(a+h—a)2%@+o(h2)
= f(a) + hf'(a) +h2f”( )+ (h?)
fla=h) =f@+(@a-h-a)f' @+ (@-h— a)zfnz(a) +o(h?)
=fm)iﬁ<)+mf“)+ ()
Donc
fla+h)—=2f(a) + f(a—h)
hZ
F@ +hf'@ +h2 L8 4 0(r2) — 2£(0) + £(@) — hf'(@ + 2 L2584 o2
- hsz@ + hsz@ +o(h*)  h2f"(a@) +o0(h?)  h*(f"(a) +o(1))
B h? B h? B h?

= f"(a) + 0(1),:;1‘”(61)

Exercice 2.
Soit a un réel strictement positif.
1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction cosinus hyperbolique, sur I’intervalle [0, a], avec
le reste a ’ordre 5.
2. Montrer que

a2 a4 C15

0 <ch(a)—1 —E—I_gsh(a)
3. Endéduire que :
433 (1) 433 1

- < < —
384~ T'\2 _384+384-O

Correction exercice 2.



1. Lesdérivées de ch sont
ch’(t) = sh(t), ch”(t) = ch(t), ch®(t) = sh(t), ch®(t) = ch(t) et ch®(t) = sh(¢t)
ch est une fonction de classe C>(et méme € *) sur R donc sur [0, a]. Il existe ¢ €]0, a[ tel que :

a? a3 at  a° a? 4 5
ch(a) = ch(0) + sh(0) a + ch(0) el + sh(0) 3 + ch(0) Y + Esh(c) =1+ 1 + 22 + 120
2. D’apres la question précédente
a*> a* a°
ch(a) —-1- 7 —ﬁ = msh(c)

Or sh est une fonction croissante sur [0, a], donc sh(0) < sh(c) < sh(a)
Donc, puisque a > 0 :

a5 aS a5 aZ 4 a5
——sh(0) < —sh(c) < —sh 0<ch(a)—1—-———<—sh
120500 < g sh(e) < 7gsh(a) < 0 < ch(a) > "2z < 150M@
On a méme des inégalités strictes.
3. Onprenda = %
"2 e
0< Ch(_) _q_ (2) B (i) < (2) Sh(})
2 2 24 120 2
1?2 1 12 o1y
C I IS NIt
2 24 2 2 24 ' 120 2
1?2
(g) (7) 1 1 384+48+1 433
14242l 14—+ = =
2 24 8 384 384 384
Et
1 5
) 1 1
120 ~ 32 x 120 3840
De plus
1
1 1 eln(Z) _ e—ln(Z) 2 — 2 3
> < In(2) = sh (E) < sh(In(2)) = 5 =—"=7 <1
Donc
433 - (1) - 433 N 1 (1) - 433 N 1
384 > “"\2) 384 73840°"\2) S 384 " 3840
Exercice 3.

Montrer que pour toutt € I = |1, + o],
(t—1)?
2
On pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange entre 1 et t.

t—1-—

<In(t)<t-1

Correction exercice 3.
La formule de Taylor-Lagrange pour la fonction In entre 1 et t > 1 dit qu’il existe ¢ €]1, t[ tel que

@ln"(c) Shn(t)=t—-1- (¢ z_czl)z

(t—1)2<(t—1)2<(t—1)2
2t2 2c? 2

In(t)=In(1))+ (-1 In"(1) +

1 1
1<c<t(:>1<cz<t2(:>—2<—2<1(:>
t2 "¢

2 sh(c)



_(t—1)2<_(t—1)2<_(t—1)2@ (t—1)2< (t_1)2<t— (-1

t—1-— t—1-— 1
2 2c? 2t2 2 2c? 2t2
(t—1)? (t—1)?
<:> — —_— —_ —
t—1 5 <lh(®)<t-1 o2
(t—-1)2 .
Comme t —1—-——==<t—1,onabien
t —1)2
t—1—( 5 ) <lh(®)<t-1
Exercice 4.

Soient a et b deux réels tels que a < b et f € C3([a, b]).
1. Montrer qu’il existe ¢; € ]aTH?, b[ tel que :

o= () ()« S () e
2. Montrer qu’il existe ¢, € ]a,aTer[ tel que :
0= {EE0) -2 (138 €0 210

3. Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b tel que :
b b—a)?
F®) = @ + 6 - of (S52) + C2 (o)

On utilisera bien sur les questions 1. et 2. et on pourra appliquer le theoreme des valeurs intermédiaires a

flll

Correction exercice 4.
1.

festC?sur [ b] et C3 sur ]azﬁ b[, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange sur [aTH’ b]

a + b\* a+ by’

a+b a+by _ (a+b (b— > ) L(a+th (b— > )
f(b)_f<z>+<b_ z)f(2>+ 21 f<2>+ 31

a+by b—a _ a+by (b-—a)  (a+by ((b-a)
:f<2>+2f(2>+8f(2) s 1)

2. festC?sur [a, aT"Lb] et C3 sur ]a,azib[, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange sur [a, %]

f""(e1)

a+b a+b (a—asz)z . (ath (“_asz)s
J+(a-)r ()= ()

f(a+b) a— f<a+b)+(a—b)2f”<a+b)+(a—b)3
A

<a+b

fla) = " (c2)

2 8 2 NG

a—i—b) —af <a;—b)+(b—a)2f”<a+b)_(b—a)3

f"(c2)

8 2 48




2 8 2 48

_<f< b) b;af <a-2|-b)+(b—8a)2f”<a;-b) (b—a)3fm( )>

f(b)—f(a)=< <a+b) —a (a+b>+(b—a)2f”<a+b) (b—a)3f”,( ))

b b—a)
= (b — a)f’ (a; ) ( a) (]cm( 1) +fm(cz))
_ 3 " "
— - () @ 24a) WOLIHGY

L L0 (€2) est e milieu de £ (cy) et de £"'(c,) donc

£ (c,), autrement dit

Si f”’(c1) < f”’(Cz)

M est compris entre £’ (c,) et

flll(cl) + fIII(CZ)
2

€ 1f" (e, f (el

Etsi £ (c2) < f""(cy)

f (Cl) ‘;f (CZ) € ]f”'(Cz),f”'(C1)[

Comme f'" est continue sur [a, b] donc sur [cy, ¢, ], d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe
¢ € [cq,c,] tel que

flll(cl) + flll(cz)
2

= £"(e)

Par conséquent

a+b (b - a)3 "
FO) - @ = (b - f (“52) + = ()
On n’a pas traité le cas ou f""'(c;) = f'""(c,), mais dans ce cas ¢ = c1 ou ¢ = ¢, convient de maniere
évidente.

Exercice 5.

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral établir que pour tout x € [O, g] :
x3 < sin(x) < x3 N x>
X 6 = Sinx) s x 6 120
Correction exercice 5.
sin est indéfiniment dérivable donc on peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégral entre 0 et x.

(k)
fex )—Zf U f (x = O"fO (Dt

sin(0) =0
sin’(t) = cos(t) = sin’(0) =1
sin” (t) = —sin(t) = sin”’(0) = 0
sin’’(t) = — cos(t) = sin’’(0) = —
sin®(t) = sin(t) = sin®(0) =0
sin®(t) = cos(t)

Par conséquent
%3 X (x — t)*
sin(x) = x — 3 + f Y cos(t) dt
vt € [0,x],0 < cos(t) <1

4




Donc

x — 4 —t 4
0= G0 s < G0
4!
Ce qui entraine que
OSfucos(t)dt<f ( l ( )l Z
0 4! 0
3
Puis on rajoute x — xz a chaque terme de ces inégalités
x3 < X x( _ )4 - x3 xS x3 - < x3 xS
X——F = x—z+f0 Tcos(t)dt_x—€+120 :x—z_sm(x) x—g+m
Exercice 6.
1. AT’aide de la formule de Taylor avec reste intégral montrer que pour n € N et pour tout x € R :
zn: xk |x|n+1e|x|
ex _ —_— _—
k'f = (n+ 1)
n=0

2. En déduire que :
Nk
lim E Gl e*
n—+oo k!
n=0

Correction exercice 6.
L’exponentielle est indéfiniment dérivable donc on peut appliquer cette formule

(0 1 (*
fx )—Zf © "+5L(x—t)”f<”“>(t)dt

Toutes les dérivées de l’exponentlelle sont égales a I’exponentielle donc

k x
x 1
eX = —'+—'f (x —t)"etdt
— k! 'Jo
Par conséquent
k1 (%
e* _ZF:_' (x —t)"etdt
k=0 0

Ce qui entraine que

X N xk
)

1
= ‘—'.f (x - t)netdt
n:Jo

Six=>0

n xk
)

k=0

1 % 1 r* eX % (x t)n+1 t=x
=— | (x=teldt<— | (x—t)"e¥dt=—| (x—t)"dt =
| | | 1
nlJ, nJy n Jo n+ =0
eX (x _x)n+1 xn+1 xn+1ex |x|n+1e|x|
= —| — + = =
n!( n+1 n+1> n+1)! Mm+1)
Six<0,x§t<0doan—t<0

n
X _ _ \nt 1 _ \n,t i _sInt _ _ n,t
e (x t)eldt (x t)eldt| < Ix t|"e dt— (t x)etdt
k=
_ n+11t=0 _ A \n+1 _ n+1 n+1 n+1
=f (t - x)tdt = & ke 2. Y slxl I
x n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Car1 < elxl



n+1
Ensuite on montre que pour tout a > 0, u,, = —— tend vers 0 lorsque n tend vers I’infini.

(n+1)!
an+2 an+1 a a
u = = X = U
LT 42! (n+ D! n+2 "n42
Pour n assez grand (n > a — 2), ce qui montre que u,, est décroissante (et évidemment positive) donc elle converge

vers [, en utilisant 1’égalité u, ., = u, % en faisant tendre n vers +oo, on al = 0. Cela montre que

<uy,

nok

ex——zng—
k!

k=0

n
im —=e
n--+oo k!
k=0

lim =0
n—-+oo

Autrement dit



