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Préface

L'algebre, c’est quoi ? Historiguement, on entend par « algébre » édad équations polynomiales.
Au cours des 2000 ans de cette étude, les gens se sont apercustgieseatructures revenaient
trés souvent, et de plus dans des contextes tout a fait différents idDé&mialgébristes s’occupent
aussi de I'étude et du développement de ces structures, ainsi duexnévent, de leurs applications
dans d’autres domaines en sciences, ingénierie et mathématiques. £Algébre 1sera consacré a
une introduction aux structures algébriques fondamentales : les gréepasneaux, les corps, ainsi
gu’aux espaces vectoriels (d’un point de vue plus général queleaasirs d’'algeébre linéaire). Ces
structures seront illustrées par des exemples et, parfois, des apphcaimrégles et les méthodes
les plus importantes concernant les démonstrations mathématiques seefgméss et pratiquées.

En Algebre 2 nous approfondirons la théorie des anneaux et traiterons quelquogdéments au
cours d’'algébre linéaire. EAlgébre 3 nous traiterons la théorie des corps. Le cours culminera au
gquatrieme semestre par Théorie de Galoisqui hous permettra de démontrer la constructibilité ou
inconstructibilité & la régle et au compas de certains problémes de I'Antiquité ebSsiijlité de
résoudre I'équation générale de degré au mbipar radicaux.

Littérature

Pour le début, qui est sans doute la partie la plus difficile, je recommande/ies $uivants qui

devraient étre disponibles dans la bibliothéque au Kirchberg.

— Schichl, SteinbauerEinfihrung in das mathematische Arbeiten

— Scharlau Schulwissen Mathematik : Ein Uberblidkieweg, 3rd ed., 2001.

— Cramer Morkurs Mathematik : Arbeitsbuch zum Studienbeginn in Bachelor-Styélgen Sprin-
ger, 2012.

— Fritzsche Mathematik fur Einsteiger Spektrum

Voici quelques références : ces livres devraient également étreniliégs dans la bibliothéque au

Kirchberg.

— Lelong-Ferrand, ArnaudiésCours de mathématiques, Tome 1, Algélranod. Ce livre est trés
complet et trés détaillé. On peut I'utiliser comme ouvrage de référence.

— Siegfried Bosch Algebra(en allemand), Springer-Verlag. Ce livre est trés complet et bien lisible.

— Serge Lang Algebra(en anglais), Springer-Verlag. C'est comme une encyclopédie deliage
ony trouve beaucoup de sujets rassemblés, écrits de fagcon concise.

— Siegfried Bosch Lineare AlgebraSpringer-Verlag.

— Jens Carsten Jantzen, Joachim Schwergebra

— Christian Karpfinger, Kurt MeybergAlgebra : Gruppen - Ringe - KorpeBpektrum Akademischer
Verlag.

— Gerd FischerLehrbuch der Algebra : Mit lebendigen Beispielen, ausfihrlichen Erféuigen und
zahlreichen BildernVieweg+Teubner Verlag.

— Gerd Fischer Lineare Algebra : Eine Einfuhrung fur Studienanfangdieweg+Teubner Verlag.
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— Gerd Fischer, Florian QuiringLernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie : Das Wich-
tigste ausfihrlich fur das Lehramts- und Bachelorstudi®mpringer Vieweg.

Perrin :Cours d'algebreEllipses.

Guin, HausbergerAlgébre I. Groupes, corps et théorie de GaJ&®P Sciences.

Fresnel Algebre des matricesiermann.

Tauvel :Algebre

Combes Algebre et géométrie

Godement Cours d’'algébre



Chapitre |

Introduction aux mathématiques a
I'université

1 Les preuves et les premiers mots du langage mathématique

Quelques mots au début — Aller Anfang ist schwer... und leich

Le début des études de mathématiques est (comme Schichl et SteinbaiwanmitétansEinfihrung
in das mathematische Arbeiden
— trés difficile, du fait de I'abstractiorfidéfinition, proposition, démonstration) et de I'utilisation d’'un
langage particulier, le langage mathématique
— facile, car une grande partie des sujets a déja été traitée au lycée.
Les mathématiques a l'université sont caractérisées peertitude absoluede leurs résultats. |l
ne suffit plus — comme souvent au lycée — d’expliquer un phénoméme pacdagp d’exemples ou
d’apprendre une technique de calcul; a l'université il s'agit dddmontrer, c’est-a-dire d’écrire
une démonstration (aussi appelée ungreuve) qui, par une chaine d'arguments faciles a suivre et
compréhensibles pour tous, ne laisse aucun doute sur la vérité d'@amsass
Pour pouvoir dire qu'une assertion est vraie avec une certitude ahddiaut que tous les mots qui
sont utilisés aient une signification trés précise qui est la méme pour towexdpaple, la phrase « La
maison est haute » a certainement une signification différente pour quelde’'Mew York et pour
quelqu’un venant d’un petit village en Sibérie.
Le langage mathématique différe du langage du quotidien par :
— saprécision, tout terme a une définition précise ;
— sonformalisme, souvent, on utilise des symboles et des formules.
Ce cours d’algébre commencera donc par des exemples de preuvesaddction du langage ma-
thématique.
On vous conseille fortement de vopocurer des livres (dans la bibliothéque sur support papier ou
dans les répertoires électroniques) :
— spécialisés pour le grand pas entre I'école et I'université (comme Sch@hldSuer Einfihrung
in das mathematische Arbeifen
— d'introduction a l'algébre et a I'algébre linéaire.

5
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Un mot d’explication sur « I'algébre » et « I'algebre linéaire » : a I'Univiérdu Luxembourg ces deux
cours sont enseignés au premier semestre, tandis qu’en Francelkreaghe les cours d’algébre ne
commencent qu’en deuxieme année et reposent sur les cours dédigéhaire. Ne soyez pas choqués
par ce fait (mais gardez-le a I'esprit quand vous regardez des fitemus faut aussi des livres sur
I'algebre linéaire). Le cours d’algebre linéaire a I'UL est en commun diaadres filieres du Bachelor
et le cours d’'algébre est destiné uniqguement aux étudiants en mathémdiguaears d’algebre, nous
allons faire une grande partie de ce qui se fait habituellement dans lesctalgébre linéaire dans
d’autres pays, sauf que vous allez trés bien vous entrainer aux ciahpdgants de matrices dans
votre cours d'algébre linéaire ; cela nous permettra d’'aller un tout patippes loin que l'algébre
linéaire dans notre cours.

Définition, proposition, démonstration

On utilise les notations suivantes (connues de I'écoles) :

— N, les entiers naturels0, 1,2, 3, ... ;

— Z, les entiers relatifs... ., —3,-2,-1,0,1,2,3, ... ;

— @, les nombres rationnels;

— R, les nombres réels;

— C, les nombres complexes.

On rappelle la notion ddivisibilité dans les entiers relatifs. On dit qu’un entier relatgs 0 divise
un entier relatifn. (et queg est un diviseur de) si le reste de la division de parq est zéro, ou, dit
autrement, s'il existe un entier relatif tel quen = mq.

En fait, les phrases précédentes signifient que nous avons donoéug diviseur ») a une propriété
mathématique. C’est un exemple définition. Pour souligner le rble essentiel des définitions en
mathématiques, nous les formulons comme suit.

Définition 1.1. Soientn, q € Z.
On dit queq est undiviseurden et queqg divisen s'il existem € Z tel que

n = mqg.
On utilise le symbole | n pour signifier que; divisen.
Définition 1.2. Soitn € Z. On dit quen estpair si 2 divisen (en symboles2 | n).

Une définition n'est pas vraie ou fausse. C'est seulement un nonm gi@one a une propriété pour
pouvoir mieux l'utiliser. Mais les définitions sont d’'une importance fondanemtaur les mathéma-
tiques parce gqu’elles « définissent » les objets avec lesquels nous adteaitidr, donc sur lesquels
nos propositions vont porter.

Proposition 1.3. Le carré d’un nombre pair est pair.

Vocabulaire :
— Uneproposition est une assertion qui est vraie avec une certitude absolue, c'est-guda été
démontrée.
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— Unthéorémeest un autre mot pour une assertion qui est vraie avec une certitumeeald3n utilise
habituellement le mot « théoréme » pour les assertions les plus importantes.

— Unlemme est encore un autre mot pour une assertion qui est vraie avec uitedeeabsolue.
Les lemmes ont souvent une fonction secondaire et auxiliaire ; on les utiiisedémontrer des
propositions ou des théoremes.

— Uncorollaire est encore un autre mot pour désigner une assertion. On I'utilise psw@ndaces
qui se déduisent facilement d’'un autre résultat, en général une gitiopoou un théoreme. Le
contenu d’un corollaire peut étre trés important, mais sa démonstration ededetiproposition ou
du théoréme initial est rapide.

Démonstration de la proposition 1.Foitn € Z pair. D’aprés les définitions précédentes, cela veut
dire qu'il existem € Z tel que

Cela implique que

Donc

Alors, n? est divisible pae, donc pair. O

Cette démonstration est la premiére dans ce cours. On voit que c’estitend’arguments, et chaque
étape est facile a vérifier pour tous. Donc, on peut en effet dire qoufBsition est vraie avec une
certitude absolue.

Cette preuve est un exemple d’'udémonstration directe : nous avons commencé pdrypothése
(n est un entier relatif pair) et nous avons terminé par I'assertion reakerch

Il est habituel de signaler la fin d’une preuve par un symbole spécighoune abbréviation standard.
La fin des preuves dans ces notes sera toujours marquée par le symtolautres professeurs
utilisent d’autres symboles. Une abbréviation trés courante est « g.gube €rat demonstrandum —
ce qui a été a démontrer).

\oici une autre définition.

Définition 1.4. Un entier relatifp € Z est appeléhombre premiesi p > 1 et les seuls diviseurs
positifs dep sontl etp.

Nous avons donné cette définition et maintenant nous voulons en satasit gue possible sur cette
nouvelle notion que nous avons définie. Pour commencer, les nombneeéférieurs a 20 sont :
2,3,5,7,11, 13,17, 19. Vous connaissez certainement d’autnalsrae premiers. Une question vient
donc immédiatement a I'esprit : existe-t-il une infinité de nombres premiers ?

La réponse a déja été donnée par Euclide il y a plus de 2200 ans.

Théoreme 1.5(Euclide) Il existe une infinité de nombres premiers.

La démonstration donnée par Euclide est souvent considérée commmplexé’une preuve belle et
élégante. C’est undémonstration indirecte ou, plus précisementiémonstration par I'absurde.
On donne d'abord la démonstration et on expliquera ces termes juste aprés
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Démonstration.Supposons pour l'instant le contraire de ce que nous voulons démoihtnaxiste
gu’un nombre fini (disong) de nombres premiers. On peut alors les numéroter :

P1,P2,P3,---3Pn-

Considérons I'entier positif
m = pip2p3---pn + 1. (1.2)

Nous allons maintenant utiliser que tout entier positit s’écrit comme produit de nombres premiers.
Cette assertion doit étre démontrée ! Nous le faisons dans le lemme 1.6 qui suit.

Il existe alors un nombre premigrqui divisem. Le nombre premiep doit appartenir a notre liste
compléte des nombres premiers, dpne p; pour un certain entrel etn.

L'équation (1.1) montre que la division de parp; laisse le resté.

Nous avons trouvé qu'en méme tempsdivise m et laisse le resté. Ceci estabsurde, c’est une
contradiction.

Donc, notre hypothése faite au début de cette preuve ne peut pasadreAlors, son contraire est
vrai : il existe une infinité de nombres premiers. O

Le principe de cette preuve indirecte est de supposer vrai le conteli@sdertion recherchée. Puis,
on donne une suite d’arguments, comme avant, pour arriver a uné@sseont on sait qu’elle est
fausseabsurdeetcontradictoire (dans notre preuve : le reste de la divisiomd@arp est a la foi®)
et1). Nous savons alors que le contraire de I'assertion recherchéagstfela signifie que I'assertion
est vraie, car une assertion est soit vraie soit fausse. Ce faitlestrgacrit en latin « Tertium non
datur » et s’appelle en francais « Principe du tiers exclu ». On en repatles tard.

Lemme 1.6. Soitn > 2 un entier relatif. Alors il existe des nombres premigys. . ., p; tels que

n=pip2--- Pk

Remarquons que dans I'’énoncé du lemme, les nombres premiers ne soét@ssairement distincts.
Remarquons également que, pour étre encore plus précis, on ausdtidu: « Alors il existe un
entierk > 1 et il existe des nombres premiers . .., p tels quen = pips - - - pi. ». Il est habituel de
formuler 'enoncé comme nous I'avons fait, mais il faut toujours étre consqgige I'existence dé
est implicite.

La preuve de ce lemme est un autre exemple d’'une démonstration pardi@bsur

Démonstration.Supposons que I'énoncé du lemme est faux. Dans ce cas, il existe unpersiie
> 2 qui ne s’écrit pas comme un produit de nombres premiers.rSeiplus petit entier ayant cette
propriété.

L'entier n n’est pas un nombre premier (sinon akee 1 etp; = n on auraitn = py).

Commen n’est pas un nombre premierposséde un diviseur positifdifférent del etn. Par défini-
tion (de diviseur) il existen € Z tel que

n = md.

Notons quel < d < netl <m < n.
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Commen est le plus petit entier positif qui ne s’écrit pas comme un produit de nonpbeesiers et
m, d sont strictement plus petits, ces deux nombres s'écrivent sous la forme

m=pip2---pr € d=qq2---q

avec des nombres premiers ..., pg etqr, ..., q.
Cela donne :

n=md = pip2---Prqiq2 - - qe-

Nous avons donc obtenu ques’écrit comme produit de nombres premiers. Ceci contredit notre
hypothése que I'énoncé du lemme est faux. Alors, il est faux que le lentrfeus donc, le lemme
est vrai. 0

2 Assertions

Maintenant nous allons regarder la structure des écrits mathématiquessdaégsulLe réle central
est occupé par les assertions. Par exemple, une preuve est unéassiggtibns de telle sorte que la
vérité d'une assertioimmplique la vérité de I'assertion suivante.

Assertions

Uneassertionest une phrase (en mathématiques, ou ailleurs) qsio#tstraie, soit fausse mais pas
les deux en méme tem@)sl n'y a pas de troisieme possibilité (en latitertium non datuy.
Nous avons déja vu des exemples :
— Le carré d’un entier relatif pair est pair.
Cette assertion est vraie comme nous I'avons vu dans la propasition 1.3.
— Il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers.
Cette assertion est fausse (voir le théoréme 1.5).
D’autres exemples d’assertions :
—xz=1
La véracité ou non de cette assertion dépend du contexte, car noaa\{@s précisé qui était
— Soitz une solution de I'équatiox = 2. Dans ce contexte, I'assertione«= 1 » est vraie (on le
démontre en divisant p&j.
— Soitx une solution de I'équatiopr = 4. Dans ce contexte, I'assertionz«= 1 » est fausse.
— Soitz une solution de I'équation® = 1. Dans ce contexte, nous ne pouvons rien dire quant a la
vérité de I'assertion « = 1 » carx peut étrel ou —1.
— Pour illustrer, on peut aussi prendre des assertions de notre \tidigaoe, par exemple :
— Il pleut.
La rue est mouillée.
— etc.

Il'y a des subtilités avec cette phrase que nous n’évoquerons pas @iiufa I'assertion soit formulée convenablement)
car vous ne les rencontrerez dans aucun cours de vos études,\saug suivez un cours de logique mathématique.
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Limplication =
Nous regardons maintenant des relations entre deux assertions.

(1) Assertion A : « Il pleut. »
Assertion B : « La rue est mouillée. »
Nous pouvons les combiner pour obtenir I'assertion :
« S'il pleut, alors la rue est mouillée. »
Cette assertion est certainement vraie. Notez que nous n’avons pae tiagper-
tion A est vraie. Nous avons seulement fait une remarque getdtion entre les
deux assertions.
Cela ne devrait pas vous choquer : La phrase « S'il pleut, alors |sturaiillée. »
est vraie méme s’il ne pleut pas en ce moment.
(2) On peut aussi combiner les assertions A et B du point précédemeca :
« Il suffit qu'il pleuve pour que la rue soit mouillée. »
Cette assertion est aussi vraie ; son contenu est le méme qu’avantMdossaule-
ment utilisé une formulation plus sophistiquée.
(3) Assertion A : « Je réussis I'examen. »
Assertion B : « Je recois les points ECTS. »
On peut les combiner ainsi :
« Si je réussis I'examen, alors je recois les points ECTS. »
C’est également une assertion vraie.
(4) Assertion A« =1»
Assertion B : x =2 »
Nouvelle assertion vraie : « Si ora= 1, alors on 2z = 2. »
Repétons que nous n'avons rien dit sur la vérité des assertions A ailB.dvons
seulement constaté une relation entre les deux assertions.
(5) Assertion A« =1»
Assertion B : «? = 1»
Nouvelle assertion vraie : « Si ona= 1, alors on ar? = 1. »
(6) (Juste pour montrer qu'on peut aussi obtenir des assertiorsefal)s
Assertion A« = 1»
Assertion B : @x = 4 »
Nouvelle assertion fausse : « Sion a 1, alors on 2z = 4. »

Dans les définitions, énoncés et démonstrations, nous avons déja uiigagegisymboles. On pense
que vous avez déja vu ces symboles au lycée (par exempie «< », «€ », «Z»). On va maintenant
en introduire d’autres et surtout discuter leur signification.

Nous introduisons le symbote pour lesimplications Il est placé entre deux assertions pour indiquer
que la vérité de la premiére assertion entraine la vérité de la deuxieme. Dgmoliels= se lit
comme : «implique », « alors », « en conséquence », « donc », « estrafiisa » etc.

Nous allons maintenant reprendre les phrases précédentes en utilishliotez que=- est toujours
placé entre deux assertions.
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(1) Il pleut.= La rue est mouillée.
(2) Il pleut.= La rue est mouillée.
(3) Je réussis I'examen: Je recois les points ECTS.
@D z=1= 2r=2
G)yrz=1= 22=1
6) xr=1= 2x=4
Attention : cette assertion est fausse ! ! Mais c’est quand méme une assertio

Repétons pour la derniére fois que la vérité de I'assertidn=«< B » (ou A et B sont des assertions)
ne dit pas qued est vraie, seulement qug est vraie siA I'est.

Limplication <«
Le symbole<= a la méme signification que-, sauf que les cbtés sont inversés.

(1) Larue est mouillée= Il pleut.

(2) Larue est mouillée= Il pleut.

(3) Jerecois les points ECTS= Je réussis I'examen.

4)2x=2 <« z=1

B)z?=1 = z=1

(6) 2x =4 <« =z =1 (c'est encore faux (!), mais c’est une assertion).

Si A et B sont des assertions, I'implicatiea est une assertion de la forme
A < B,

qui signifie : siB est vraie, alorsd est vraie. Comme ci-dessus, elle ne dit pas (!!) fuest vraie !
Attention: « A = B » et «A < B » doivent étre bien distingués ! Voici un exemple d’'une utilisation
incorrecte :

S'il fait nuit, alors les phares des voitures sont allumés. Les pharegtie woiture sont
allumés, donc il fait nuit.

L'équivalence

Le symbole< indique I'’équivalence; il se dit « est équivalent a », « si et seulementetc. Il est
employé si les deux implications- et < sont vraies en méme temps.

(1) Je recois les points ECTS si et seulement si je réussis I'examen.
(2) On a2z = 2, si et seulement gt = 1. (On suppose ici que est un nombre réel.)

(38) On ax? = 1, si et seulement st = 1 oux = —1. (On suppose ici que est un
nombre réel.)

Discutons d’abord pourquoi il N’y a pas d’exemple avec une rue mouill&essertion : « La rue est
mouillée.= Il pleut. » est fausse (car quelqu’un pourrait nettoyer sa voiturédtsiil ne s’agit pas
d’une équivalence. Aussi l'assertion 24 = 1 < x = 1 » est fausse, car l'assertion& =1 = z =

1 » est fausse, parce que= —1 est une autre solution.

Voici, la formalisation :
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(1) Jerecois les points ECTS: Je réussis I'examen.
2)22=2 < =1
R)2?=1 <« (z=1louz=-1)

Si A et B sont des assertions, I'équivaleneeest une assertion de la forme
A& B,

qui signifie : A est vraie si et seulement Biest vraie.
Voici un autre exemple de proposition.

Proposition 2.1. Soientn, m des entiers relatifs. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) n est pair.
(i) n 4+ 2m est pair.
Démonstration.Si on démontre une équivalence, il faut démontrer les deux assertions.
« (i) = (ii) » On suppose ici que est pair. Il existg € Z tel quen = 2q. Alors,n+2m = 2¢+2m =
2(q +m). Doncn + 2m est pair.
« (i) < (i) » On suppose maintenant que- 2m est pair. |l existe; € Z tel quen + 2m = 2q. Alors,

n = 2q — 2m = 2(q — m). Doncn est pair.
O

Comment manipuler des équations

On commence cette petite partie par un avertissement :

Faites bien attention au symbeie, <, < a utiliser.

C’est une grande source d’erreur au début.

Nous allons insister sur I'utilisation des symboles=, <, < dans les manipulations des équa-
tions.

Voici un exemple. Soit: un nombre réel.

4+ 3=4dx—1 | — (4z — 1)
= 2 —4xr+4=0
= (x—2)%=0 Va
= r—2=0 |+ 2
= r=2

Notre calcul montre : si € R est une solution de I'égalité’+3 = 42 —1, alorsz = 2. Elle ne montre
pas quer = 2 est une solution. Mais cette derniére assertion est aussi corcte3 = 4 -2 — 1.
Nous pouvons rajouter une autre ligne en bas de notre calcul :

=22 +3=4dz—1.
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Nous avons fermé le cercle : on peut déduire de la vérité de n'importellagigs assertions dans
le calcul la vérité des autres en suivant les fleches d’'implication. Donestdées manipulations que
nous avons faites sont en effet des équivalences : on auraitipei€cau lieu de= a chaque fois. On

pourrait aussi vérifier que chacune des implications que nous avorEsé&st en fait une équivalence.

Vous pensez peut-étre que les remarques précédentes ne sontsoeubtildés sans importance.
Considérons encore une fois un nombre r€et faisons le calcul suivant :

2= -9 | carré
= zt =81 K
= r=30uzx =—-3

Les manipulations sont correctes et ce calcul montre :sR est une solution de I'égalité® = —9,
alorsz = 3 oux = —3. Mais, ni l'un ni l'autre n’est une solution de I'équaltion de départ ! PowI ?
Parce que notre équation du début ne possede aucune solutioR.daosc, attention a veérifier que
vos calculs donnent une solution au probléme initiale.

Que pensez-vous des arguments suivants ? Sejemideux nombres réels.

n=m | n
= n? = nm |+ n?
= n? +n%=n?+nm
= 2n? = n? + nm | — 2nm
= 2n? — 2nm = n® + nm — 2nm
= 2n? — 2nm = n? — nm
= 2(n* —nm) =1 (n* — nm) | : (n® — nm)
= 2=

Nous avons donc démontré : Si= m, alors2 = 1. L'égalité n = m peut étre facilement satisfaite,

La faute se passe dans la derniére implication. Elle est faus$e-shm = 0 (c’est d’ailleurs le cas
quandn = m), parce que dans ce cas nous divisons par zéro. Notez que queleigla valeur de
n? — nm, multiplier par cette expression donne une implication :

2 2

a(n® —nm) =b(n” —nm) < a=0».

Nous avons donc mis> ou < aurait été correct. Mais= dans la derniére ligne ne nous permet plus
de déduire que l'assertich= 1 est vraie. Ouf, sauvés.
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Encore un autre... Soient m deux nombres réels.

m=n+1 | —m
= O=n+1-m | -4
= 0=4n+4—4m | + (n? — 2mn + m?)
= n? —2mn 4+ m? = n® 4+ 4n + 4 — 2mn — 4m + m?
= (n—m)?=(n+2)%—2(n+2)m+m?
= (n—m)? = (n+2—m)? VA
= n—m=n+2-m |+ (m —n)
= 0=2

Nous avons donc démontré : @i = n + 1, alors0 = 2. L'égalité m = n + 1 peut étre facilement
satisfaite, par exemple pat = 1 etn = 0. Alors I'assertior) = 2 est vraie. Nous avons donc encore

3 Etetouououetet

Sion a une assertion, son contraire en est une autre, appelégaten(par ex. « Il pleut. » Négation :
« Il ne pleut pas. »). On peut aussi combiner deux assertions pagtuncu un «ou» (par ex. « est
pair et z est positif. » ; «¢ = 2 ou 2 est impair. »).

Nous allons étudier ces trois constructions de plus pres. Pour celaltonssidiliser les tables de vé-
rité. Pour ceux qui aiment bien l'informatique, il peut aider d'utiliser le modekecircuits électriques
comme dans le livre de Schichl/Steinbauer.

La conjonction « et » (symbole :A)

« Et » en mathématiques a la méme signification qu’au quotidierd: ai B sont des assertions,
I'assertionA et B et vraie si et seulement gi et B sont vraies. Vous pouvez soit écrire le mot « et »,
soit utiliser le symbole\.

Introduisons maintenant le formalisme (facile!) des tables de vérité (v=, ¥raiausse) :

A | B || AN B || Explication

V|V v Si A est vraie etB est vraie, alors4 A B) est vraie.

v | f f Si A est vraie etB est fausse, alorsA(A B) est fausse.
flv f Si A est fausse eB est vraie, alors4 A B) est fausse.
flf f Si A est fausse eB est fausse, alorsA(A B) est fausse

(1) P est étudiant(e) de ce cowtsP habite a Luxembourg.
(2 z2=1etz >0
Regardons (2) de plus prés. Sdi’assertion «z? = 1 » et B I'assertion « > 0 ».

— x = 1:c'estle cas de larangée 1; alors, I'assertion est vraie.
— x = —1:c'estle cas de larangée 2; alors, I'assertion est fausse.
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— x # letx > 0:c'estle cas de larangée 3; alors, I'assertion est fausse.
— x # —1letx <0:c'estle cas delarangée 4; alors, I'assertion est fausse.

La disjonction « ou » (symbole :V)

« Ou » en mathématiques a la signification suivante4 st B sont des assertions, alors I'assertion
« A ou B » est vraie si au moins une des assertidn® est vraie (en particulier, si les deux sont
vraies, alors « ou B » est vraie). Vous pouvez soit écrire le mot « ou », soit utiliser le symbole
Voici, la table de vérité qui exprime ce fait :

AV B

- -, < <

B
v
f
v
f

- < < <[ <

(1) P est étudiant(e) de ce couns P habite a Luxembourg.
(2) z2=1o0uz >0

Regardons (2) de plus prés. Sdif’assertion «? = 1 » et B l'assertion « > 0 ».

— x = 1:c'estle cas de larangée 1; alors, I'assertion est vraie.

— = —1:c'estle cas de larangée 2; alors, I'assertion est vraie.

— x # letx > 0:cestle cas de larangée 3; alors, I'assertion est vraie.

—x# —letx <0:cestle casdelarangée 4; alors, I'assertion est fausse.

Notez que « ou » au quotidien est souvent utilisé de maniére exclusiveule?ous du café ou du
thé ? » ; « Allez-vous a droite ou a gauche ? ». C’est soit I'un, soit I'aR&e en maths : Si et B sont
vraies, alors I'assertion4d v B) est vraie. Mais, aussi au quotidien on peut utiliser « ou » comme en
maths : « Si c’est votre anniversaire ou si vous réussissez I'exgenens félicite. » Je vous félicite
méme si vous réussissez votre examen le jour de votre anniversaire.

La négation (symbole :—)

Si A est une assertion, nous écrivons « nba ou «—A » pour sa négation. La table de vérité de la
négation est facile :

Al -A
\% f
f Y

Voici, des exemples de négations :

(1) Il pleut.

Négation :Il ne pleut pas.
2 z=1

Négation :xz # 1
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(3) Il est luxembourgeoist il étudie a I'Université du Luxembourg.
Négation :ll n'est pas luxembourgeomsu il n'étudie pas a I'Université du Luxem-
bourg.
(4) z2=1etz >0
Négation :z2 # 1ouz <0
Dans les exemples (3) et (4) nous avons vu que « et » et « ou » sohaagée lors de la négation.
Démontrons ce fait par la table de vérité :

A|B|AANB | ~(AANB) || "A | -B | (mA)V (—B)
V|V v f f f f
v | f f v f v v
flv f v \Y; f v
f|f f v \Y; v v

En fait, dans les tables de vérité nous pouvons considérer les assedion®e des variables qui
peuvent avoir une des deux valeurs : « v,f». On peut exprimer le apdtetableau précédent comme
I'égalité :

-(AANB)=(-A)V (—B).
Mentionnons encore ldouble négation: on vérifie immédiatement que(—A) = A ; donc la néga-
tion de la négation d’'une assertion est égale a I'assertion du débutstféux que I'assertionl est
fausse, alors! est vraie. Voici, quelques exemples :
— Il n’est pas vrai que le Luxembourg n'appartient pas a I'UE.
— Je ne vais pas m’abstenir de voter.
— «—(x # 1) » est une fagon compliquée pour écrire « 1 ».

Calculs avec les symboles, A, —

Théoréme 3.1.SoientA, B, C des assertions. Alors les égalités suivantes sont vraies.
(@) AvB=BVA,

AN B = B A A (commutativité) ;
(b) A\/(BvC)— AV B)VvC,
BAC AN B) A C (associativité) ;
BAC BYAN(AV(O),
)V

A )=
(C)AV( )=
A(BVC) = (A A ©) (distributivité) ;
( ) =
) =

/\/-\ —~~

/\B

(d) Av(BAA
AN(BV A

(e) AV A=A,
ANA=A,;
f Av f=A,
ANv=A;
(9 Avoe=nu,
ANf=T;
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(h) AV (-A)=wv
I

)

AN (-A)

(i) =(-4) =
() ~(AVB)=(=A) A (=B),

—(AA B) = (—A) VvV (—B) (regles de de Morgan).

BN

La démonstration par tables de vérité va étre faite dans des exercices.

La contraposée

SoientA et B deux assertions. Alors, I'assertiond«=- B » est vraie, si et seulement s{«A) <
(—B) » est vraie. On appelle I'assertior{«A) < (—B) » lacontraposée de4 = B).
(1) Il pleut.= La rue est mouillée.
Formulation équivalentell ne pleut pas< La rue n’est pas mouillée.
(2) P estun point sur le cercle de rayoret de centr&’. = La distance entré estC'
est égale a.
Formulation équivalente P n'est pas un point sur le cercle de rayeret de
centreC. < La distance entré estC est différente de.
@B zr=1=22=1
Formulation équivalentez # 1 < 22 # 1
@4 ?=letz>0zx=1
Formulation équivalente (x? # 1 oux < 0) &z # 1
Quelques fois il est plus facile de démontrer la contraposée d’undiessgre I'assertion elle-méme.
Proposition 3.2. Siz” +x + 1 =0, alorsz # 1.
Démonstration.Nous ne cherchons pas a calculer les solutions ce cette équation caeeitas pas
demandées. Il est plus facile de démontrer la contraposéex «Sialorsz” + x + 1 # 0. » On voit
immédiatement que cette assertion est vraied€ar 1 +1 = 3 # 0. O]

Voici un autre exemple de proposition.
Proposition 3.3. Soitn un entier relatif. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) n est pair.
(i) n? est pair.
Démonstration.Si on démontre une équivalence, il faut démontrer les deux assertions.
« (i) = (ii)» C’est le contenu de la proposition 1.3.
« (i) < (ii) » La contraposée de I'assertion recherchée est ;1 &t impair, alors:? est impair. »

\ous avez démontré cette assertion en cours.
O

Attention : Ne pas confondre la contraposée afred) = (—B). Voici un exemple d’une utilisation
erronnée (!):

Les voitures ayant eu un accident sont cassées. Cette voiture réa pasccident, alors

elle n'est pas cassée.
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La table de vérité de I'implication

Finalement, on regarde la table de vérité de I'asse(tibe> B).

A|B| A=1B
V|V v
v | f f
flv \Y;
f|f \Y;

Cette table doit étre comprise comme une définition du symbsies«Voici une explication du choix

de cette définition. Supposons gde=- B est vraie. Alors :

— Si A est vraie,B est vraie aussi. Ceci exprime « I'implication ».

— Si A est fausse, on ne peut rien dire &It B peut étre vraie ou fausse.

En fait, si on exige ces deux propriétés, la table de véritédde> B ne peut étre que celle en
haut, comme on le vérifie directement. Il peut apparaitre contre-intuitif quieleséres deux lignes
expriment : « D’'une fausse assertidron peut conclure que toute assertiBrest vraie et qu’elle est
fausse. »

Proposition 3.4. SoientA, B des assertions. Alors :
(@) (A= B) = ((-4) < (=B)).
(b) (A= B) = (=(AA(=B))) = ((=4) v B).

La démonstration sera faite dans des exercices. La partie (a) de |sjiapoérifie ce que nous avons
dit sur la contraposée juste avant. La partie (b) donne une explicatimeflerpour les démonstrations
par I'absurde : I'assertion « I'hypothése est vraie et la conclusioB est fausse » est fausse. Elle
justifie aussi la table de vérité définissant I'implication (« On ne peut pas avaifois A vraie etB
fausse »).

4 De l'existence pour tout

Il'y a peut-étre une personne parmi vous qui a deux fréeres. Esteeette personne dit la vérité
quand elle dit : « J'ai un frére » ? Evidemment que oui! Si on a deuwedrésn en a aussi un. Un
mathématicien ayant un frere et pas deux dirait : « J'ai un frere etulm s « J'ai précisement un
frére. »

Une autre personne n'a pas de frére du tout. A-t-elle raison si elle diibug mes fréres ont les
cheveux verts » ? La réponse est encore : oui.

L'existenced

Voici quelgues exemples d’assertions vraies :

(1) 'y aun étudiant dans cette salle.
(2) Il existe un nombre rationneltel que2zx = 2.
(3) Il existe un et un seul nombre rationnelel que2z = 2.
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(4) Il existe un nombre rationneltel quez? = 1.
(5) Il existe un et un seul nombre rationnefel quez? = 1 etz > 0.

« Il existe » veut dire : il existe au moins un. Il peuty en avoir plus qudgsuvent on utilise le symbole
3 pour «il existe ». S'il existe un, mais pas deux ou plus, alors on dit quexistieeun et un seul » ou
« il existe un unigue ». Dans ce cas on écrit souvetitx

Avec ces symboles les exemples deviennent :

(1) 3 étudiant dans cette salle.
(2) dz € Qt.g.2z = 2.
(3) NreQtqg.2z =2.
(4) 3z € Qtg.2? = 1.
(5) Nz cQtg.z?=1letz > 0.

En revanche, l'assertion®z € Q t.q. 2% = 1 » est fausse.
On remplace souvent le « t.q. » par deux points « : ».
Voici un exemple d’une proposition.

Proposition 4.1. L'équation

a?+ b2 =c
posséde une solution en entiers positifs non nuls.

Démonstration.L'existence peut étre montrée par un exemgé + 42 = 52 Ol

Pour tout v
Voici quelgues exemples d’assertions vraies :

(1) Tous les étudiants dans cette salle étudient a I'Université du Luxembour
(2) Pour tout nombre rationnel on az? > 0.

Proposition 4.2. Le carré de tout entier relatif pair est divisible par
Démonstration.Soitn = 2m un entier pair. Alors:? = 4m? est divisible pas. O

On utilise le symbol&’ pour « pour tout ». Voici, les exemples de fagon plus formels :

(1) V étudiant dans cette salle : il étudie a I'Université du Luxembourg.
(2) VzeQ: 22>0.
(3) Lassertion de la proposition 4.2 s’exprime ainsi :

VneZ: (2] n=4]|n?).
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Encore une fois la négation

(1) Tous les étudiants ont les cheveux blonds.

Négation :Il existe un étudiant qui n’a pas les cheveux blonds.
(2) Il existex tel quef(x) = 0.

Négation :Pour toutz : f(z) # 0.

’ Si on fait la négation d’'une assertion, il faut échartget 3, et il faut échanger « » et «V ».

On peut démontrer qu’une assertion « pour tout » est fausse enrdam@ontrexemple Par ex. :

— « Tout nombre impair est un nombre premier. »
Cette assertion est fausse car on a le contrexenfpte 3 - 3 est impair, mais pas premier.

— « Toutes les équationg + ax + b = 0 aveca, b € Z possédent une solutionc R. »
Cette assertion est aussi faussexdar 1 = 0 ne posséde pas de solutiodansR. C’est donc aussi
un contrexemple. (L'équation possede deux solutiors dans les nombres complexes ; mais, cela
n'était pas la question.)

5 Indices, sommes et produits

Si nous avons une fonction qui dépend de deux variables, par ex¢aplg) = =2 + 2y, on peut les
numéroter en utilisant des indices, x5 (dans notre exemplefi(z1, x2) = 2% +2x5). Cela est surtout
utile, si le nombre des variables n’est pas fixe, par exerfiple, zo, . . ., z,,). Nous avons aussi déja
utilisé des indices dans les sections précédentes, paf,gx. . . ., pn.
Vous connaissez peut-étre aussi les polynébmes. Un polynéme derdagréefficients rationnels est
une expression :

p(x) = aoz® + a1zt + asx® + - + apa”

avecag, ai, . .., a, € Q eta, # 0 (pour que le degré soit vraimentet pas inférieur). Evidlemment,
on peut faire la méme chose pour des coefficients dans un autre ensermldgpr exempleR ou
C).

Il est possible d’avoir deux indices. Par exemple, on peut numérotentesses d’'une matricd de
taille n x m comme suit :

a1 ar2 a13 ... Qlm
a1 a2 G23 ... Q2;m
A=]a31 a32 a3z ... a3m
Gp1 An2 an3 ... Gpm

On peut, par exemple, définir une matrice de tailbe 3 par la formule :
a;j:=3-(i—1)+jpourl <i<3etl <j<3.

Cela donne

~N &~ =
oo Ot N
O O W
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Il peut méme nous arriver d’avoir des indices qui ont aussi des in@ige-mémes, par exemple :
A1,1, A1,2, A
A2,17 A2,2, Ao,

An,b ATL,27 s An,en

On peut imaginer cet exemple comme une matrice, sauf que la longueur desvigiged’une ligne
a l'autre.

Définition 5.1. Le symbolelelta de Kroneckeest défini comme

1 sii=y,
dij = o
0 sii#j.

Par exemple, nous avons pouE N

5171 51,2 5173 . 51,n 1 00 ... O

5271 52,2 5273 - 52,n 01 0 ... 0
A= 5371 53,2 5373 ... 53,n —10 0 1 0 ,

Sui Onz Ong ... Oun 000 1

)

c’'est la matrice « identité ».

Nous avons souvent utilisé les trois points. «». C’est une écriture suggestive, mais pas précise!
Vous pensez qui, 5,7, ... est la suite des nombres impairs supérieurs ou égauxdais non, on
pourrait aussi vouloir parler des nombres premiers impairs. Donc, ilnmaaux étre précis. Pour cela
on introduit les symboles et] [ pour les sommes et les produits.

Voici, des exemples :

— Notre polynéme ci-dessus s’écrit :

n
p(z) = aor’ + a1zt + asx® + -+ apa™ = E a;z".
i=0

Cette notation dit que I'indicéparcourt les: + 1 entiers entr® etn (avec0 etn inclus).
- 30 i=1+4+2+43+4+5=15.
-T,i=1-2-3-4-5=120,
- 30 =12 +422 432 4+ 42 4 5% = 55.
— T, 4% =12-22.32.42 .52 = 14400.
— Cas spécial de la somme vide : Soignrt a des entiers relatifs. Alors

pour n’importe quek;.
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— Cas spécial du produit vide : Soiénk a des entiers relatifs. Alors

b
H a; = 1
i=a

pour n'importe quek;.

Définition 5.2. Pour un entier naturehk on définitn factoriellecomme

n
n! = H 7.
i=1

Noter le cas spéci@l = 1 qui correspond au produit vide. Nous avons déja vu le cas sgeial 20
plus haut.

6 Récurrence

Une méthode de preuve trés souvent utilisée edétaonstration par récurrence Nous commen-
¢cons par un exemple qui — selon la Iégende — est d0 & Gaul3 quand il éait Son professeur
voulait occuper les enfants et leur a demandé de calculer la somme des eatigels jusqu’a 100,
cest-a-direl +2 + --- + 100 = 3.1%i. GauR a trouvé la réponse tout de suif@30. On peut
s'imaginer que son professeur n'était pas content car il lui fallait atotsver d’autres choses pour

occuper les enfants.

Proposition 6.1(« Petit Gaul3 ») Pour tout nombre naturet > 1, on a la formule :
Zn:i _n(n+1)
=1 2
Démonstration.
(1) On commence toujours par une vérification de la formule au cas minimal=cl :

1(1+1
St 11+1)
2
(2) Supposons que nous savons déja que la formule est vraiewpeurn (par ex.m = 1). Nous
allons la démontrer pour = m + 1 :

m+1 m

Zi: (> i)+ (m+1) CaSEmW+(m+1)

~m(m+1)+2m+1)  (m+1)(m+2)
B 2 N 2
(3) Ce que nous avons fait suffit déja pour conclure que la formuberaigt pour tout, > 1 :
Pour le cas. = 1 on utilise (1).
Puis on utilise (2) pour conclureducas=1lecasn =1+1 = 2.
Puis on utilise (2) pour conclure ducas=2lecasn =2+ 1 = 3.
Puis on utilise (2) pour conclureducas=3lecasn =3+ 1 =4.

On se convainc que par ce processus on traite tous eg.
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Le principe de la démonstration précédente s'appelle « démonstratiorcpererice ».
Nous formalisons ce principe maintenant. Séft:) une assertion (pout un entier), par exemple

n(n+1)

n
A(n) : 1+2+...+n:Z¢: 5
=1

Les trois étapes dans la preuve sont appelées ainsi :

Initialisation Démontrer que I'assertioA(0) est vraie.

Hérédité Pour toutn dansN, démontrer que I'assertiaA(n) implique I'assertionA(n + 1).
Conclusion Pour toutn dansN, I'assertionA(n) est vraie.

Un autre exemple :

Proposition 6.2(Somme des premiers nombres impaiBpur tout nombre natureb > 1, on a la
formule

n
143454+ @2n—1)=) (2i—1)=n".
=1

Démonstration.Nous voulons démontrer I'assertion

A(n) : 1—|—3—i—5—¢—---—|—(2n—1):zn:(Qi—l):n2
i=1

pour tout nombre naturel > 1.

Initialisation : Pourn = 1 onal = 12, doncA(1) est vraie.
Hérédité : « A(n) = A(n + 1) » : Supposons donc que pourc N I'assertionA(n) est vraie.
n+1 n A( )
dDRi-1)=(D Qi-1))+@2n+1) = 0P+ @2n+1)=(n+1)>
=1 i=1
doncA(n + 1) est vraie.

Conclusion : Pour toutn € Nogonad_ l(2i — 1) = n?

Pour simplifier, nous allons utiliser les notations suivantes.

Notation 6.3. Soitng un entier naturel ; on not&-,,, I'ensemble des entiers naturels supérieurs ou
égaux ang etNs,, 'ensemble des entiers naturels strictement supérieurs. a

Le principe de récurrence a plusieurs variantes.

Proposition 6.4 (Variantes du principe de récurrence)
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Changement d'initialisation Soientng dansN et, pour toutn dansN supérieur ou égal ag, une
assertionA(n). Alors :

(A(no) A (Vn € N>y, A(n) = A(n+1))) = (Vn € Nxpy, A(n)).
Récurrence forte Soit, pour tout: dansN, une assertiomi(n). Alors
(A0) A (Vn e N, (A(0) etA(1)... etA(n)) = A(n+1))) = (Vn € N, A(n)).

Récurrence finie SoientNV et M dansN, avecN < M et pour tout entier dans{N, ..., M}, une
assertionA(n). Alors

(AN)A (Vn € {N,...,M —1},A(n) = A(n+1))) = (¥n € {N,..., M}, A(n)).

Récurrence finie descendanteSoient N et M dansN, avec N < M et pour tout entiem dans
{N,..., M}, une assertiom(n). Alors

(A(M)A (Vn € {N +1,...,M},A(n) = A(n — 1))) = (Vn € {N,..., M}, A(n)).

Nous connaissons maintenant les principes les plus importants des détrmrstra
— démonstration directe ;

— démonstration de la contraposée (c’est une démonstration indirecte) ;

— démontration par I'absurde (c’est une démonstration indirecte) ;

— démonstration qu’une assertion est fausse par un contrexemple ;

— démonstration par récurrence.

Développement du binbme de Newton

Définition 6.5. Soientn € N etk € Z Pour0 < k < n, nous définissons leoefficient binomial
comme

Pourk > n ouk < 0 on définit

i)

En allemand on prononce :xiberk » ou «k ausn ». En anglais on dit : « choosek ». En francais
on note ausst’¥ (pour « combinaison de parmik »).

Exemple 6.6.

— Pour toutn, dansN, on a(ﬁ) = <n> = 1.
n

— Pour toutn dansN~g, on a(n) = " > =n.
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Lemme 6.7. Pourn, k € N etk < n nous avons :

() =6")

Lemme 6.8. Pourn, k € N etk < n nous avons :
k )
n n+1—1
=1
Démonstration.Exercice. O

Proposition 6.9(Formule de Pascal)Pour toutk,n € Nona:

o) en)=03)

Démonstration.On vérifie immédiatement I'égalité recherchéegisk 0 ou k& > n. On peut donc
supposell < k < n. Laformule se vérifie par le calcul suivant :

n n n! n!
(k) + (k - 1) M=k T = Dln—k+ 1)

_onl(n+1- )+ nlk
Tkl —R)! Kn+l—k)
nln+1—-k+k)

Elln+1—k)!
 (n+ 1)
~ kl(n+1—k)!

_(n+1
= N )
Nous donnons maintenant I'explication combinatoire du coefficient binomial.

Proposition 6.10. Pour tousn et £ dansN>1, le coefficient binomia Z exprime le nombre de

possibilités pour choisik entiers parmil, 2, ..., n (I'ordre ne jouant aucun réle).
Démonstration.Par récurrence su.

Initialisation : Pourn = 1 etk = 1 il n’existe qu’une seule possibilité {[1> = 1, donc 'assertion

est vraie.

Hérédité : «n = n + 1» : On cherche a sélectionnkrentiers parmil,...,n + 1. On distingue
selon deux cas : soit on sélectionme- 1, soit on ne le sélectionne pas.
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Si on choisitn + 1, il nous restek — 1 entiers a choisir, parmi, ..., n. Par hypothése de

récurrence, il exist<k " 1) possibilités de choisit — 1 nombres parml, 2, ..., n. Donc, il

existe possibilités de choisik éléments parmi, 2,...,n + 1 sous la condition que

n
k-1
n -+ 1 est choisi.

Sion ne choisit pas + 1, cela signifie gu’on va choisir ndsentiers parmi, . . ., n. Encore par

I'hypothése de récurrence, il exis eZ possibilités de choisik éléments parml,2,...,n;

c'est-a-dire gu'il existe Z possibilités de choisik entiers parmil,2,...,n + 1 sous la
condition quen + 1 n'est pas chaoisi.

Donc, le nombre de possibilités de choisientiers parmil, 2,...,n + 1 est

bh) ()= 03)

par la formule de Pascal (proposition 6.9).

Par exemple, le nombre de possibilités de choisir 6 nombres gabmi. ., 49 (Lotto allemand) est

(469> = 13983816.

Théoréme 6.11(Formule du binbme de Newtanpoitn € N. Pour touta, b (nombres réels, ration-
nels, complexes, entiers, etc.) nous avons :

(a+b)" = (Z) akpn k.

k=0

Démonstration.Par récurrence.

Initialisation: Pourn = O ona(a+b)° = 1ety ), (Z) akpnk = (8) a®b? = 1, donc

I'assertion est vraie.

Hérédité : «n = n+1»: Nous supposons que paui N 'égalité (a+b)" = >} _, <Z> akfvor—F
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a déja été démontrée. Nous faisons le calcul suivant :

_ 0pn+l = n n kpn+l—k n+170
=a'b b b
a3 (1) )

n
07n+1 n+1) joniiok | nt1p0
=a’ E b b
a —|—k1( 1 )a +a

n+1
=D (n N 1) akprti-k
k
k=0

Nous avons utilisé la formule de Pascal (proposition 6.9).

7 Ensembles

Nous utilisons la notion d’ensemble de Georg Car@tor :

Par ensemble, nous entendons toute colleclibrd’objetsm de notre intuition ou de
notre pensée, définet distincts ces objets étant appelés les élémeletd/.

Interprétation :

— objet : « objet mathématique »;

— collection : 'ensemble sera un nouvel objet mathématique ;

— définis : les objets doivent étre clairement définis;

— distincts : il doit étre clair si deux objets sont égaux ou distincts.

On peut décrire un ensemble en écrivant ses éléments. Par exemple :

- A={A,B,C,D,...,X,Y, Z}, l'alphabet.

- 2=40,1,2,3,4,5,6,7,8,9} = {4,2,3,9,0,7,6,8,1,5}, 'ensemble des chiffres. Notez pour la
derniére égalité gu'un ensemble ne dépend pas de I'ordre dans legéalitses éléments

On peut aussi définir des ensembles par des propriétés. Par exemple :
-X={ ay |z€ZyecZ}=1{00,01,02,03,...,99}.
~~ —

éléments propriétés
— £ = {P | P est étudiant(e) de ce couysl’'ensemble des étudiants de ce cours.

2|ly a des subtilités avec les ensembles que vous n'allez pas rencaemidant vos études (sauf dans un cours de logique
mathématique). Par exemple, la collection de tous les ensembles n’'est pasemble.
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— L = {P | P estun/une Luxembourgeois(g)'ensemble de tous les Luxembourgeois.

— B={abc|ac Abec A, ce A}, I'ensemble de tous les mots en trois lettres. Noter que la virgule
dans la description doit &tre comprise comme « et » et pourrait étre remplacés ».

— G ={n|n e N,n estpair}, 'ensemble des nombres naturels pairs.

— Soienta, b € R. Lensemble

[a,b] :={zx |z eR,a <z <b}

est appeld@’intervalle fermé entrex et b. (Pour les intervalles ouverts (semi-ouverts) on utilise la
notation|a, b (Ja, b]).)

Nous utiliserons les notations suivantes :

— () pour 'ensemble vide ;

— € pour indiquer I'appartenance d’un élément & un ensemble;

— ¢ pour indiquer qu’un élément n’appartient pas a un ensemble ;

— #M pour indiquer le nombre d’éléments d’un ensemble.

Par exemple :

-7€eR

- 7€]2,10]

- 7¢[8,10]

— A € A(Aestélément de 'ensemhlé, I'alphabet.)

— A ¢ Z (An'est pas un élément de I'ensemble des chifftes
- ABC e B

— Henrie L.

- #A=26

—#Z=10

Définition 7.1. SoientA, B des ensembles.
— B est appel&ous-ensemble dé si pour toutb € B on ab € A. Notation : B C A.
— A et B sont appeléggauxsi A C B etB C A. Notation : A = B.
— On appelle 'ensemble
A\B:={a|a€ A,a ¢ B}

le complément ou la différence de dansA.
— On appelle 'ensemble
AUB:={ala€ AVac B}

la réunion deA et B.
— On appelle I'ensemble
ANB:={a|la€c Aac B}

lintersection deA et B.
— SionaAn B = (), on appelled U B la réunion disjointe dei et B. Notation : AU B ou A L B.
— On appelle 'ensemble
Ax B={(a,b)|ac Abec B}

le produit cartésien dd et B. Ses éléments sont aussi appelésples
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Par exemple :

-{A,D,Z} C A.

- {1,2,3,4} C Z;aussi {1,2,3,4} CN.

-GCN

- [1,2] CR

- 2\ {1,2,3,4} = {0,5,6,7,8,9}.

- {1,2,3,4} \ {2,3,4,5} = {1}.

-{1,2,3}\ Z2=0.

- [1’3] \ [2,3] = [172[' .

- {1,2} U{8,9} ={1,2,8,9} = {1,2} U {8,9}

- {1,2,3} U{3,4,5} ={1,2,3,4,5}. (Tout élément n'appartient qu'une fois a 'ensemble!)
- [1,3]N[2,4] = [2,3]

- LNE = {A]| Aestluxembourgeois et étudiant de ce cdurs

— N x N est I'ensemble de tous les couplesb) aveca, b € N.

- Ax Z2={(4,0),(A,1),...,(A,9),(B,0),(B,1),...,(B,9),(C,0),...,(Z,9)}.

Lemme 7.2. Soient4, B, C des ensembles. Alors, les assertions suivantes sont vraies :
@ An(BUC)=(AnB)U(ANC)
(b) AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)

Démonstration.(a) Nous nous souvenons que deux ensembles sont égaux si I'smusseénsemble
de l'autre et réciproguement. Nous allons alors montrer les deux inclusions

1) AN(BUC)C(ANB)U(ANCO)

2 AN(BUC)D (ANB)U(ANCQ)

Par définition deC il faut montrer ;

1) ze AN(BUC)=z€ (ANB)U(ANC).
2ze(ANB)UANC)=2xc AN(BUC).

(1) Soitz € AN (BUCQC).
=zc€AANz e (BUC)
=szrzcAN(xeBVzel)
=(xeANzeB)V(xzeAnzel)
=x€ANBVze ANC

=z (ANB)U(ANC)

Nous avons démontré (1). Dans les calculs on s’est servi des régletepcalcul avec les symboles
«V, A» du théoréme 3/1.

(2) Soitz € (ANB)U (ANC)
==x€ANBVze ANC

= (xeANzeB)V(reAnzel)
=x€AN(xeBVvzel)

=z € AN(BUC).

Nous avons démontré (2), et donc (a).
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(b) Avec la méme argumentation nous devons démontrer :
1) zeAu(BNC)=ze€ (AUB)N(AUC).
2 ze(AUB)N(AUC)=2€ AU(BNCOC).

(1) Soitx € AU(BNC)
=zrzcAVzre(BNCO)
=zrzcAV(xe BNz el)
=(xeAVvzeB)AN(zre AVvze(C)
>rxc AUBAz € AUC

=z (AUB)N(AUCQC)

Nous avons démontré (1).

(2) Soitz € (AUB)N (AU Q)
=x€AUBAx e AUC

= (xeAVvzeB)AN(z e AVzel)
=rcAV(xe BNz e()
=z€Avze(BNC)
=zcAU(BNC)

Nous avons démontré (2), et donc (b). O

Lemme 7.3. SoientE un ensembled et B des parties deb et A = E\ Aet B = E\ B, les
complémentaire dd et B dansE ;ona:

(@ ANA=0etAUA = FE (autrementditA Ll A = E);
(b) E\(E\A)=A;

(c) ACB & BCA;

(d AUB=ANB;

(e) ANB=AUB.

Démonstration.

(@) Supposons par I'absurde que l'intersection A est non vide. Soit alors un élément dand N A.
Ona:x € AAx ¢ A. Ceci estimpossible, dong¢ N A est vide.

CommeA et A sont des sous-ensemblesiddeur union I'est aussi: ondUA C E. Démontrons
maintenant que est inclus dans I'uniom U A. Pour cela, soitr un élément deF. On a :
r € AV z ¢ A. Ceci prouve que appartient 34 U A. Ainsi, on akE C A U 4, et finalement
I'égalité.

(b) Soitz dansFE;ona:

re€E\(E\A) e rx¢E\As ~(zecE\A) & ~(r¢A) saxeA

Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.

(c) Démontrons d'abord I'implication « ». On suppose dond C B et on veut démontreB C A.
Pour cela, soit dansB = E \ B. Supposons par I'absurde quer'appartient pas a. Alors, =
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appartient 8, donc aB (par I'hypothésed C B). Ceci est impossible, carappartient 8. On
en déduit que: est dansA et finalement l'inclusion voulue.

Démontrons maintenant I'implication« ». On suppose donB C A et on veut démontred C
B. D'aprés l'implication «= », 'hypothéseB C A implique : A C B. Or, d'aprés le point (b),
onad=FE\ (E\ A) = Aetde méme3 = B. On obtient donc la conclusion voulue.

(d) Soitz dansFE;ona:
r€eAUBer¢ AUBS ~(r € AUB) < ~(r€ AVz € B)

s(zecAAN-~(reB)ercANreEBsrc ANB.

Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
(e) Ona, daprés (b) et (d) :

ANB=ANB=AUB=AUB.

8 Applications et fonctions

Définition 8.1. SoientA, B des ensembles. Urapplicationf : A — B est une régle qui associe a
tout élément € A un uniqueélémentf(a) € B.

On appelleA 'ensemble de départ ou la source flet B 'ensemble d’arrivée ou but dg&

Les applications sont aussi appeldenctions

Soitf : A — B une application.

— On appelle I'ensemble

{(a,f(a)) |a€e A} CAx B

le graphe def.
— Sia € A, on appellef(a) 'image dea par f.
— SoitS C A un sous-ensemble. L'ensemble

f(S)={f(s)|seS}CB

est appeldimage (directe) de5 par f.
L'ensemblef(A) est appeldimage def (tout court).

— Soitb € B. Touta € A tel que f(a) = b est appeléune image réciproque (ou préimage ou
antécédent) dé (Un tel élément n’existe pas toujours et lorsqu’il existe, il n'est paisjum en
général!).

— SoitT C B un sous-ensemble. L'ensemble

fUT) ={a|a€ A, fla) e T} C A

est appeld'image réciprogue (ou préimage ou antécédant]'gmr f.
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— L'application f est appelé@jectivesi pour toutz, y € A I'assertion

fle)=fly)=z=y

est vraie. Notez la formulation équivalentg est injective si et seulement si pour tauty € A
distinctsz # y leurs images sont aussi distinctégr) # f(y).

— L'application f est appelésurjectivesi pour toutb € B il existea € A tel quef(a) = b. Notez
que f est surjective si et seulementfgid) = B.

— L'application f est appelébijectivesi f est injective et surjective.

Voici, des exemples :

- A = {1,2,3}, B = {X,Y}. On définit I'applicationf : A — B parf(1) = X, f(2) =Y,
f3) =X,

Cette application est surjective. Il suffit gu’il existe une image récipeqopur chaque élément de
'ensemble d’arrivée. Vérifions ceci : une image réciproqueXdest1 (une autre ess) et une
image réciproque d¥ est2.

Elle n’est pas injective, caret3 sont deux éléments distincts dequi ont la méme valeuf(1) =

X = f(3).

— On peut définir I'application sexe £L — {homme, femmg par la régle sexd®) = homme si
la personneP de I'ensembleC de tous les Luxembourgeois est un homme, et(deéxe= femme
sinon.

Cette application est surjective : il existe au moins un Luxembourgeois mast@ainmoins une

Luxembourgeoise (probablement présente dans cette salle). Elle a®satjective : il y a plus

gu’une Luxembourgeoise ou il y a plus qu'un Luxembourgeois masculabgblement aussi pré-
sents dans cette salle).

L'image réciproque de homme par I'application sexe est 'ensemble de tousnesnbourgeois

masculins.

— Considérons l'applicatioff : R — R donnée par la reéglg(x) = 2 pour toutz € R. Si une
application est donnée par une régle comfnen écrit la régle aussi commes 22 ouz - 22
tout court.

Limage def estf(R) = {z | x € R,z > 0}. Alors, f n'est pas surjective. Elle n’est pas injective
non plus, puisqug(—1) =1 = f(1).
L'application

g: R — Ryg

r .73‘2

est surjective mais pas injective.
L'application
h: Rsp — R
xZ [ 4
est injective mais pas surjective.
L'application
7 RZO — RZO
X = X

est injective et surjective.
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— Considérons 'applicatiofi : N — N donnée par la régl¢(n) = 2n pour toutn € N.
Son image esf(N) = g, 'ensemble de tous les nombres naturels pairs. Alors, elle n’est pas
surjective. Maisf est injective : sif(n) = 2n et f(m) = 2m sont égaux, alors; = m.
— Considérons l'applicatiofi : N — G donnée par la reglg(n) = 2n pour toutn € N.
Elle est bijective.
— Pour tout ensemblé on considére I'applicatioilentitéid4 : A — A donnée parlarégle s (a) =
a pour touta € A.
Elle est bijective.
Les images directes et réciproques de sous-ensembles vérifientpegigosuivantes.
Lemme 8.2. SoientE’ et ' des ensembles gtune application de&& dansF'.
1. SoientA et B des parties dé”; on a:
(@ A C f~1(f(A4)) (Attention, on n'a pas toujours égalité ici) ;
(b) AC B= f(4) C f(B);
(©) fF(AUB) = f(A)U f(B);
(d) f(ANnB) C f(A) N f(B) (Attention, on n'a pas toujours égalité ici).
2. SoientC et D des partiesdd’; ona:
(@) f(f~1(C)) C C (Attention, on n’'a pas toujours égalité ici) ;
(b) CC D= f7L(C) C fUD);
(©) fH(CuD)=fH(C)ufHD);
() 7 (CNnD)=f1C)nfHD).

Démonstration.

1. SoientA et B des parties d&.
(a) Soita dansA. Alors on a (par définition d¢(A)) f(a) € f(A) donc (par définition de
I'image réciproque d’'une partie)c f~' (f(A)). Ceci prouve 'inclusion voulue.

(b) On supposel C B et on veut démontref(A) C f(B). Pour cela, soiyy un élément
de f(A). Par définition def(A), il existe un élément de A vérifiant :y = f(a). Par
'hypothéseA C B, a est aussi un élément d8. On en déduit quef(a), et doncy,
appartient & (B). Ceci prouve l'inclusion voulue.

(c) Soity un élémentdd’;ona:

ye f(AUB) & dJrc AUB,y=f(x)edre E:x € AUBANy= f(z)
& dreFE:(zeAvaxzeB)ANy= f(z)
& reE:(xcAry=f(z))V(r€BAy=f(zx))
& (Fredy=fx)V(@zeB,y=f(z)
& ye f(A)Vye f(B)
& ye f(A)Uf(B).

Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
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(d) Soity dansf (AN B). Alors il existex dansA N B vérifianty = f(x). Commex est
dansA, on ay € f(A). De méme, comme est dansB, on ay € f(B). Ainsi, on
ay € f(A) N f(B). Ceci prouve l'inclusion voulue.

2. SoientC' et D des parties dé'.

(a) Soity dansf (f~1(C)). Par définition de 'image directe d'un sous-ensemble, il existe
dansf~1(C) vérifianty = f(x). Par définition de I'image inverse d’un sous-ensemble,
onaf(x) € C,doncy € C. Ceci prouve l'inclusion voulue.

(b) On suppos€ C D et on veut démontref~1(C) C f~!(D). Soitz dansf~!(C). On a
doncf(xz) € C. Comme on a par hypotheseéC D, f(z) est aussi dan®. Ainsi, = est
dansf~!(D). Ceci prouve l'inclusion voulue.

(c) Soitx dansE';ona:
ref1(CuD) & f(x)eCUD<® f(x)€CV f(x)e D
& zef Y C)vee fY(D) ez f~YO)U D).
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
(d) Soitz dansE;ona:
ref1(CND) & f(x)eCND<& f(lx)€CAf(x)eD
s zef Y CO)Axe fUD) ez f~HO)N D).
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
O

Définition 8.3. SoientA, B, C' des ensembles ¢t: A — B etg : B — C des applications. On
appelle

gof:A—=C, a— g(f(a))
la composée de et f.

Voici, des exemples :

— Considérons les applicatiofis 2] EN [2,3] % [4,9] données par les réglgéz) = = +1 etg(z) =
x2. Alors, I'applicationg o f est donnée par larégl@o f)(x) = g(f(z)) = g(x +1) = (z +1)2.

— Soitf : A — B une application. Alorédp o f = f, puisque pour tout € Aon a(idg o f)(a) =
idg(f(a)) = f(a). De la méme maniére on vofto id4 = f.

Lemme 8.4 (Associativité de la composition d’applicationsyoientA, B, C, D des ensembles et

f:A— B,g: B— Ceth:C — D des applications. Alors, onfaoc (go f) = (hog) o f.

Démonstration.Deux applicationsA — D sont égales si elles prennent la méme valeur pour chaque
a € A. Nous allons vérifier que ceci est le cas paur(go f) et(hog) o f. Soita € A. Nous avons

(ho(gof))(a) =h((ge f)(a)) =h(g(f(a)))
et
((hog)o f)(a) = (hog)(f(a) = h(g(f(a))).

Puisque les deux expressions sont les mémes poua tautl, nous avons achevé la démonstration.
O
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Lemme 85.Si f : A — B est une application bijectivealors il existe une unique application
g: B — Atellequego f =idy et f o g = idp. Elle est donnée par la régkgb) = a ou pour tout
b € Bon prend l'uniquex € A tel quef(a) = b. L'applicationg est appeléé&inverse def et souvent
notéef ! (attention : ne pas confondre la fonction inverse avec I'image réciprogue !

Démonstration.ll y a deux choses a faire : (1) montrer I'existence d’une telle fongjien(2) vérifier
sSon unicité.

(1) Existence : Soib € B. Puisquef est surjective, il existe € A telle quef(a) = b. Dailleurs,

a est unique puisque si on@ € A tel que f(a’) = b, l'injectivité de f nous permet de conclure
de I'égalité f(a) = b = f(d’') quea = d’. Posons y(b) = a. Il faut vérifier queg a les propriétés
requises :

Soitb € B. Nous avons choisi € At.q. f(a) = b et posé(b) = a. Alors :

(fo9)(b) = f(g(b)) = fla) = b=idp(b).

Ce raisonnement est valable pour tbut B. Nous avons alors démontré que les deux applications
f ogetidp sont égales.

Soita € A. Posong := f(a). Nous avons choisi’ € A t.q. f(a’) = b et poséy(b) = a’. Puisque
f(a) = b= f(a), I'injectivité nous donne. = a’. Donc :

(9o f)(a) =g(f(a)) = g(b) = a' =a.

Ce raisonnement est valable pour teut A. Nous avons alors démontré que les deux applications
g o f etid4 sont égales.

(2) Unicité : Supposons que : B — A est une application qui satisfait augsb f = id4 et
foh=idp.

A cause def o h = idpg et f o g = idg, nous concluons

foh=fog.

En conséquence, on a
go(foh)=go(fog).

L'associativité d’applications (lemme 8.4) implique :
(gof)oh=(gof)og.
On utilisantg o f = id 4 hous obtenons :
idgoh =idyog.
Les égalitésd s o h = h etid4 o g = g impliquent
h =g,

et la démonstration est compléte. O
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Lemme 8.6. SoientA, B, C des ensembles ¢t: A — Betg: B — C des applications. Alors, les
assertions suivantes sont vraies :

(a) go f estsurjective= g est surjective.
(b) go f estinjective=- f estinjective.
(c) go f estbijective= f estinjective ey est surjective.

(d) Si f etg sont toutes les deux injectives (respectivement surjectives, respestivigijpctives),
alors g o f est injective (respectivement surjective, respectivement bijective).

Démonstration.(a) Sig o f est surjective, alors par définition pour taute C' il existea € A t.q.
(go f)(a) =g(f(a)) =c.Donc,b := f(a) € B satisfaitg(b) = c¢. Ceci montre qug est surjective.
(b) Soientc, d € C tels quef(c) = f(d). Donc :

(9o f)(c) = g(f(e)) = g(f(d)) = (g o f)(d).

L'injectivité de g o f implique par définitiort = d. Ceci montre l'injectivité def.

(c) C’est une conséquence directe de (a) et (b).

(d) On suppose d’'abord gyeet g sont injectives et on veut démontrer que la comp@ség est aussi
injective. Soient eta’ dansA vérifiant(g o f) (a) = (go f) (a’). Onadongy (f(a)) = g (f(a')).
Par injectivité dey, on obtientf(a) = f(a’). Par injectivité def, on obtient alors = a’. Ceci prouve
queg o f estinjective.

On suppose maintenant qyfeet ¢ sont surjectives et on veut démontrer que la compgse¢ est
aussi surjective. Soit dansC'; on veut démontrer qu'il existe dansA tel quec = (go f) (a).
Par surjectivité dey, il existeb dansB vérifiantc = ¢(b). Par surjectivité def, il existe a dansA
vérifiantb = f(a). On a alors i« = g(b) = g(f(a)) = (go f)(a). Ceci prouve que o f est
surjective.

On suppose enfin qué et g sont bijectives et on veut démontrer que la compaséef est aussi
bijective. Par hypothésd, et g sont toutes les deux injectives et toutes les deux surjectives. D’aprés
ce qui précede, on obtient qye f est injective et surjective, donc bijective. O

Corollaire 8.7. SoientA et B des ensembles gtune application ded dansB. Alors f est bijective
si et seulement s’il existe une applicatige B dansA vérifiant :go f =id4 et f o g = idp.

Démonstration.L'expression « si et seulement si » désigne une équivalence ; ons démontrer
les deux implications.

On suppose d’'abord qug est bijjective. Alors I'existence d’une fonction avec les propriétés du
corollaire est donnée par le lemme|8.5. Ceci démontre la premiére implication.

Pour démontrer la deuxiéme implication, on suppose gqu'il existe une fongtitenB dansA véri-
fiant:go f = idy et f o g = idg. On veut démontrer qué¢ est bijective. On remarque que les
fonctionsid 4 etidpg sont bijectives. La relatioif o ¢ = id g, la surjectivité ded g et la partie (a) du
lemme 8.6 donnent qugest surjective. La relatiogo f = id 4, I'injectivité deid 4 et la partie (b) du
lemme 8.6 donnent qugest injective. Ainsi, on obtient qug est bijective. O



9. RELATIONS BINAIRES 37

9 Relations binaires
L'égalité dansQ définit un sous-ensemble @ x Q comme suit :
{(z,y) eQxQlz=y} CQxQ.
Si on appelle cet ensembig alors, on a I'équivalence pour tout pairy € Q :
r=y < (r,y)€S.
De la méme maniere, < » définit aussi un sous-ensemble(@e

{(z,y) eQxQ|z<y} CQxQ.

L'égalité et le « plus petit ou égal a » sont des exemples de relations biflainest « binaire » indique
gu'il s’agit d’une relation entre deux objets). Nous allons maintenamddiser cela.

Définition 9.1. Soit £ un ensemble ; on appeltelation binaire suir toute partieR de I'ensemble
ExFE.

Vocabulaire 9.2. SoientE un ensemble eR une relation binaire sut&. Pour un couplgx, y) de
E x E tel que(z, y) appartient aR, on dit quex ety sont en relatioret on notec Ry oux ~pr y (ou
mémer ~ y Si R est clair).

Définitions 9.3. Une relation binaireR sur un ensembl& est dite :

— réflexivesi pour toutr dansE on az Rz ;

— symétriquesi pour tout(x, y) dansk x E on a(zRy = yRx);

— antisymétriquesi pour tout(x, y) dansk x Eon a((zRy etyRx) =z =y);
— transitivesi pour tout(x, y, z) dansk x E x Eona((zRy etyRz) = xRz);
— totalesi pour tout(z, y) dansE x E on a(zRy ouyRz).

Exemples 9.4.

(a) L'égalité sur un ensemblB est une relation réflexive, symétrique, antisymétrique, transitive ; elle
est non totale dés quE a au moins2 éléments.

(b) SoientE un ensemble 6?(E) I'ensemble de ses sous-ensembles (appelés parss3. La rela-
tion binaire R définie surP(E) par (ARB < A C B) est réflexive, transitive, antisymétrique ;
elle est non symétrique dés giieest non vide et non totale dés ghea au moin2 éléments.

Nous allons rencontrer deux types de relations binaires : les relatiordyel’'et les relations d’équi-
valence. Nous allons commencer par les premiéres.
Relations d’ordre

Définition 9.5. Soit £ un ensemble ; on appelfelation d’ordre sui& une relation binaire sui qui
est réflexive, transitive et antisymétrique.

Exemples 9.6.
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(a) L'égalité est une relation d’ordre.

(b) Sur I'ensemble des parties d’un ensemble, I'inclusion est une meldtardre (en générale non
totale).

(c) Le «plus petit ou égal & » surN, Z, Q, R est une relation d’ordre (totale).
SoientE un ensemble (non vide) et une relation d’ordre suk.

Définition 9.7.
— Un élément: de E est appelélus grand élément dE s'il vérifie : Va € E, x < a.
— Un élément: de E' est appelélus petit élément d& s'il vérifie : Vo € E,a < z.

Remarque 9.8. Le plus grand et plus petit élément d’un ensemble ordonné n’existertbppurs,
mais lorsqu’ils existent ils sont uniques.

Définition 9.9. Soit A une partie deF.
— Un élémeniV/ de E qui vérifie :Vx € A,z < M est appelé&in majorant ded.
— Un élémenin de E qui vérifie :Vx € A,m < z est appel@in minorant deA.

Vocabulaire 9.10. Une partie qui possede un majorant (respectivement un minorard)tesbhajorée
(respectivememninoréd.

Relations d’équivalence
Définition et premiers exemples

Définition 9.11. Soit £ un ensemble ; on appeltelation d’équivalence suf' une relation binaire
sur E qui est réflexive, symétrique et transitive.

Exemples 9.12.
(a) L'égalité sur un ensemble est une relation d’équivalence.

(b) Sur'ensemble des droites affines du plan, le parallélisme est lat@red’'équivalence.

(c) SoientE et F' des ensembles gtune application de dansF. La relation binaire Ry définie
sur E par

V(z,y) € E?, (¢Rpy < f(x) = f(y))

est une relation d’équivalence. On 'appetigation d’équivalence associég' a

Classes d'équivalence et ensemble quotient

SoientE un ensemble (non-vide) & une relation d’équivalence siif fixés.

Définitions 9.13. (a) Soitz dansE'; on appelleclasse d’équivalence de (pour la relationR) le
sous-ensemblgy € E | 2Ry} de E'; on le notez.

(b) Soitw une classe d'équivalence de; tout élément: dansw est appelé uneprésentandew.

(c) L'ensemble des classes d'équivalencdZdaour la relation R est appelénsemble quotient d&
parR;on le noteE/R.
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Remarque 9.14.Les éléments de I'ensembt®/ R sont des classes d'équivalences; ce sont donc
eux-mémes des ensembles (plus précisément, des sous-ensembles d

Exemples 9.15.(a) Pour I'égalité sur un ensemblg, ona:z = {z}.

(b) Soientt et F' des ensembles ¢tune application d&v dansF. Pour la relation d’équivalencé,
la classe d’'un élémentde E est :

z={ycE|f(y)=f=)}=F"{f=)}.
C’est «I'image réciproque de I'image de».

Proposition 9.16. (a) Les classes d’équivalence d&sont toutes non vides et tout élémentie
appartient a une et une seule classe d’équivalence (la sienne!).

(b) Soientr,y € E. Alors :
TEY & Yyex.

(c) Soientr,y € E. Siy € T, alorsy = 7.

(d) Soientr ety dansE. Alorsona xRy < T = 4.

(e) Soitr ety deux classes d’équivalence. S 7y # (), alorsz = 7.

(f) L'ensemble des classes d’équivalences formepanttionde E, c’'est-a-dire :

(Rappelons qug| signifie la « réunion disjointe ».)

Démonstration.(a) Tout élément: € E appartient & la classe par la réflexivité de la relation. Par
définition, toute classe d’équivalence est de la formalors elle n’est pas vide.
(b) Nous avons les équivalences :

symétrie déf
=

TEY g:>ef yRx zRy & yex.

(c) Nous avons par définition~x x, et donc par la symétrie ~ y. Prenong); € g, doncy ~p ;.
La transitivité nous donne ~p y; ; alorsy; € x. Ceci montrg; C Z. Par (b) nous avons aussi y
et les mémes arguments montrent 7. Nous obtenons donc I'égalité= 7.
(d) «<= » est triviale. Pour « » on utilise (c).
(e) Soitz € T Ny, doncz € T etz € 3. Par (c) nous avons= 7 etz = 3, doncz = 7.
(f) et une conséquence directe de (a)—(e) : Il faut montrer
(1) quelonak = |J wet
weE/R
(2) que cette réunion est disjointe.

(1) est I'assertion (a) : tout élément deappartient a une classe d’'équivalence.
(2) est I'assertion (e) : deux classes d’équivalences sont soit leem&oit disjointes. O

Proposition 9.17. L'application deE dansE/R qui & tout élément: de E associe sa classe est
surjective ; on I'appellesurjection canoniqude £ dansE/ R.
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En mathématiques, I'adjectifanoniqueest utilisé pour désigner un objet ou une construction natu-
relle, souvent définis de maniére unique.

Démonstration.Appelons I'applicatiorns. Si z est une classe d’équivalence, alefs) = z. Donc,
on obtient la surjectivité. Ol
Factorisation canonique d’une application

Nous allons maintenant considérer un des exemples plus en détails. B@ehRtdes ensembles ¢t
une application dé” dansF..

Vocabulaire 9.18. SoientE’ un ensemble et une partie deF ; on appelleinjection canonique dd
dansF l'application de A dansFE qui envoie tout élémentde A surz lui-méme (vu comme élément
deF).

On note icii I'injection canonique de¢f(£) dansF et s la surjection canonique d& dansE/R;.

Théoréme 9.19.11 existe une unique application bijectivede E/ Ry dans f(E) qui vérifie : f =
iofos.

La relation vérifiée par les fonctiong i, s et f peut s’écrire de maniére compacte en disant que le
diagrammesuivantcommute
si O zj\

B[Ry~ f(E)

En regle générale, on note les applications surjectives par une fleeheewx pointes», celles qui
sont injectives par la fleches, et les bijections par une tilda au-dessus de la fleche

Démonstration.
Unicité On considére deux applicationset f qui satisfont le théoréme et on cherche & démontrer
gu’'elles sont égales.

Soientw dansE/Ry une classe d’équivalence etdansE un représentant de (c'est-a-dire
quona:w =T = s(x)). Commef et f vérifient 'égalitéf =io fos=io fos,ona:

i(f@) =i (fs@)) = fla) =i (F(s(@))) =i (F().

Comme l'application est injective, on en déduitf(w) = f(w). Ceci étant valable pour toute
classev dansE/ Ry, on en conclut qué et f sont égales.

Existence Soientw dansE /Ry une classe d'équivalence gtdansE un représentant de. On
posef(w) = f(x).
Nous devons vérifier qu’on a bien construit ainsi une foncfipn’est-a-dire que la classea
uneuniqueimage parf. Cette vérification est nécessaire car on a a priori défii) a partir
du choix d'un représentantde w, et pas seulement delui-méme.
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Soit doncz’ un autre représentant de la classe’est-a-dire qu'on &’ € w ou encorer Rz’

Alors, par définition de la relatio®;, on af(z) = f(z'). Limage dew par f est donc bien

définie (de maniére unigue). On dit que I'applicatibrst « bien définie ».

On devra effectuer ce genre de vérification chaque fois qu’on veuirdéfie application sur

un ensemble quotient.

L'application f est définie suz/R; et a valeurs dang(E). Nous allons démontrer qu’elle

vérifie les propriétés du théoréeme.

Relation f =i o0 f os Soitz dansE. Alors x est un représentant de sa classe d’équivalence
s(x) et on a par définition d¢ : (io fos)(z) =i (f(s(x))) =i(f(x)) = f(z).

Injectivité Soientw etw’ des classes daris/ Ry vérifiant : f(w) = f(w’). Soientz un repré-
sentant dev et 2’ un représentant de’. Alors on a :f(z) = f(w) = f(') = f(2').
Ainsi, on azRsa’, etdonew =7 = 2/ = w'.

Surjectivité Soity dansf(E). Il existex dansE vérifianty = f(x). Alorsonay = f(x) =
f(s(z)), doncy est dans I'image d¢.

O

Ainsi, toute application peut s’écrire comme composée d'une surjectionge diijection et d’'une
injection.



Chapitre Il

Systemes de nombres et structures
algebriques

10 Les entiers naturelsN

Les axiomes de Peano

Définition 10.1. On appellesysteme des nombres naturglst triplet (IV, .S, 0) consistant d’un en-
sembleN, d'une applicationS : N — N et d'un élémend € N qui satisfait les trois axiomes
(appelésaxiomes de Peaho

(PA1) 0 ¢ S(N),

(PA2) S estinjective,

(PAB)YVMCN:(0eMA(neM= Sn)eM)=M=N).

L'applicationS est appeléapplication de successeuridée est «S(n) = n+1 » (mais, nous n’avons
pas encore I'addition!). Juste pour montrer qu'’il existe beaucoup stésgs de nombres naturels,
on mentionne qu’apres avoir fait tout ce qui suit, on peut voir qu'utésye des nombres naturels est
par exemple donné p&f0, —1,—2,—3,...},5,0) avecS(n) = n — 1.

Théoréme 10.2.Dans I'axiomatique de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkestie ein
systeme des nombres naturels.

Démonstration.Comme nous n’avons pas introduit les axiomes de Zermelo-Fraenkel, aqa@in

vons pas démontrer ce théoréme et nous référons par exemple aelBohidhl/Steinbauer, Section

6.1.1.

L'idée derriere la construction est la suivante :

— On posd) := (.

— Pour0 # n € N, on poseS(n) = n U {n}, la réunion de: (qui est un ensemble!) et 'ensemble
dont le seul élément est I'ensembie

Plus explicitement :

0=0, 1={0}, 2={0,{0}}, 3=1{0,{0},{0,{0}}}, etc.

42
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A partir des axiomes de Peano nous démontrons maintenant le principeidemée que nous avons
déja utilisé (avec la phrase pas trés convainquante « On s’en convainoxjuNous mettons donc les
mathématiques que nous utilisons sur des fondations plus solides.

Proposition 10.3(Principe de récurrencepoit(N, S, 0) un systéme des nombres naturels. d¢it)
une assertion dépendant dedansN. Alors :

(A(0) A (Vn € N, A(n) = A(S(n)))) = (Vn € N, A(n)).

Démonstration.Nous définissons I'ensemble des nombres naturels pour lesquelsti@ssErn) est
vraie :
Vi={n|neN,A(n)}.

C’est un sous-ensemble @& On a0 € V parce qued(0) est vraie. Sin € V, alors par définition
A(n) est vraie, donei(S(n)) est vraie et en conséquengén) € V. L'axiome (PA3) implique donc
V = N, c’est-a-direA(n) est vraie pour tout € N. O

Lemme 10.4. Soit (N, S,0) un systéme des nombres naturels. Al&f&V) = N \ {0} (toutn €
N\ {0} est le successeur d’un élément davis

Démonstration.Nous posong// := S(N) U {0}. C’est un sous-ensemble @déqui contient0. Pour
toutm € M, onaS(m) € S(N) C M. Laxiome (PA3) implique dond/ = N. Comme (PAl) nous
assurd) ¢ S(N), nous trouvons(N) = N \ {0}. O

Lemme 10.5. Soit (N, S,0) un systéme des nombres naturels. Alors, pour togt N nous avons

n # S(n).
Démonstration.Exercice. O

La suite sert a justifier les définitions récursives. On commence par lésspaitiales (il faut se les
imaginer commg0,1,2,...,n}).

Définition 10.6. Soit(V, S, 0) un systeme des nombres naturels. Un sous-ensdnibl& est appelé
partie initialesi
i¢I=S3l)¢1

ou équivalant:S(i) € I =i € 1.

Lemme 10.7.Soit(V, S, 0) un systéme des nombres naturels.

(a) Soith # I C N une partie initiale. Alorg) € 1.

(b) Pourtoutn € N il existe une partie initiald,, telle quen € I,, etS(n) ¢ I, et satisfaisanf, =
{0} etlge,) = I,L1{S(n)} pourtoutn € N. (Il faut s'imaginerl,, comme{0, 1,2,...,n—1,n}.)

(©) Upen In = N.

Démonstration.(a) Supposons le contrair®:¢ I. SoitC := N \ I le complément. On & € C et

n € C = S(n) € C,doncC = N par I'axiome (PA3), dond = (), contradiction.

(b) Par récurrence. Sait(n) I'assertion de I'existence d’une partie initialg avecn € I,, et S(n) ¢
I,.
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Initialisation : Pourn = 0 on posely = {0}. Evidemment € I, et S(0) ¢ Iy. En plus,], est une
partie initiale car (PA1) nous assure due’est pas dans'(V).

Heredite : «A(n) = A(S(n))»: On posd, := I, U{S(n)}. Laréunion est en fait disjointe car
S(n) € I, contrediraitA(n). Il est clairS(n) € Ig,. En plus,Ig, est une partie initiale :
siS(m) € I, alorsm € I, C Ig, carl, est une partie initiale ; sb(m) = S(n), alors
m=mn € I C Ig@y).

Il reste a voir queS(S(n)) ¢ Is(,)- Supposons le contraireS(S(n)) € Ig(,). Comme l'in-
jectivité deS (PA2) exclueS(S(n)) = S(n) & cause du lemme 10.5, on suppd8&(n)) €
I,,; alors, comme/,, est une partie initiale, on aura#t(n) € I,, contradiction avec I'hypo-
théseA(n).

Conclusion : Pour toutn € N I'assertionA(n) est vraie, donc la partie (b) est vraie.

La deuxiéme assertion résulte de la construction.
(c) Linclusion «C » est triviale. Linclusion «© » résulte de: € I,,. O

Proposition 10.8. Si (NN, S,0) et (N’,5’,0) sont des systemes des nombres naturels, alors il existe
une bijectiony : N — N’ telle quep(0) = 0" etpo S =5 0.

Démonstration.Soity : N — N’ I'application qui satisfait

p(0) =0

et la réglerécursive
p(S(n)) =5 (p(n))

pour toutn € N\ {0}.

Il faut s’en assurer qu’une telle application existe et est unique. & '@ de posep(0) := 0’ et de
définirp(1) := S’ (¢(0)), ¢(2) := S’(¢(1)), etc. Nous allons faire ceci de fagon formelle en utilisant
les parties initialeg,, du lemme 10.7.

Par récurrence, nous allons démontrer I'assertion suivante :

A(n): lop i Iy — N': p(0) =0 A (Vm € N : (S(m) € I, = on(S(m)) = 5 (pn(m))).

Initialisation : Pourn = 0 on posep,(0) = 0. L'existence et I'unicité sont claires.

Heéredité : « A(n) = A(S(n))» : On se rappelle qués,,) = I, U {S(n)}. On poseps(,)(m) :=
on(m) pourm € I, etpgm)(S(n)) := ' (¢n(n)). Lunicité est claire (nous avons définie la
valeur depg(,,) pour chacun des éléments fig,,). Il faut vérifier les propriétes :

— v5(n)(0) = ¢, (0) = 0’ par hypothése de récurrence.

— Soitm € N tel queS(m) € Igy,). Pourm = n, on apg,)(S(n)) = S'(wn(n)) par
définition. Pourm # n, on apg,)(S(m)) = pu(S(m)) = S’ (¢n(m)) par hypothése de
récurrence.

Nous allons maintenant définir I'applicatignpourn € N comme

90(”) = Son(n)-

Elle satisfait
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— ¢(0) = ¢o(0) =0/,

— pourn € N onap(S(n)) = ¢sm)(S(n)) = 5'(en(n)) = 5'(¢(n)).

Nous avons montré I'existence a causeNde- S(N) U {0} (lemme 10.4). Pour 'unicité on suppose
guey est une deuxieme application avec les mémes propritétég.qbe considére I'ensemble

Vi={n[neNpn)=pn)}

Nous avond) € V etsin € V, alorsS(n) € V, parce que

p(S(n)) = §'(p(n)) = §'($(n)) = &(S(n)),

donc par (PA3Y = N, montrant l'unicité.
Les mémes arguments nous fournissent aussi une unique application

Y : N — Ntg.(0)=0etvn € N\ {0} : (5 (n) = S((n)).

On observe maintenant
— (¢(0)) =4 (0") = 0 et par récurrence pour € N :

Y(p(S(n))) = (5" (e(n) = S((p(n))) = S(n).

Alorsy o ¢ = idy.
— @(1(0") = p(0) = 0’ et par récurrence pour € N’ :

P (S'(n)) = p(S(¥(n))) = S'(p(b(n))) = S'(n).

Alors p o 1) = id .
Nous avons vu que est une inverse pour. Le corollaire 8.7 implique que est une bijection. [

La démonstration précédente est le seul endroit ou nous donnonssalétdds pour I'existence et
I'unicité d’'une fonction définie par une regle récursive.

A cause de l'unicité dans la proposition 10.8 nous allons pa#srnombres naturekst on les note
(N, S,0). Plus tard, on n’écrira qus.

Addition et multiplication
On définit maintenant I'addition syiN, S, 0).
Proposition 10.9. Il existe une unique application
f:NxN—=N, (m,n)— f(mn)=m+n

(noter quem + n n’est qu’une facon d’écrirg’(m, n)) telle que
(Al) Ym e N:m= f(m,0) =m+0,
(A2) YVm e N,VneN:m+ S(n) = f(m,Sn)) =S(f(m,n)) =S(m+n).



46 CHAPITRE Il. SYSTEMES DE NOMBRES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

Esquisse de la démonstratioBoit m € N. Nous définissons I'applicatiofi,, : N — N récursive-
ment par

fm(0) :=metpourn € N: f,,(S(n)) := S(fm(n)).

Des arguments tres similaires a ceux de la construction et l'unicité dens démonstration de la
proposition 10.8 montrent I'existence et 'unicité fig.

Pour finir la preuve, nous posofism,n) := f,,(n). Les deux propriétés sont satisfaites par construc-
tion. O

A cause de la proposition, nous pouvons maintenant écrire
S(n) = S(f(n,0)) = f(n,5(0)) =n+1
avecl = S(0) (évidemment, on écrit = S(1), 3 = S(2), etc.).
Proposition 10.10. L’addition sur (N, S, 0) satisfait les propriétés suivantes. Pour tountn, /¢ € N
ona
(a) élément neutrem +0=m =0+ m;
(b) commutativité :.m +n =n +m;
(c) associativité (m+n)+¢=m+ (n+¥4);
dl+n=m+n=~L=m;
@ m+n=0m=0An=0.
Démonstration.(a)m + 0 = f(m,0) = f,,(0) = m est vrai par définition. L'égalité. = 0 + m se
démontre par récurrence.
Initialisation : 0+ 0 = f(0,0) = 0.
Hérédité : «m = m+1»:0+ S(m) = fo(S(m)) = S(fo(m)) = S0+ m) = S(m).

(b) On démontre d’abord pour tout,n € N que S(m) +n = f(S(m),n) = S(f(m,n)) =
S(m + n). Soitm € N. Récurrence pout € N :

Initialisation : S(m) + 0= S(m) = S(m + 0).

Hérédité : «n=n+1»:5(m)+S(n) = f(S(m),S(n)) = S(f(S(m),n)) =S(S(f(m,n))) =
5(f(m,S(n))) = S(m+ S(n)).

On démontre maintenant la commutativité aussi par récurrencepol¥ avecm € N fixé.

Initialisation : m +0 =0+ m.

Hérédité: «n =n+1»:m+ S(n) = f(m,Sn)) =S(f(m,n)) =S(m+n)=Sn+m)=
S(n) + m ou la derniére égalité provient de I'assertion précédente.

(c) Exercice.
(d) Récurrence pout.

Initialisation : m 4+ 0 = £ 4+ 0 donnem = ¢ & cause de (a).

Hérédité : «n = n+1»:Supposons+S(n) = (+S(n). Par définition on & (m-+n) = S({+n).
CommesS est injective (PA2), on déduit. +n = ¢+ n et par I'hypothése de récurrence= /.
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(e) L'implication < est claire. Supposons donc+ n = 0 et faison une démonstration par I'absurde.
Pour cela on suppose (sans perte de généralité a cause de la comuwatib)gn # 0. Donc

n = S(¢) pour unf¢ € N. En conségenceé = m +n = m + S(¢) = S(m + £) ce qui contredit

0 ¢ S(N) (PAL). O

De facon similaire on définit une multiplication sNr

Proposition 10.11. Il existe une unique application (appeldrultiplication)
g:NxN—=N, (m,n)— f(m,n)="m-n

(noter quem - n n'est qu’'une fagon d’écrirg(m, n)) telle que
(Al) Ym e N: 0 = g(m,0),
(A2) VmeN,VneN:m-S(n)=g(m,n)+m=m-n+m.

Esquisse de la démonstratioBoit m € N. Nous définissons I'applicatiog,, : N — N récursive-
ment par
gm(0) :==0etpourn € N: g,(S(n)) := gm(n)) + m.

Des arguments tres similaires a ceux de la construction et l'unicité dans démonstration de la
proposition 10.8 montrent I'existence et I'unicité gg.

Pour finir la preuve, nous poson&n, n) := g, (n). Les deux propriétés sont satisfaites par construc-
tion. O

Proposition 10.12. La multiplication sur(N, S, 0) satisfait les propriétés suivantes.
Pour toutm,n, ¢ € Non a

(@) élémentneutrem-1=m=1-m;

(b) commutativité m-n=n-m;

(c) associativité (m-n)-¢=m-(n-/0);

dl-n=m-n=~L=mVn=0;

(e) intégritt :m-n=0=m=0VvVn=0;

(f) distributivité :(m +n)-£=m-{+n- L.

Démonstration.Similaire a la démonstration de la proposition 10.10. O

La relation d’ordre

Définition 10.13. Soientm, n € N. On appellen plus petit ou égal & (m < n) s'il existed € N tel
quem +d = n.

L'entier natureld est appelda différence dex etm.

Lemme 10.14.(a) Vn e N: 0 < mn;

(b) VneN:(n=0V1<n).

@© VnmeN:m<m<n+l=n=mVm=n+1).



48 CHAPITRE Il. SYSTEMES DE NOMBRES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

Démonstration.(a) Cela est vrai cal + n = n.
(b) Par récurrence on montre I'assertid(n) :n =0V 1 < n.

Initialisation :  A(0), A(1) sont trivialement vraies.
Hérédité : «(A(n) = A(n + 1)) pourn # 0» : L'assertionA(n) nous affirme 11 < n. Il en suit
quel <1+1<n+1.

(c)n < m implique I'existence dé € N tel quem = n+d, doncn < n+d < n+ 1, dont on déduit
I'existence de: € N tel quen + d + e = n + 1. La proposition 10.10 (d) nous donde- e = 1, alors
d < 1. La partie (b) impliquel =0V 1 < d,doncd =0oud = 1. O

Proposition 10.15. La relation < surN est une relation d’ordre qui est totale. Elle satisfait en plus
(<m=VneN:({+n<m+nAl-n<m-n).

Démonstration.C’est une veérification facile dont nous ne donnons pas les détails ici. &lietre
faite comme un exercice instructif. O

La relation d’ordre nous permet de démontrer juestbien ordonné
Proposition 10.16(N est bien ordonné)Toute partieM/ non vide de&N posséde un plus petit élément.

Démonstration.Par récurrence. Sait(n) I'assertion : « toute parti#/ C N telle quen € M posséde
un plus petit élément ».

Initialisation :  A(0) est vraie caf est le plus petit élément dé par le lemme 10.14.
Hérédité : «(V:m <n:A(m)) = A(n+ 1)»: On distingue deux cas.
ler cas : Il existen € M tel quem < n. Dans ce cas4(m) donne le résultat.

2éme cas : |l n’existe pas € M tel quem < n. Alors par le lemme 10.14, + 1 € M estle
plus petit élément dé/.

O]

En fait, on peut aussi déduire le principe de récurrence de la propp$id6 comme suit :

On suppose que les assertioh®) et(vn € N, A(n) = A(n+1)) sontvraies ; on veut démontrer
que, pour tout: dansN, I'assertionA(n) est vraie. On suppose par I'absurde que ce n'est pas le
cas.

La négation dé€Vn € N, A(n)) est : il existen dansN pour lequel I'assertiom(n) est fausse.
On considére alors 'ensemblé des entiers naturels: tels que I'assertiom(m) est fausse.
Par hypothése, 'ensemhblé est non vide. Commal est bien ordonné4 possede un plus petit
élément; notons levy. On remarque que, comme, appartient 4, I'assertionA(my) est fausse.
CommeA(0) est vraie,A ne contient pa8 doncm est non nul. On peut donc considérer I'entier
naturelmg — 1, qui est strictement inférieurra, ; comme tous les éléments desont plus grands
quemy, I'entier mg — 1 n"appartient pas &. Ainsi, la propriétéA(mg — 1) est vraie. Alors, la
propriété A(mg — 1+ 1) = A(my) est vraie. On obtient une contradiction.

La propriété de bon ordre déa également les deux conséquences suivantes.

Proposition 10.17. Toute partie non vide et majorée feadmet un plus grand élément.
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Démonstration.Soit.A une partie non vide et majorée e
On considére I'ensembl&1 des majorants dd, c’est-a-dire I'ensemble :

M={meN|VaeAa<m}.

Par hypothéseA est majorée), la partia1 est non vide.

Soitmg le plus petit élément da1. Sim est dansA, alors c’est le plus grand élément de

On suppose par I'absurde queg n’'est pas dangl. Alors pour toute dansA (A est non vide), on a
a < mg eta # myg, donca < my et par suiter < mg— 1. Ainsi, I'entiermg — 1 est aussi un majorant
de A; il appartient donc a1, ce qui contredit le choix deiy comme plus petit élément det. [

Proposition 10.18(Principe de descente infinie de Fermdlbn’existe pas de suite d’entiers naturels
strictement décroissante.

Démonstration.Exercice. O

A partir des entiers naturel et de relations d’équivalence sur des ensembles bien choisis, on
construira dans la suite du cours les entiers reldti#$ les nombres rationne( avec leurs propriétés
usuelles.

Nous sommes maintenant plus sOrs des fondations, et a partir de maintenangllons travailler
avec les nombres naturels comme nous I'avons toujours fait.

Le cardinal d’'un ensemble

Soit E un ensemble. Nous avons déja introduit le symbéle pour noter le nombre d’'éléments ée
Nous allons formaliser cette notion.

Définition 10.19. Pour toutn € N on noteE,, := I, \ {0} = {1,2,...,n}, en particulier,Ey = (.
Soit F un ensemble. Il est appdi@i s'il existen € N et une bijectiony : E,, — E. Dans ce cas, on
dit que le nombre d’élémen{sF (ou : |E|) de E (ou : la cardinalit§ est égal an.

SoientE, F' des ensembles (pas nécessairement finis). On ditgeeF ont le méme cardina'il
existe une application bijectivé: £ — F.

Les ensembles qui ont le méme cardinal Busont appelésiénombrables

Exemple 10.20.— || = 0 (estf) est le seul ensemble de cardiid [{1}| =1, |{4, B}| = 2.
— Les nombres pairs sont dénombrables :

n—2n

N —— {2n |n € N}

est une bijection.
— N x N est dénombrable (exercice).
— Z est dénombrable car
00,
N — Z,n+ ¢ n— 2 sin estimpair,

n+— —73 Sin est pair

est une bijection.
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— R n’est pas dénombrable par I'argument de la diagonale de Cantor @@ipos).

Lemme 10.21.Soientn, m € N deux nombres naturels distincts. Alors, il n’existe pas de bijection
entre les ensemblds, et £,,,. DoncE,, et E,,, n'ont pas le méme cardinal.

Démonstration.On fait une récurrence pour démontrer I'assertion :
A(n) :V k € N: il n’existe pas de bijectiol,, ;1 — E,

pour toutn € N.

Initialisation : Pourn =0onaF, = (etVk € N: Ex,1 # 0, doncA(0) est vraie car il n’existe
pas de bijection entre 'ensemble vide et un ensemble non vide.

Hérédité : « A(n) = A(n + 1) » : Supposons donc que poure N l'assertionA(n) est vraie.
Supposons aussi qu'il existe une bijectipn: E, x> — FE,+1 pour unk € N. On écrit
a:= f(n+ k+ 2). On définit 'application qui échangeetn + 1 :

ar—n+1,

h:FEp1 — Enga, n+1—a,

m—mSim & {a,n+ 1}.
Elle est bijective. Donc I'application
g:=hof:Ey k2 — Enp

est aussi bijective, et on@n + k + 2) = n + 1. On définit maintenant la restriction dea
E, 11 Qui prend ses valeurs da#fs, :

9"t Enti1 — Ep, mo— g(m).

Elle est aussi bijective ; ceci contredit I'assertid(r). Donc, I'assertiod(n + 1) est vraie.
Conclusion : Pour toutn € N I'assertionA(n) est vraie, donc la proposition est vraie.
O

Proposition 10.22. SoientE, F' deux ensembles finis. Les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

() #E = #F.

(i) Il existe une bijectionf : £ — F.

Ce résultat sera utilisé trés souvent pour calculer le cardinal d'urmdabed” : on trouvera une
bijection entre cet ensemble et un ensenibléont on connait déja le cardinal.

Démonstration.Soientm := #FE etn := #F. Par définition il existe des bijections: E,, — E et
h: E, — F.Notonsg~! l'inverse deg.

« (i) = (ii) » : Commen = m on peut former la composéeo g~ ! : E — F qui est une bijection car
c’est la composée de deux bijections.

« (i) = (i) » : Supposons qug¢ : E — I est une bijection. Donc, la composée'o fog : E,,, — E,
est une bijection. Par le lemme 10.21 on obtient m. O
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Proposition 10.23. SoientE, I’ des ensembles finis. Alors :
(a) #F < #F < il existe une injection d& dansF'.
(b) #F < #F < il existe une surjection d& dansF'.
(c) Sionsuppos¢tE = #F, alors .
f bijective< f injective< f surjective.
Attention : PourEl = F' = N les équivalences dans (c) sont fausses.
Démonstration.Exercice. O

Voici encore un résumé de quelques propriétés utiles d’ensembles finis.

Proposition 10.24. SoientE, F' des ensembles finis. Alors :

(a) Toute partied de E est finie et vérifieA| < |E|. Sion a de plu$A| = |E|, alorsA = E.

(b) EUF estfini. SIENF = (), alors|EUF| = |E|+|F|. Engénéral| EUF| = |E|+|F|—|ENF]|.
(c) E x Festfinie|FE x F| = |E|- |F|.

(d) Soit F(E, F) 'ensemble de toutes les applications fledans F. C’est un ensemble fini et
F(B,F)| = |F|".

(e) P(E) estfini e P(E)| = 27l

() LensembleS(E) des bijections d&= dans lui-méme est fini et on|&(E)| = |E|! (|E| facto-
rielle).

(9) Soit f une fonction deF dansF. Alors |f(E)| < min(|E|,|F|). On a|f(E)| = |E| si et
seulement sf est injective etf(F')| = | F| si et seulement gi est surjective.

Démonstration.ll est un bon exercice de démontrer les parties qui n'ont pas été traitées [

11 Groupes

Le monoide (N, +, 0)

Les propriétés suivantes des nombres naturels ont été démontréés plamosition 10.10.
Associativité : Yny,ne,ng € N: (n; +ng) + ng =ny + (n2 + n3).

Elémentneutre: Yn e N: 0+n=n+0=n.

Commutativité : Vnq,ne € N:ny +ng = ng + nq.
Définition 11.1. SoientG un ensemble; € G un élément et
x:GxG—G

une application. On appelle le tripl€t, x, ¢) un monoidesi
Associativité : Vg1,92,93 € G : (g1 % g2) * g3 = g1 * (g2 % g3) ;
Elémentneutre: Vg€ G:exg=gxe=g.
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Un monoid€G, *, e) est appel&€ommutatifou abéliensi
Commutativité : Vgi1,92 € G : g1 * g2 = g2 * g1.

Donc(N, +,0) est un monoide commutatif.

Lemme 11.2. Soit (G, *,¢) un monoide. Le seul élémejitde G tel que pour touty € G on a
f*xg=gxf=geste.

Démonstration.e = fxe = f. O

Le groupe symétrique
Soit M un ensemble fini.

Notation 11.3.
Sy :={f|f: M — M application bijective}

SiM ={1,2,...,n}, alors on noteSy; =: S,,.

Rappelons que nous avons déja démohagsociativité de la composition d’applicatiordans le
lemme 8.4. Dans notre cas c’est : soi¢ng, h € Sy ; alors

ho(gof)=(hog)of.
Nous avons aussi défibidentité, id : M — M, m — m. Elle satisfait :
VfieSy: idof=/foid=/.

Donc, (S, o,id) est un monoide.
Dés quel a au moins trois éléments, n'est pas commutatif: Soient, par exempléy/ = {1, 2, 3}
etf(1) =2, f(2) =3, f(3) =1letg(l) =2,¢(2) =1,¢(3) = 3; donc:

fog(l)=3, fog(2)=2, fog(3)=1maisgo f(1)=1, go f(2)=3, go [f(3)=2.

Mais, Sy, satisfait une autre propriété trés importantexistence d’inverseue nous connaissons
aussi déja du corollaire 8.7. Pour tgue Sy il existeg € Sy, telquefog=go f =id.

Définition de groupe et propriétés
Nous sommes menés par ces considérations a la définition d’'un groupe :

Définition 11.4. Soit(G, *, ¢) un monoide. Il est appelé wnoupesi
Existence d’inverse :Vg e G3he G:hxg=g*xh=e.
Si un group€ G, *, e) est commutatif (en tant que monoide), on parle djusupe abélien

Donc, Sy est un groupe. On appellg, le groupe symétrique (en lettres)
Attention : (N, 4, 0) n’est pas un groupe car les inverses n’existent pas.
Par contrgZ, +, 0) est un groupe : I'élément inverse glec Z est—m car

0= (—m)+m=m+ (—m).

Alors, (Z,+,0) est un groupe abélien.
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Lemme 11.5. Soit(G, , e) un groupe ey € G. L'inverse deg est unique : Shy, hy € G vérifient
hi*g=gxh; =epouri=1,2,alorsh; = hs.

élém. neutre associativité €élém. neutre

Démonstration.h ="""exhy = (haxg)*xh =" hox(gxhy) =hoxe = hy. O

Lemme 11.6. Soit (G, *, e) un groupe ey, h € G. Soientg—! I'inverse deg et h~! I'inverse deh.
Alors, l'inverse dey x h esth=! x g~ 1.

Démonstration.(g * h) * (R % g7!) = gx (hxh™ ) *xg ! = gxexg !t =gxg ! =cet
(hlxg Dx(gxh)=h"tx(g ' xg)xh=h"txexh=h"'xh=c. O
Les éléments du groupe symétrique

On présente deux maniéres pour noter les élémedess,,. Voici la premiére :

fe 1 2 3 n—1 n
A\ f@) fB) .. fln=1) f(n))”

Par exemple, st =4 etf(1) =2, f(2) =4, f(3) =3, f(4) =1, alors

12 3 4
f:<2431>‘

Beaucoup plus pratigue mais un peu plus difficile au début est la deuxieémeéredtécriture en
cycles a supports disjointgwvant de I'expliquer il nous faut démontrer un lemme :

Lemme 11.7.Soitm € M (fini). Il existe unn € N5 tel quef™(m) := fo fo---o f(m) =m.
—_—
n fois

Démonstration.Pour toutn € N+, I'élémentf™(m) appartient & 'ensemble fidi/. Donc, il existe
ny # ng tels quef™ (m) = f"2(m). Supposons sans perte de généralitéque- n, et écrivons
n :=nj — ne. DONC

[ (m) = [ (m) = [ o f"(m).
Soitg € Sy, l'inverse def"2, alors
m=go f*(m)=go(f** o f*(m))=(go f**)o f"(m)=ido f"(m) = f"(m).

La démontration est achevée. O

Nous notonsf~! l'inverse def dansS;,.
Soitm € M, f € Sy etn € Ny le plus petit entier naturel non nul tel qy&(m) = m. Donc,
f~1(m) = f»~1(m). Le cycle def qui contientm est défini comme :

(m f(m) f2(m) f(m) ... f*~'(m)).
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Exemple 11.8.(a) M ={1,2,3,4,5,6}.

(b)

(©)

(d)

o 1 2 3 456
36415 2)°
Le cycle qui contient est(l 3 4). C’est évidemment aussi le cycle qui contiget 4. Encore
une fois, la signification de ce cycle est :

1—3, 3—4, 4—1.

Alors, on voit le cycle vraiment comme un cycle (il n'y a ni début ni:fim) peut se le représenter
en écrivant les élément sur un cercle :

1

Donc on peut I'écrire aussi comme(3 4 1) et(4 1 3). (Attention! Le cyclgl 4 3) est
différent : il représente I'application — 4, 4+— 3, 3+~ 1.)
Le cycle qui contien? est(2 6), et le cycle qui contierit est(5).
L’écriture en cycles d¢ est

f=(134)(26)(5).
Souvent on n’écrit pas les cycles qui n'ont qu’un seul élémeanf (&@entité qui s'écritid = (1)),
alors

f=(134)(26).

Voici la liste compléte des éléments$ie:

(1), (1 2), (13), (23), (123), (132).

La composition de deux éléments en écriture en cycles (et, pourdgédefois, autrement) :
(1635)(24)0(134)(26) =(15) (2 3) (4 6)
1234560123456 (1 2 3 4 5 6
6 4 52 1 3 36 415 2 \5 326 1 4)°

Linverse de(1 6 3 5) (2 4) € Sgest(1 5 3 6) (2 4). Donc pour obtenir l'inverse on écrit
les cycles en sense inverse.

Définition 11.9.

)

On appellecycle toute permutatiorr dans.sS,, telle qu’il existek compris entrel et n, et des
entiersay, ..., ax dans{1, ...,n}, deux a deux distincts, tels que= (a; ... ay).
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(b) Lentier k£ et 'ensemble{a, ...,ar} sont alors uniques k est appelé ldongueurdu cycle et
{ai,...,a;} est appelé lsupportdu cycle.

(c) Deux cycles sont digs supports disjointsi I'intersection de leurs supports est vide.

Remarque 11.10.(a) On rappelle que lorsque I'on écrit un cycle, on peut commencen’jraporte
guel élément du support (en respectant ensuite I'ordreagle©n a par exemple :

(1635) = (6351) = (3516) = (5163).

(b) Deux cycles a supports disjoints commutent. Cela est un exercice facile

(c) Attention, deux cycles dont les supports sont non disjoints ne comtrpatetoujours. On a par
exemple danss :
(12)(23) = (123) # (132) = (23)(12).

(d) Toute permutation d§,, s’écrit comme produit de cycles a supports disjoints. Cette écriture est
unigque, a I'ordre des cycles preés.
On a par exemples les égalités :

(1635)(24)=(24)(1635)=(42)(3516).

Définition 11.11. Un élémentr € S,, est appeléranspositiors’il existei, j € {1,2,...,n},i # j
tels quer = (i j).

Proposition 11.12. Le groupe symétriqus,, est engendré par ses transpositions, c’est-a-dire, tout
élément peut s’écrire comme produit de transpositions.

Démonstration.ll suffit de montrer que tout cycl(aa1 as as.. .aT) s’écrit comme un produit de
transpositions. C'est le cas car :

(a1 az as.. .ar) = (aT al) o (ar_l al) 0---0 (ag al) o (a2 al).

12 Les entiers relatifs

Cette section ne sera pas traitée dans le cours. Nous la rajoutons awknodess pour montrer com-
ment les entiers relatifs soobnstuitsa partir des entiers naturels. Donc vous pouvez vous convaincre
a l'aide de cette section que les entiers relatifs ont aussi une fondation solide

Construction de Z

But : Construction formelle d& avec addition et multiplication.

D’abord on écriraZ pour notre construction des entiers relatifs (pour souligner que giestanstruc-
tion d’un nouvel objet) ; aprés la construction on utilisera la notation habitéedteon calculera avec
Z comme chacun le connait.

La construction est basée sur la relation d’équivalence suivante.
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Lemme 12.1.La relation binaire sulN x N définie par
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c
est une relation d’équivalence.

Démonstration.La preuve est claire. La transitivité utilise des propriétés des entiereiwmétablies
dans la section 10. ]

Les classes d’équivalences sont précisément les couplesayant la méme différence (qui peut étre
négative!) : donc,

a—"b:=(a,b) ={(c;d) eNxN|c—d=a-—b}.

On peut donc prendre les classes d’équivalence pour cette reladiquivBlence comme une définition
de Z si on arrive a définir I'addition et la multiplication « habituelles ». On s’occdjabord de
l'addition.

Proposition 12.2. Soit Z I'ensemble quotient d& par la relation d’équivalence définie dans le
lemme 12.1.

(a) Lapplication

+z:ZxZ—Z, (a,b)+z(c,d):=(a+c,b+d)

est bien définie. La définition peut étre écrite commeb +z ¢ —d = (a4 ¢) — (b + d).

(b) Posond)z := (0,0) = 0 — 0. Alors, (Z,+2z,0z) est un groupe abélien et I'inverse de- b =
(a,b) estb — a = (b,a) ; il est aussi noté-a — b = —(a, b).

(c) L'application

i:N—=2Z, n~—(n0)=n-0

est injective et satisfaia + b) = i(a) +z i(b) pour tousa, b € N.
(d) a—b=(a,b) € i(N) si et seulement si > b.
Démonstration.(a) Le point le plus important de cette preuve est de vérifier-ggeest uneap-
plication bien définie. Il faut donc montrer que la définition dez ne dépend pas du choix des
représentants des classes. Sofeht’) € (a,b) et(c/,d') € (¢, d). Donc par définition on a

a+b=d+b et c+d=¢+4d.

En conséquence ¢a donne

(a+c)+ W +d)=(b+d) +(a+) donc (a+c,b+d)=(a+c,V+d),

démontrant que- z est bien définie.
(b) On va vérifier les axiomes : Soiemth, ¢, d, e, f € N.

Associativité Elle est une conséquence directe de I'associativité du moribide, 0) :

((a,b) +z (¢,d)) +z (e, f) =(a+c,b+d)+ (e, f) = ((a+¢)+ e, (b+d)+ f)
EE @t (cre) bt (@t 1) =(@b+zlctedtf)=(ab+z((cd+zle ).
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Elément neutre C’est aussi une conséquence directe provenaht de

élém. neutre d& (

(a,b) +z 0z = (a,b) +z (0,0) = (a +0,b+0) (a,b)

et de la méme fagon on a ausi + (a,b) = (a,b).

Existence d'inverse On a

(a,b) +z (b,a) = (a+b,b+a)=(a+b,a+b) =(0,0) =0z.

Commutativité C’est aussi une conséquence directe provenaht de

(a’ b) ts (C, d) _ (a+ C,b+ d) comm:ut. dd\l(

c+a,d+b) = (c,d) +z (a,b).

Donc, nous avons Vvérifié qy&, +z, 0z) est un groupe abélien.

(c) Montrons d’abord l'injectivité dé : Sii(n) = i(m), alors(n,0) ~ (m,0), doncn + 0 = 0 + m,
doncn = m.

On vérifie la propriété énoncée :

i(a+b) = (a+b0) = (a,0) +z (b,0) = i(a) +z i(b).

(d) Sia > b, il existed € N aveca = b+ d € N, donc(a,b) = (d,0) = i(d). S'il existed € N tel

que(a,b) = (d,0) = i(d), alorsa = b + d, donca > b. O

Lemme 12.3.Pour touta — b = (a,b) € Z\i(N)ona— a — b = (b,a) € i(N) et(a,b) = (0,0 — a).

Démonstration.On aa < b, donc(b, a) € Z. Le reste est clair. O

La multiplication des entiers relatifs

Nous allons maintenant définir une multiplication sur notre « modéle » des eetigtifsr

Proposition 12.4. (a) L'application

z2:Zx2Z— 2, (a,b)-z(c,d):= (ac+ bd,ad + bc)

est bien définie. On peut I'écrire comme

a—b -z ¢c—d=(ac+bd) — (ad + bc).

(b) Posond z := (1,0) =1 — 0. Alors,(Z, -z, 1z) est un monoide abélien.

(c) La multiplication estlistributive c’est-a-dire

((a,0) +2 (¢;d)) -z (e, [) = ((a,0) -z (e, [)) +2 ((¢,d) -z (e, [))

pour tousa, b, ¢, d, e, f € N.
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Démonstration.(a) Il faut donc montrer que la définition de ne dépend pas du choix des représen-

tants des classes. Soiént, V') € (a,b) et(c/,d’) € (¢, d). Donc par définition on a
a+b=d+b et c+d=+d
En conséquence on obtient
ac+bVc=dc+bc, dd+bd=ad+Vd, dc+add=dcd+dd bd+bd=bc+bd.
On les aditionne pour obtenir :
ac+bc+add+bd+dc+add +bd +bd=dc+bc+ad+bd+add +dd+bec+t'd,

donc
(ac+bd) + (d'd +b'c) = (a'd +V'd) + (ad + be)

eten conséquence

(ac+ bd,ad 4+ be) = (o' + b/ d',a’d + ).
(b) et (c) Exercice. O

L'ordre naturel sur Z

Nous allons étendre I'ordre nature¥Za(pour obtenir I'ordre « habituel »).
Rappelons que nous avons défihi= Z comme I'ensemble des classes d'équivalenceb =

(a,b) ={(c,d) e NxN|a+d=b+c}.
Définition-Lemme 12.5. (a) SurZ = Z on définit une relation d’ordre totale par
a—b<c—dsa+d<b+ec

(b) Surl'image deN par I'application naturellei : N — Z, n +— n — 0 cet ordre est le méme que
I'ordre de N.

Démonstration.(b) est claire :

n—-0x<m-0n+0<m+0=n<m.
(a)
Bien défini Supposong —b = o’ — ¥ (donc,a + ' = o’ +b) etc —d = ¢/ —d' (donc,c + d' =
c + d). Nous trouvons les équivalences :
a—b<c—dea+d<b+c

Sa+td+b+d <b+c+V +d
Sa+V)+d+d <(c+d)+b+V
S (@ +b)+d+d <(+d)+b+0V
S @+d)+b+d) <V +)+ (b+d)
sd+d <+
Sa-bV<Lcd—-d

Donc, la définition ne dépend pas du choix.
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Réflexivité a —b<a—b<a+b<b+a.

Antisymétrie Sia—b x c—detc—d < a—"b,alors,a+d < b+cetb+c < a+d, alors
a+d=b+c,donca—b=c—d.
Transitivité

a—bxc—detc—d<xge—f
=a+d<b+cetc+ f<d+e
a+d+ f<b4+c+ fetc+f<d+e
=sa+d+f<bt+d+e
=a+ f<b+e
=a—-b<e—f.
Totalité Soienta —b,c —d € Z.Sia+d < b+c, alorsa—b < c—d. Sib+c < a+ d, alors
c—d=<a-—b.
O

Aprés cette preuve nous allons écriteu lieu de<.

Lemme 12.6.Soientz, y, z € Z tel quezx < y. Alors :
@zx+z<y+z

(b) Si0o < z,alorsz -z <y - 2.

(c) Siz<0,alorsy-z<x-z.

Démonstration.Soientr = a — b,y =c—d,z = e — f. Nous avons + d < b + c.

(@ llensuitquea+e)+ (d+ f) < (c+e)+ (b+ f),donca—b+e—f<c—d+e—f.

(b) Nous pouvons écrire = n — 0 avecn € N. D’abord notons que la formule pour la multiplication
dansZ nous donnerz = an = an —bn etyz = yn = cn —dn. Il suit dea + d < b + ¢ que
an + dn < bn + cn, doncxz = an — bn < cn — dn = yz.

(c) Nous pouvons écrire = 0 —n avecn € N. La formule pour la multiplication dang donne
zz=20—n=bn—anetyz =y0 —n =dn — cn.llsuitdea+d < b+cquean+dn < bn+cn,
doncyz =dn —cn < bn — an = xz. O

A partir de maintenant nous allons utiliser la notatipour Z et on va écrirer, - au lieu detz, - =.

On utilisera aussi les notations habituellepourn — 0 = (n,0) et —n pour0 —n = (0,n) (pour
n € N).

13 Anneaux

Les entiers relatifZ sont un ensemble avec deux lois, I'addition et la multiplication,

+:ZxZ—1Z, (a,b)— a+b,
L XZ—7, (a,b)— a-b,

et deux éléments spécialxl tels que
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— ((Z,+,0) est un groupe abélien) : pour toutn,n € Z :

— élément neutretn +0=m =0+ m;

— associativité (m+n) +{=m+ (n+¢);

— existence d'inversem + (—m) =0 = (—m) + m;

— commutativité m +n =n + m.
- ((Z,-,1) est un monoide commutatif) : pour toytn,n € Z :

— élémentneutremn -1 =m=1-m;

— associativité (m-n) - L=m-(n-{);

— commutativité m - n =n - m.
— (relation entret et ) :

— distributivité : (m +n) - L =m -+ n - L.
Comme vous le savez sans doute, les mémes opérations existent par exemples pombres ra-
tionnels, les nombres réels et les nombres complexes. Cela nous amémeawdonom spécial aux
ensembles ayant de telles structuraaneau

Définition 13.1. SoientA un ensembld) 4,14 € A deux éléments (pas nécessairement distincts) et
+4:AxA—A et 4:AxXxA—- A

deux applications. On appelle le tuplet, + 4, 4,04, 14) unanneau (commutatiBi
— (A, +4,04) estun groupe abélien,

— (A4, 4,14) estun monoide (commutatif) et

— pourtousa, b,c € A:

a-4(b+ac)=(a-ab)+a(a-ac)
et

(a+ab)-ac=(a-ac)+a(b-ac)
(distributivité).

Donc,(Z,+,-,0,1) est un anneau commutatif. On le notera souvent jiste

Notez que si 'anneau est commutatif (par définition la multiplication est commutaiiweiffit de
vérifier une seule des deux égalités pour la distributivité.

Souvent nous allons supprimer I'indick donc on va écrird, 1, 4, - sans mentionned explicite-
ment. On va méme écrire parfaissans mentionnes, 1, +, -, mais sachant qug 1, +, - font partie
des données d’'un anneau et qu'ils sont fixés. Nous allons augsirsep- parfois et écrire:b pour
a-b. On fait également la convention que la multiplication doit toujours étre éxéauaée I'addition :
a+b-c=a+(b-c).

Lemme 13.2.Soit(A, +,-,0,1) un anneau. Alors, pour tousc€ Aonal-a=a-0=0.

Démonstration.0-a = (0+0)-a=0-a+0-a, donc,(4, +,0) étant un groupe, on@= 0 - a. De
la méme facona-0=a-(0+0)=a-0+a-0,doncO =a-0. O

Exemple 13.3.D’autres exemples d’anneaux sont :
- (Q,+,-,0,1) est un anneau commutatif. Voir la section 15 pour une construction formelle
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- (R, +,-,0,1) estun anneau commutatif. Il est connu des cours d’analyse e&dieddinéaire. Voir
la fin de la sectioh 15 pour une construction formelle.
— (Matax2(R), +,0,(89),($9)) estun anneau non commutatifdésigne le produit matriciel).

Définition-Lemme 13.4. Soit(A, +, -, 0, 1) un anneau. Un élémente A est appelé@inités’il existe

v € Atel queuv = vu = 1. Une unité est donc un élément inversible dans le morcide 1).
L'ensemble des unités deest notéd*. (A%, -, 1) est un groupe (abélien si 'anneau est commutatif).
Il s'appellegroupe des unités dé.

Démonstration.L'associativité et I'existence d’élément neutre proviennent du fait(que, 1) est un
monoide. L'existence d'inverse est la propriété définissant I'enserble O

Proposition 13.5. Z* = {—1, 1}.

Démonstration.L'équationa - b = 1 n'admet que les solutions = 1,b = 1) et(a = —1,b = —1)
dansZ. Doncl et —1 sont les seules unités de O

La construction d€) est I'objet de la section 15 (qui ne sera pas traitée en cours). Notnaissance
deQ nous permet déja d'affirmeéd™ = Q \ {0}, car toute fraction non nullg ag comme inverse.

Anneaux intégres

Proposition 13.6. Pour tousa, b € Z tels queab = 0, on aa = 00oub = 0.

Démonstration.Sia € N etb € N, c’est la proposition 10.12. Gie Netb ¢ Nyona0 = —1-0 =
—1l-a-b=a-(=b),donca = 0ou—b = 0, donca = 0 oub = 0. Les deux autres cas sont
similaires. O

Définition 13.7. Soit(A, +,-,0, 1) un anneau. On dit qud est unanneau integrsi pour tousa, b €
Atels queab = 0,0naa =0oub=0.

Un élément: € A tel qu'il existeb € A\ {0} avecab = 0 ouba = 0 est appeléiviseur de zéro
(Donc un anneau est integre s'il n’existe pas de diviseur de zéralspuf

Donc,(Z,+,-,0,1) est un anneau integre.

Proposition 13.8. Soit(A4, +, -, 0, 1) un anneau integre. Alors, on peut simplifier des produits comme
suit : Pour tousa, b, ¢ € A aveca # 0 tels queab = ac OUba = ca On ab = c.
En particulier, cette régle est valable dafis

Démonstration.Si ab = ac, alorsa(b — ¢) = 0. CommeA est intégre nous obtenomas= 0 ou
b — ¢ = 0. Le premier cas est exclu, dohe- ¢ = 0, doncb = ¢. Un argument similaire marche aussi
pourba = ca. O
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Corps

Définition 13.9. Soit(A, +, -, 0, 1) un anneau (commutatif). On I'appeld®rps (commutatifki
— tout0 # a € A est une unité pour la multiplication (c’est-a-dird = A\ {0}) et

—0#1.

Exemple 13.10.

- (Q,+,+,0,1) estun corps commutatif.

- (R, +,,0,1) estun corps commutatif.

- (Z,+,-,0,1) nest pas un corps car il existe € Z \ {0} qui n’est pas une unité, par exemple
n = 2.

On définira plus loin une famille de corps tres importante : les corps finis.
Lemme 13.11.Soit(A, +,-,0,1) un corps. AlorsA est un anneau intégre.

Démonstration.Exercice. O

14 L’anneau des entiers relatifs revisité

Magie de nombres (ou pas de magie ?)

Si vous me donnez un nombre natutdlen écriture décimale), je peux tout de suite vous dire s’il est
divisible par9 ou pas. Connaissez-vous la regle ?

Si vous me donnez un nombre natutglen écriture décimale), je peux tout de suite vous dire s'il est
divisible parl1 ou pas. Connaissez-vous la régle ?

Sivous me donnez un nombre natute|e peux tout de suite vous dire lequel est le dernier chiffre de
3™ (en écriture décimale). Par exemple, le dernier chiffre de

— 3123 est7;
— 32012 ggt3. Effectivement32013 =

2786671337660213082267919714750459134787606492155132063283402730654048760030268539913670583094067983053398089100730
4258068397344387903485734311233939245359853350672845621926865630984618644414120188914535174041778796721487194530816
9432465759663708183892719818322379560198521780637714677317397177445469026577835704830283109142481460751940051144457
4229008283009956853759080353505491697617383558658631394097310235950400194290557589875213356506804044034529194186645
4324437390752525643859097347710588530736645852064277994958050284173509930015180509426657147026902320337238506606038
1523437995644778055486711170504764227379068465248657750524383938298550790421375476540126942368590456046294368794819
6271492486893901532450474692807747316499893588413555036000736320834976222253651031084521148441273818089601195614541
1234589178695439995100776731225317623717190795682025853273988741445018520042845424552955912662553425080560376276718
16689244083167608075378215806519033714323

— (voyez le cours)

La divisibilité dans 7Z
Soita, b € Z. On rappelle qué divisea (notation :b | a) S'il existeq € Z tel quea = bg.

Lemme 14.1.La divisibilité dansZ définit une relation réflexive et transitive qui satisfait aussi :
(a) pourtousa,b € Z\ {0} : ((a|betb|a) = a=boua=—b);
(b) pourtousa,b,ceZ: ((a|beta|c) =al(b+c)etal(b—c)).

Démonstration.

Réflexivité a | a parce que: - 1 = a.
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Transitivité a | b etd | cimpliquent I'existence de, r € Z tels queb = qa etc = rb. Doncc = gra,
donca | c.

(@) a | betd | aimpliquent I'existence deg,r € Z tels queb = ga eta = rb. Donca = rqa, donc
(a étant non nul eZ intégre)rq = 1, et doncr = +1 etq = r par la proposition 13.5, d'ou le
résultat.

(b) a|beta | cimpliquentl'existence de,r € Z tels queb = qa etc = ra. Donc,b+c = (¢ +r)a
etb—c=(q—r)a,donca | (b+c)eta| (b—c).

O]

Division euclidienne

Proposition 14.2(Division euclidienne) Soientz, y € Z avecy > 1. Il existe des uniqueg r € Z
tels que

r=qy+ret0<r<y—1.
Démonstration.

Existence Soit M := {x — zy | z € Z} N N. C’est un sous-ensemble non-vide NeCommeN
est bien ordonné, il existe un plus petit élément M ; il est automatiquement de la forme
r=x—qy.Sir >y, alorsr —y =x — (¢ + 1)y € M est un élément encore plus petit que le
plus petit élément. Donc < y.

Unicité Supposons que = qy + r = ¢'y + r’. Donc,
(¢—q)y=r"—r
Il en suity | (' — r). Mais, on a aussi
—y<r —r<uy,

donc0O = ' — r (car0 est le seul multiple de strictement plus grand quey et strictement
plus petit quey), doncr = 7’ etq = ¢'.

O]

Congruences

Définition 14.3. Soitn € N-. Deux entiers relatifsc,y € Z sont appelésongrus modula si
n|(z—y).
Notation :x =y (mod n) (ouz =y mod (n)).
Lemme 14.4.Soientn € Ny etx, y € Z. Les assertions suivantes sont équivalentes :
() 2=y (mod n).

(i) Le reste de la division euclidienne depar n est le méme que le reste de la divisionydear n.
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Démonstration.Soientr = gin +r1 ety = gn +rpavec0 <r; <n-—1et0 <ry <n—1.

« (i) = (ii))y» : Alors, n | (z —y). Commen | (¢1 — g2)n, il suit quen divise (z —y) — (g1 — g2)n =
r1 — rg, doncry = ro (Méme argument qu’en haut-n < r1 — ry < n).

«(ii)y = (i) » : Alors, r; = r9, doncz —y = (¢1 — g2)n, doncn | (z —y), doncx =y (mod n). O

Définition-Lemme 14.5. Soitn € N. La congruence modula définit une relation d’équivalence
Ry :
V(z,y) € Z*, 2Ry < v =y (mod n).

L'ensemble quotierit/R,, est notéZ/nZ. On a:
Z/nZ ={0,1,...,n—1}

et
0={..,-2n,—n,0,n,2n,..}k=1{...,—2n+k,—n+kkn+k2n+k. ...}

La classe d’'un entiek compris entred etn — 1 est le sous-ensemble Aeformé des entiers relatifs
dont le reste dans la division euclidienne paest égal &.

Démonstration.Exercice. O

Anneaux quotients

Lemme 14.6. Soientn € N etxq, 20,41, y2 € Z tels que
x1=vy; (modn) et xy=ys (modn).

Alors,
r1+xo=y1+y2 (modn) et z;-z2=y;-y2 (modn).

Démonstration.Nous avons: | (z1 — y1) etn | (z2 — y2).

Pour la premiére assertion nous en concluens((z; — y1) + (z2 — y2)), doncn | ((z1 + x2) —
(y1 +y2)), donczy + xp = y1 + 42 (mod n).

Pour la deuxieme assertion, il suit que (z1 — y1)z2 etn | (z2 — y2)y1, doncn | ((z1 — y1)z2 +
(x2 —y2)y1), doncn | (z1x2 — y1y2), donczy - z2 = y1 - y2 (mod n). 0

On peut maintenant donner I'explication du calcul du dernier chiffr@’d@ourn € N. Faire la
division euclidienne de par4 : n = 4¢g + r avecO < r < 3. Alors :

3" =3glatr — (31)7.37 =819.3" =17-3" = 3" (mod 10).

Donc, le magicien n'a besoin que de faire la division euclidiennetggour ¢a il suffit de la faire
pour les2 derniers chiffres de (trouvez la raison vous-mémes!)) et de connaitre (le dernier chiffre
de)3" pourr =0,1,2,3.
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Définition-Lemme 14.7. Soitn € N. Nous définissons

+:Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ, (T,Y)—T+y:=x+y

et
2 Z/nl X LInl — Z/nZ, (T,y)—T -J:=T Y.

Alors, (Z/nZ,+,-,0,1) est un anneau commutatif.

Démonstration.Exercice. Utiliser le lemme 14.6 pour démontrer guet - sont bien définis (indé-
pendants des choix de représentants) et le faitgue-, -, 0, 1) est un anneau. O

Nous allons souvent noter les classe&deZ sans écrire les « barres ». Egalement, on notera 'anneau
(Z/nZ,+,-,0,1) plus court commé&. /nZ.

Exemple 14.8.(a) Voici les tables d’addition et de multiplication @g'27Z.

+lolr - fofs
001 0010
1 110 10]1
(b) Voici les tables d’addition et de multiplication @g3Z.
+lolif2 - fofr]2
0O{0]1]2 0)j0]0]|0
1 11210 10]1]2
2 12]0]|1 210121
(c) Voici les tables d’addition et de multiplication @g'47.
+loltf2]3 - foft]2]3
010|123 0(0|0|0|0
1 1121310 14011213
2 1213|1011 21101202
3 13]0]1]2 3110(3]2]1

Plus grand diviseur commun (pgcd)

Définition 14.9. Soientd € N etx,y € Z. On appelled plus grand commun diviseur dey (nota-
tion : d = pged(x,y)) Si

—d|xzetd|yet

— pourtoute e Nona((e | zete|y) = e|d).

Proposition 14.10. Soientz, y € Z pas tous les deux

(a) Un plus grand commun diviseur deety existe et il est unique.

(b) Identité de Bézoutll existea, b € Z tels quepged(z,y) = ax + by.

Démonstration.Soit M := {ax + by | a,b € Z} et M* := M N N5,. CommelM T est un sous-
ensemble non vide d§, il possede un plus petit élémeh{par le fait queN est bien ordonné).

Par définition il exister, b € Z tel qued = ax + by. Nous allons démontrer qukest un plus grand
commun diviseur de, y.
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D’abord on montrel | m pour toutm € M (commez,y € M, on obtient alors automatiquement
d | x etd | y). Soitm = ux + vy. On fait la division euclidienne pat :

m=gqd+ravec) <r<d-—1.

Alors,

r=m—qd=uzr+vy —q(az +by) = (u — ga)z + (v — qb)y,

doncr = O car sil < r, alorsr € M™ entrainerait que est strictement plus petit que le plus petit
élément deV/ *, une contradiction.

Soite € N tel quee | z ete | y. Donc,e | (ax + by), donce | d. Nous avons terminé la preuve gdie
est un plus grand commun diviseur.

L'unicité est claire : Sid, e € N sont des plus grands communs diviseurs tous les deux,&lorset
e | d, ete etd sont tous les deux dah$.(, doncd = e. O

Le pged et lidentité de Bézout peuvent étre calculés (et leur existence peutdétnentrée) par
I'algorithme d’Euclide (voir Exercices) que nous décrivons maintenaintj¢e vous avez di voir a
I'école).
Soientry > rq deux entiers positifs. Nous allons calculer legrd ainsi que 'identité de Bézout, par
le processus récursif suivant :
Siry > 1, calculer le reste, de la div. dery parr, ro = qr1+ro;
Siry > 1, calculer le restes de la div. der; parr, r1 = Qoro + 13;

Sir, > 1, calculer le reste,,; de la div. der,,_1 parr, || rn—1 = ¢u7Tn + Tn+1;

Sir,4+1 =0, on aterminé. rn = pged(ro, 1)
Nous démontrons ci-dessous qgtieest en effet égal aged(rg, r1). D’abord on vérifie que:, divise
ro etry :

ry, diviser,,_1.
= rydiviser,_o = ¢u_1"n_1 + rn.
= rpdiviser, 3= ¢, orn_o+rp_1.

= r,diviser; = goro + 3.
= r,diviserg = g1y + ro.

Exemple 14.11.rg = 99 etr; = 21.
Calculer le rester, = 15 de la div. de99 par 21 || 99 =4 - 21 4+ 15;
Calculer le rester; = 6 de la div. de21 par 15 21=1-1546;
Calculer le rester, = 3 de la div. del5 par 6 15=2-6+43;
Le reste de la div. dé par 3 est0 6=2-3;

3 = pged(99,21)

On obtient l'identité de Bézout en utilisant les égalités dans la colonne a deoitemencant par le
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bas :

3=15—-2-6
—15—-2-(21—1-15)=—-2-214+3-15
=—2.214+3-(99—4-21)=3-99 — 14 - 21.

Le calcul de Il'identité de Bézout dans I'exemple est un pduhoc On va le remplacer par une
formulation générale et plus élégante. On utilisera les matrices de2ail2qu’on suppose connues
du cours d'algébre linéaire.

Soientry > rq deux entiers positifs. Nous allons calculer legrd ainsi que 'identité de Bézout, par
le processus récursif suivant :

Sir, > 1, rester, de la div. dery parr; A= (1)) (r1) =A1(r)
Siry > 1, resters de la div. der; parry Ay = (")) Ay (r3) = A2 ()

Sir, > 1, rester,1 de ladiv. der,_y parr, | Ay o= ("0 L) A,y | (75) = An (1)
Sir,.1 = 0, on aterminé. r, = pged(ro, 1)
T
T

SoitA,—1 = (24). Alors, I'égalité(,,", ) = Anp—1 (1) = (¢4) (74 ) nous donne

rn = ari + bro,

l'identité de Bézout récherchée. Comme on saitiguéivisery etr;, on obtient aussi une preuve que
r, est en effet le pgcd de) etr; : tout diviseur de- etr; doit diviserr,,.

Exemple 14.12.0n reprend I'exempley = 99 etr; = 21.
Rester; = 15 de ladiv. de99 par21 || A; = (*});
Resters = 6 de ladiv.de2l par15 | A= (1) 4= (2% 7);
Restery = 3deladiv.del5spar6 | Ay = (724) - Ao=(3*2);
Le reste de la div. dé par 3 est0

3 = pged(99, 21)
Les coefficients de I'identité de Bézout sont les coefficients de la pecraiggée de la matrices :

3=-14-21+3-99.

Définition 14.13. Soientm € N etz,y € Z. On appellem le plus petit commun multiple de, y
(notation :m = ppcm(z, y)) Si

— x| mety|met

— pourtoutn e Nona((z |nety|n)=m|n).

Proposition 14.14. Soientr, y € Z pas tous les deux

(a) Un plus petit commun multiple deety existe et il est unique.

(b) On alidentitéxy = signe(zy) - ppcm(z, y) - pged(z, y).

Démonstration.Exercice. O
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Corps finis

Lemme 14.15.Soitn € N5 ;. Soitz € Z tel quepged(z,n) = 1 = ax + bn aveca, b € Z (I'identité
de Bézout).
Alors, la classe&r est un inverse multiplicatif de la classedans I'anneauZ /nZ, +, -, 0, 1).

Démonstration.Nous avond = ax + bn = ax (mod n),doncl =azx =a- 7. O

Corollaire 14.16. Soitn € N5 ;. Alors, le groupe des unités de I'anne@y/nZ, +, -,0, 1) est
(Z/nZ)* ={T | « € Z,pged(x,n) = 1}.

Démonstration.Dans le lemme 14.15 nous avons vu que toutes les claspesrrx € Z tel que
pged(xz,n) = 1 sont des unités.
Siz = py etn = pm avecl < p < n, alors nous avong: # 0 et

T-m=y-p-m=7y-pm=75-0=0,

<
<

doncz ne peut pas étre une unité, car s'il I'était = zz, alors

m = 1m =zzm = z0 = 0,

une contradiction. O

Corollaire 14.17. Soitn € N+ 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (Z/nZ,+,-,0,1) est un corps commutatif de cardinal
(i) n est un nombre premier.

Sip est un nombre premier, on ndfg := (Z/pZ, +, -,0,1), et on I'appellele corps fini de cardinal.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Supposons que n’est pas un nombre premier, donc= ab avec

1 < a,b < n. Alors par le corollaire 14.16 # 0 n’est pas une unité d&/nZ, doncZ/nZ n'est pas
un corps.

« (ii) = (i) » : Si n est un nombre premier, tous lesc Z tels quel < a < n — 1 satisfont
pged(a,n) = 1, donc toutes les classés2,...,n — 1 sont inversibles. Donc, la seule classe qui
n'est pas inversible estetZ/nZ est un corps. O

Appendice : Unique factorisation en nombres premiers

Dans cet appendice, nous donnons une caractérisation alternagiveonhores premiers. Dans le
prochain semestre cette caractérisation va nous servir comme modéle pogéndralisation des
nombres premiers dans des anneaux plus générauX.dag nous en avons besoin pour démontrer
le fait que tout nombre naturel s'écrit de facon (essentiellement) unigmene produit de nombres
premiers.

Nous rappelons que nous avons déja démontré le théoréme d’Euclide qomiee de nombres
premiers est infini (théoreme 1.5).



14. UANNEAU DES ENTIERS RELATIFS REVISITE 69

Lemme 14.18.Soitp € N+ ;. Les assertion suivantes sont équivalentes :
(i) pestunnombre premier.

(i) Pourtouta,b € Z on a: sip divise le produitab, alorsp divisea ou p diviseb.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit p un nombre premier tel quet a. On veut montrep | b.
Commep 1 a et les seuls diviseurs positifs gesont1 etp, on apged(a, p) = 1 et I'identité de Bézout
1 = rp+sa pour certaing, s € Z. Puisquep diviseab, il divise ausskab etbrp, doncp | (sab+brp),
mais

sab+brp = (1 —rp)b+brp ="b—brp +brp = b,

doncp | b.

« (ii) = (i) » : Supposons que I'assertion (i) est fausse, c’est-a-dire qiEst pas un nombre premier.
Alorsp = ab avecl < a,b < peta,b € N. Doncp | p = ab, maisp { a etp t b, donc I'assertion (ii)
est fausse. O

Corollaire 14.19. Soientp € N-; un nombre premiers € N>, etqp,...,qs € Z tels quep |
q1q2 - - - qs- Alors il exister € {1,...,s} tel quep | ¢;.

Démonstration.Par récurrence pour> 2. Linitialisation s = 2 est le contenu du lemme 14.18. Sup-
posons que l'assertion est vraie poursuiNous allons la démontrer posr+ 1. Donc, supposons que
Pl qi1qe ... qsqs+1. Onle réécrit comme | ab aveca = q1q2 . . . gs €tb = qs11. Parle lemme 14.18 il
suit quep | a oup | b. Dans le dernier cas | ¢s+1. Dans le premier cas par I'hérédité nous obtenons
p | ¢ pouruni € {1,...,s}, donc, I'assertion est vraie posr+ 1. O

Lemme 14.20.Soitn € N>o. Alors, il existe un nombre premigrqui divisen.

Démonstration.Nous avons déja fait cet argument dans la preuve de l'infinitude desresmhe-
miers. On le refaitici :

M := {m € N>y | m divisen}.

C’est un sous-ensemble @ qui n'est pas vide (can € M commen | n). Donc, commeN est
bien ordonné, il existe un plus petit élément M. Soitt € N-; un diviseur dep. Alors, par le
lemme 14.1 (a) on &| n, donct € M. Commet < p etp est le plus petit élément d¥/, il en suit
quet = p, doncp est un nombre premier. O

Théoréme 14.21(Théoréme fondamental de la théorie élémentaire des nomBr@s) nombre na-
turel n > 1 s’écrit comme produit fini de nombres premiers de facon unique dréoprés. ¢ = 1
correspond au produit vide.)

Plus précisement on a pour tout> 2 :

(a) llexister € Netpy,...,p. € P (des nombres premiers) tel que= p1ps . .. p:.

(b) Sis € Netq,...,qs € Ptels quen = qiq2...qs, alorsr = s et il existe une bijection
o:{l,...;r} = {1,...,r} telle que pour tout € {1,...,r} Oonag = py;)-
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Démonstration.
(a) Soit
M := {n € N>5 | n n’est pas un produit fini de nombres premigrs

C’est un sous-ensemble Ble Supposons qu'’il n’est pas vide, alors, il posséde un plus petit étémen
Par le lemme 14.20 il existe un nombre premieyui divisern. Commep est un produit de nombres
premiers (le produit avec le seul facteyy on ap ¢ M, doncp < m, donc2 < % < m, donc
% Z M. Donc% est un produit d’éléments premiers, domnc= p% I'est aussi. Donan & M.
Contradiction. Dond\/ est vide.

(b) Nous démontrons le résultat par récurrence portr1. Pourn = 1 le résultat est clair. Supposons
gue nous avons déja démontré le résultat pour tout nombre naturel positifraent plus petit que.
Montrons-le pounmn.

Nous avons donc

pPip2...Pr =N =4d41492 .. .(s.

Commep; | n, il suit du corollaire 14.19 qu'il existe up e {1,..., s} tel quep; | ¢;. Commey; et
p1 sont des nombres premiers, op;a= ¢;. En conséquence, nous obtenons

n
b2...Pr = ]71 =q192---4j—145+1 - - - gs-

Commel < ;% < n, par hérédité — 1 = s — 1 (doncr = s) et il existe une bijection : {1,...,j—
Lj+1,...,7} —{2,3,...,r} telle queg; = p,(; pour touti € {1,...,5— 1,5+ 1,...,r}. Nous
prolongeons : {1,...,r} — {1,...,r} en posant(j) = 1. Evidemmentg est une bijection. [

15 Les nombres rationnels

Cette section ne sera pas traitée dans le cours. Nous la rajoutons auduna@ms's pour montrer
comment les nombres rationnels soahstruits a partir des entiers relatifs. Donc vous pouvez vous
convaincre a l'aide de cette section que les nombres rationnels ont aadsinaation solide.

Construction des nombres rationnels

Nous avons construit I'anned, +, -, 0, 1). Maintenant, nous allons I'utiliser pour une construction
des nombres rationnels.

Nous allons définir les fractions comme des classes d’équivalence poucdenpte du fait que le
numérateur et le dénominateur d’une fraction ne sont pas uniquesuyblepenultiplier par n'importe

. a _ ac
quel entier non nul § = 7).

Définition-Lemme 15.1. SurZ x (Z \ {0}) on définit une relation
(a,2) ~ (b,y) & ay = ba.

C’est une relation d’équivalence.
La classe d€a, z) est formée de tous lg8, y) tel queay = bz, ce qui justifie la notatiorf pour la

classe(a, ).
L'ensemble quotient est nof§ I'ensemble desombres rationnels
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Démonstration.
Réflexivité (a,z) ~ (a,z) parce queir = ax.
Symétrie Si(a,z) ~ (b,y), alorsay = bz, doncbx = ay, donc(b, y) ~ (a, ).

Transitivité  Soient(a, z) ~ (b,y) et(b,y) ~ (c,z). Alors, ay = bx etbz = cy. Doncayz = bxz
et bxz = cyx, doncayz = cyx, donc par la proposition 13.8 on obtiemt = cx, donc
(a,x) ~ (¢, 2).

O]

Proposition 15.2. SoitQ I'ensemble quotient du lemme 15.1.

(a) Les deux applications

+:QxQoQ 24l wth
Ty Ty
et b b
a a
gxgog 2.2
Ty Ty

sont bien définies, c’est-a-dire que leurs définitions ne dépendsmtgsachoix des représentants
(a,z) et(b, y) des classe§ et 2.

(b) (Q,+,-,9,4) estun corps.

(c) L'application .
17 —Q, ne— 1
est injective eton an + m) = «(n) 4+ ¢(m) ete(n - m) = v(n) - t(m).

Démonstration.Nous démontrons (a) pot; le reste est un exercice.
Supposonsa, ) = (a,2') et(b,y) = (V,y'), doncax’ = a’x etby’ = b'y. On calcule

(ay + bx)x'y' = ax’yy’ + by'xa’ = d'wvyy’ + V'yxa’ = (a'y' + V2 )y,
donc(ay + bz, zy) ~ (a'y + V2’ 2'y). O
L'ordre naturel sur Q
Définition-Lemme 15.3. (a) SurQ on définit une relation d’ordre totale par

<X - :<ad<bc

s}
ISHNe

pourb,d € N .

(b) Sur l''mage deZ par I'application naturelle. : Z — Q, n — 7 cet ordre est le méme que
I'ordre de Z.

Démonstration.La démonstration n’est pas difficile et peut étre faite comme exercice. O
A partir de maintenant nous allons écrifeau lieu de<.

Lemme 15.4. Soientz, y, z € Q tel quex < y. Alors :
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@ zrz+z<y+-=
(b) Si0 < z,alorsz -z <y - 2.

(c) Siz<0,alorsy-z<x-z.

Démonstration.La démonstration n’est pas difficile et peut étre faite comme exercice. Ol

La valeur absolue deQQ

Définition 15.5. Pourr € Q nous définissonia valeur absolue de par

r sio<r,
|| == .
—r sir<Q0.

Proposition 15.6. Pourr, s € Q les assertions suivantes sont vraies :
@ |r|>0etr=0<«<|r|=0.

(b) |r-s| = |r|- |s| (multiplicativité).

(©) |r+ s| < |r| + |s| (inégalité triangulaire).

(d) Ilexisten € Ntel que|n| > 1 (cette propriété «triviale » dit que la valeur propre est « archimé-
dienne »; il existe aussi des valeurs absolues qui ne sont pas adieinnés).

Démonstration.(a) La seule chose a montrer est la suivante :Sgit0. Alors,—1-0=0< —1-r =
—r,donc0 < —r,

(b) Clair.

(c) Nous avong < |r| ets < |s| (on le vérifie directement). Donc+ s < |r| + |s|. De la méme
maniére en conclut der < |r| et —s < |s| que—(r + s) < |r| + |s|. Les deux ensemble nous
donnent Jr + s| < |r| + |s|.

@2/=2>1. O

Corollaire 15.7 (Deuxiéme inégalité triangulairePour toutr,s € Q ona:

7] = Isl| < I+ s| < |r| +Is].
Démonstration.Nous avongr| = |r + s — s| < |r + s| + |s|, donc|r| — |s| < |r + s|. De la méme
maniére nous avoris| — |r| < |r + s|, donc||r| — [s|| < |r + s]. O
Les nombres réels

Les nombres réels sont un objet étudié dans vos cours d’AnalyseéRewcomplet, nous rajoutons
encore une esquisse de la construction des nombres réels a partindees cationnels.

Dans vos cours d'analyse vous avez défini des suites de Cauaty@davec convergence pour la
valeur absolue définie ci-dessus). Sbitensemble de toutes les suites de Cauchy. 806ie sous-
ensemble d€ des suites de Cauchy qui tendent v@&rs

SurC on définit la relation d’équivalence

(a’n)HGN ~ (bn)neN <~ (an - bn)nGN eN.
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L'ensemble quotient dé modulo cette relation d’équivalence est 'ensemble des nombres réels. Les
nombres rationnels s’y plongent via I'application qui envoie Q sur la suite constantg, := x pour

toutn € N. On additionne et multiplie deux classes (nombres réels) en additionnant|tpliamt

des suites de Cauchy qui représentent ces classes terme par terme.

16 Sous-groupes et homomorphismes

Nous rappelons d’abord les groupes que nous connaissons déja :

- (Z,4,0),(Zz*,-,1) = ({—1,+1},-,1).

- (Q,+,0), (Q%,-,1) = (Q\ {0}, 1).

- (Z/nZ,+,0), (Z/nZ)*,-,1).

— (Sn,0,(1)), le groupe symétrique.

Comme la définition I'exige, il s’agit d’'un ensemble avec une « loi de grougei>est associative,
posséde un élément neutre et telle que chaque élément a un inverse.iSidayfoupe est écrite
« multiplicativement », on note l'inverse depara~" ; si la loi est notée « additivement », on écrit
pour l'inverse deu.

Dans cette section nous allons étudier des sous-groupes et des appieatie groupes qui « res-
pectent » I'opération de groupes : les homomorphismes. D’abord legysouges. L'idée est simple :
un sous-groupe d’'un groupe est un sous-ensemble qui est ¢tespEr la loi de groupe. Nous allons
préciser ceci dans la définition suivante.

Regardons un exemple : Considér@ghsomme groupe pour I'addition et deux sous-ensembles :

— P:={n €Z|nestpair},

— I:={n € Z | nestimpair}.

Bien que les deux sous-ensembles aient I'air trés similaires, ils ne le sot past du point de vue
suivant :

Sia,b € P,alorsa+ b € P. Mais : sia,b € I, alorsa + b ¢ I. Nous voyons que la loi de groupe
respecte” mais pad.

D’ailleurs, I'élément neutre appartientfd: 0 € P, mais pas d : 0 ¢ I. Par contre pouP et] on

a que l'inverse de tout élément de I'ensemble y appartient aussicsP, alors—a € P; sia € I,
alors—a € 1.

Définition 16.1. Soit (G, , e) un groupe etd C G un sous-ensemblé! est appelésous-groupe
deG (notationH < G) si

—e€ H,

— pourtouta,b € H onaaxb € H (donc,x se restreint en une applicatiod x H — H), et

— pour touta € H, l'inversea™! € H.

Exemple 16.2.— P est un sous-groupe d&, +,0), maisI ne I'est pas.

— Pour toutn € Z I'ensemble de tous les multiples dest aussi un sous-groupe @8, +,0).
— Soit(G, x, e) un groupe. L'ensemblge} est un sous-groupe de.

— Soit(G, x, e) un groupe G est un sous-groupe d&.

— {-1,+1} € Qest un sous-groupe d&*, -, 1), mais pas un sous-groupe (@, +,0).
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— SoitSs = (53,0, (1)) le groupe symétrique en 3 lettres. L'ensemBile= {(1 2 3),(1 3 2),(1)}
en est un sous-groupe, mais I'ensemfale 2), (1 3),(2 3),(1)} ne I'est pas.

Dans ce cours et dans les cours a suivre nous définissons sdegensous-objets d’objets » (autre
exemple : sous-espace vectoriel); & chaque fois on exige que le Bjgisoit un objet du méme
type : un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel ; ici : saggoupe est un groupe :

Lemme 16.3. Soit(G, , €) un groupe et < G un sous-groupe. Alor§H, x, e) est un groupe.

Démonstration.C’est clair : I'associativité provient de celle déainsi que le fait que est I'élément
neutre. En plus; appartient & par définition et les inverses déy appartiennent aussi par définition.
[

Le lemme prochain donne un critére qui permet souvent de raccourcadagpqu’un sous-ensemble
donné est un sous-groupe.

Lemme 16.4(Critére pour sous-groupespoit (G, x,e) un groupe etd C G un sous-ensemble
non-vide. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) H < G (H estun sous-groupe d&).
(i) Pourtouta,bc Honaaxb!c H.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soienta, b € H. CommeH est un sous-groupe, orva! € H et donc
axb~t e H.

« (i) = (i) » : CommeH est non-vide, il y existe un élément € H. L’hypothése nous donne
axa~' € H,donce € H. Pour touth € H on obtiente x b=! = b~! € H. Soienta,b € H, donc
ax (b"1)"! = axb € H. Nous avons vérifié la définition et concluons giieest un sous-groupe
deG. O

Exemple 16.5.Tout élément du group&, +, 0) s’écrit en utilisant seulement(et son inverse-1) ;
parexempl® =1+ (-1),5=14+1+1+1+1let-5=-1-1-1-1-1.
On en déduit qu'un sous-groupe @< 7Z qui contientl est automatiquement égala

Définition 16.6. Soit(G, x, e) un groupe G est appel&ycliques’il existeg € G tel que tout élément
deG est de la formg™ pourn € Z ou

e sin =0,
gxgx---kg sin > 0,
n ) N ——
9 = n-fois

g lxgtx-ooxg™t sin<o.

L |n|-fois

Exemple 16.7.— Le group€Z, +, 0) est cyclique.
— Pour toutn € N le groupe(Z/nZ, +,0) est cyclique.

Lemme 16.8. Tout groupe cyclique est abélien.

Démonstration.C’est évident g™ x g™ = g™ = g™t = ¢ x g™ pour toutn, m € Z. O
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Définition 16.9. Soient(G, %, e) un groupe etV C G un sous-ensemble. On dit qGeestengendré
par M (et queM est unensemble de génératelss le seul sous-groupe de qui contientM estG
lui-méme.

Lemme 16.10.Soit(G, x, €) un groupe. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) G estcyclique.

(ii) 1l existe un ensemble de générateisde G de cardinall.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit G cyclique avec élément « spécial»Si H < G est un sous-
groupe qui contieng, il contient automatiquement tous les élémentsiddoncH = G. Ceci montre
queM = {g} est un ensemble de générateurs.

«(ii) = (i) » : Soit M = {g} un ensemble de générateurs d'un seul élément. Onfgase{¢" | n €
7}. C’est un sous-groupe dg¢a cause du critére du lemme 164 (¢")~! = g™ € H. Comme
g € H, I'hypothése implique? = G, donc,G est cyclique. O

Nous allons maintenant généraliser ceci a un ensemble de générateardidal quelconque. Pour
cela, nous devons d’abord considérer des intersections de smysegrd’un groupe.

Lemme 16.11.Soient(G, , ¢) un groupe,l un ensemble « d’'indices » (par ex= {1,2,...,n}) et
pour touti € I soit H; un sous-groupe dé&'. On poser := [ ),.; H;, l'intersection de tous le&l;.
Alors, H est un sous-groupe de.

Démonstration.— Commes led{; sont des sous-groupes, or & H; pour touti € I. Donc,e €
Mies Hi = H.

— Soienta, b € (;,c; H; = H. Donc, pour tout € I on aa,b € H;. CommeH; est un sous-groupe
deG,onaaxb~! € H;, pourtouti € I. Donc,axb~' € (,.; H; = H. Par le lemme 16.4 est
un sous-groupe dé.

O]

Définition-Lemme 16.12. Soient(G, *, ¢) un groupe et/ C G un sous-ensemble. On posH) :=
Nu<c.rcy H, lintersection de tous les sous-groupgsde G qui contiennent)/.

Alors, <M> est un sous-groupe d& qui est engendré pak/. Pour cette raison on I'appelle ause
sous-groupe dé' engendré pai/.

Démonstration.Nous savons du lemme 16/11 q(&) est un groupe. Il contient/ par définition.
Soit H < (M) un sous-groupe qui contied. Donc H est aussi un sous-groupe @e Alors, H
fait partie des groupes dod/) est I'intersection. En conséquengk/) C H. En tout nous avons
H C (M) C H,doncH = (M). Nous avons donc vérifié la définition et concluons qu€) est
engendré pai/. O

Si G est cyclique, il est engendré par un seul élémgeat tout élément s’écrit commg® pour un

n € 7 (noter que len n'est pas unique en général). Nous allons généraliser ceci a umiglesde
générateurs quelconque. Attention, la description explicite du groupmdrgest peut-étre différente
de celle qu’on pourrait attendre (sans avoir regardé les détails).
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Proposition 16.13. Soit (G, x, e) un groupe,M C G un sous-ensemble ét/) le sous-groupe dé&
engendré paiV/. Alors

(M) ={a' xxP x---*z" |neN,z; € Mg € {—1,1} }.

En mots :(M) est le sous-ensemble dede ceux éléments de qui s’écrivent comme produit d’élé-
ments dand/ et leurs inverses.

Démonstration.Soit H I'ensemble a droite de I'égalité dans I'assertion. Il est clair §leC H et
H C (M), parce qué M) est un groupe.

Nous montrons par le lemme 16.4 gHeest un sous-groupe d& : Soientz{" * z5* % - - - x z& et
Y3 * Y32 % - - % ydm deux éléments d&f. Alors,

€1 €2 € - —02 —01
T xR T ko kT K YO kK Yy 02 kY

appartient aussi &. Donc, H est un sous-groupe de.

Alors, H fait partie des groupes dofit/) est I'intersection. En conséquende) C H. En tout nous
avonsH C (M) C H,doncH = (M). Nous avons donc vérifié la définition et concluons qug
est engendré pav!. Ol

Homomorphismes

L'idée générale (valable pour groupes, anneaux, espaces vistete) est la suivante : Un (homo)-
morphisme est une application qui respecte toutes les structures.

Exemple 16.14.— Soientc : Z — Z I'application définie parn — 2n etd : Z — 7Z l'application
définie parn — 2n + 1. Nous analysons leurs propriéteés :
— cetd sont injectives.
—c(n+ m) =2(n+m) = 2n+ 2m = ¢(n) + c(m) pour toutn, m € Z.
- ¢(0) =
- d(n—l—m) =2(n+m)+1#2n+1)+ (2m+1) =d(n) + d(m) pourn,m € Z.
- d(0) =
- L’image dec est 'ensemblé®, donc un sous-groupe d&, +, 0).
— L'image ded est I'ensemblé, donc elle n’est pas un sous-groupe(@ +, 0).
Premiére conclusion : L'application « respecte » la loi de groupe d&, +, 0) et elle envoie I'élé-
ment neutré sur I'élément neutre. L’'applicatiod n’a aucune de ces deux propriétés.
— Soit: : Z — Q l'injection donnée pamn — 7.
—un+m)="E" =2 4 I — (n) 4 (m) pour toutn, m € Z.
- 1(0) = 9.
—u(n-m)="" =715 =(n)-(m) pourtoutn, m € Z.
—(1) =1
Premiére conclusion : L'application « transforme » la loi de groupe d¢Z, +,0) en la loi de
groupe de(Q, +,0) et elle envoie I'élément neutfepour la premiére loi sur I'élément neutie
pour la deuxiéme loi.
De plus, I'application. « transforme » la loi de groupe d&*,-,1) = ({—1;1},-,1) enlaloi de
groupe de(Q*, -, 1) et elle envoie I'élément neutdepour la premiére loi sur I'élément neutrie
pour la deuxiéme loi.
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— Soitexp : R — R+ I'exponentielle de vos cours d’analyse.
— exp est une bijection.
— exp(z +y) = exp(z) - exp(y) pour toutz, y € R.
— exp(0) = 1.
Premiére conclusion : L'applicatiorxp « transforme » la loi de groupe d@R, +,0) en la loi
de groupe d€R-,-, 1) et elle envoie I'élément neutfede (R, +, 0) sur I'élément neutrd de
(R>07 "y 1)
Ces propriétés nous ménent naturellement a la définition suivante :
Définition 16.15. Soient(G, *, ¢) et (H, o, ¢) deux groupes. Une application
v:G—H
est appelédomomorphisme de groupsspour toutgy, g» € G on a

p(g1 % g2) = ©(g1) © ¢(g2)-
Notation : Pour étre trés précis, on écrit les homomorphismes de ggocpame
(G, *x,e) — (H,o,¢€).

Normalement, on est moins précis, et si on écrit : « $oitz — H un homomorphisme de groupes »
on sous-entend que les lois de groupes et les éléments neutres soet fi@dnus du lecteur.

Exemple 16.16.— ¢ : Z — 7Z, donnée parn — 2n, est un homomorphisme de groupegde+,0)
dans(Z,+,0). Par contre,d n’est pas un homomorphisme de groupes.

— 1:Z — Q, donnée pan — % est un homomorphisme de groupeg@de+, 0) dans(Q, +,0).

— exp : R — R+ est un homomorphisme de groupegBe+, 0) dans(R-q, -, 1).

— Soitn € N. On définit :

7 (Z,+,0) = (Z/nZ,+,0), a+— a,

I'application qui envoiea sur sa classe modula. C'est un homomorphisme de groupes par le
lemme 14.6.

— Soit(G, , e) un groupe et{ < G un sous-groupe. L'inclusion: H — G (donnée pah — h) est
un homomorphisme de groupes.

Définition 16.17. Soient(G, %, e) et (H, o, €) des groupes ep : (G, ,e) — (H,o,¢e) un homomor-

phisme de groupes.

— im(yp) = ¢(G) :={p(g) | g € G} est appeldimage deG par .

— Plus généralement, sait’ < G un sous-groupep(G’) := {¢(g) | g € G’} est appeldimage
deG’ parp.

— ker(p) :={g € G | ¢(g9) = ¢} est appelé l@moyau dep (en allemandlern, en anglaikerne).

Exemple 16.18.Le noyau de I'homomorphisme
m:(Z,+,0) = (Z/nZ,+,0), a—a

est égal &m | n divisem}, 'ensemble des multiples de
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Définition-Lemme 16.19.Soitn € N> et(S,, o, (1)) le groupe symétrique. On définit I'application
signe (ou signaturear
(i) —7(j)
sgn: S, — {+1,-1}, 7 H —_,
1<icj<n 0T
C’est un homomorphisme de groupes. Son noyau esthpét appelé legroupe alterné
Le signe de toute transpositigh ;) (aveci # j) est—1.

Démonstration.Exercice. O

Proposition 16.20(Propriétés des homomorphismes de group8sjent(G, x,e) et (H, *,¢€) des
groupes ety : (G, *,e) — (H, %, €) un homomorphisme de groupes. Alors :

(@) ¢(e) =e.
(b) Pourtoutg € Gona:p(g~t) = ¢(g9)~ 1.

(c) SiG' < G est un sous-groupe, alotgG') < H est aussi un sous-groupe. En particulien,()
est un sous-groupe dé.

(d) SiH' < H est un sous-groupe, alots™'(H’) < G est aussi un sous-groupe. (Attention : Ici
o~ (H'") est l'image réciproque et pas un inverse de I'application!)

(e) Sip: (H,*,¢) — (I,®,u)estun homomorphisme de groupes, alos® : (G, x,e) — (I, ®,u)
est aussi un homomorphisme de groupes.

(f) ker(p) < G est un sous-groupe.

Démonstration.(a) On ap(e) = p(exe) = p(e) * p(e), donce = ¢(e) * (p(e)) ™! = p(e) * p(e) *
(o(e)) ! = ple).

(b) Par (@) on & = w(e) = w(g* g ') = ¢(g) * p(g~!). donc,(p(g)) ™! = (p(g)) " * e =
(0(9) " % p(g) x 0(g7) = ().

(c) Les éléments dans I'image(G’) sont de la formep(g) pourg € G'. Soienty(g1), ¢(g2) avec
g1,92 € G’ deux éléments d@(G’). Commeg; x g, * € G’ (carG’ est un sous-groupe dg), on
conclut quep(gr * g5 *) = (g1) * ©(g5 ) = @(g1) * p(g2) " appartient aussi @(G’) ot on utilise
(b) pour la derniere égalité. Par le lemme 16.4 nous obtenons dong(gi¢ est un sous-groupe
deH.

(d) Soitgy, g2 € ¢~ 1(H"), donc, par définition, cela veut ditg(g;) € H' pouri = 1,2. CommeH’
est un sous-groupe dé, ©(g1) * ¢(g2) "' € H', doncy(g; x g5 ') € H'.

(e) Soientgy, g2 € G. Alors, ¥(p(g1 * g2)) = ¥ (p(g1) * v(92)) = ¥ (p(91)) @ Y(p(g2))-

(f) Soientgy, g2 € ker(p). Par définition cela veut dire que(g1) = € = p(g2). Par (a) et (b) nous
avonsp(gr x g5 1) = ¢(g1) * p(g2) ™' = ex ™' = ¢, doncg; x g, * € ker(y). Par le lemme 1614
nous obtenons donc qker(y) est un sous-groupe de.

On peut aussi remarquer gker(y¢) est I'image réciproque par de 'ensemblég e}, qui est un sous-
groupe deH, et utiliser (d). O

L'utilité du noyau est de caractériser si I’lhomomorphisme est injectif (comnadgétore linéaire).

Proposition 16.21.Soient(G, , e) et(H, o, ¢) des groupes &b : (G, x,e) — (H, o, e) un homomor-
phisme de groupes.
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(a) Les assertions suivantes sont équivalentes :
() ¢ est surjectif.
(i) H =1im(yp).
(b) Soienty;, g2 € G. Les assertions suivantes sont équivalentes :
() ¢(g1) = »(g2)-
(i) g1%9;" € ker(e).
(i) Il existe k € ker(p) tel queg; = k * go.
(c) Les assertions suivantes sont équivalentes :
() ¢ estinjectif.
(i) ker(y) = {e}.
Démonstration.(a) C’est par définition! On le mentionne ici uniquement a cause de la similarité
avec (c).
(b) « (i) = (ii) » : Soientg;, g2 € G tels quep(g1) = ¢(g2). Ona

e =p(g1) o p(g1) ™ = @(g1) o plg2) " = plg1 * g5 ")
Donc,g; x g5+ € ker(p).
« (ii) = (ii) » : Prendrek := g1 * g, .
« (i) = (i) » : Soitk € ker(p) tel queg; = k x go. Alors :

p(g1) = p(k x g2) = (k) 0 p(g2) = €0 9(g2) = ¥(g2)-

(c) est une conséquence directe de (b). Ol

Définition 16.22. Un homomorphisme de groupes qui est bijectif est appeléamorphisme
Parfois on appelle un homomorphisme injectiftanomorphismet un homomorphisme surjectif un
epimorphisme(Nous n’allons pas utiliser ces deux derniers termes.)

Lemme 16.23.Soient(G, *, e) et (H, o, €) des groupes ap : (G, *,e) — (H, o, €) un isomorphisme
de groupes. Comme est bijectif, il existe un inverse : H — G.
Alorsy est aussi un homomorphisme de groupes.

Démonstration.Soienth, ho € H. Nous calculons :

(¥(h1) % p(h2)) = p(¥(h1)) o p(¥(h2)) = h1 o ha.

On appliquey et obtient :
Y(p(¥(h) x ¥(he))) = (h1 o ha),
donciy(hy) * ¥ (he) = ¥ (hy o hy) et on voit que est un homomorphisme de groupes. O

Définition-Lemme 16.24. Soit(G, x, €) un groupe. On pose
Aut(G) :={p: G — G | p estun isomorphismg

Par idg on note l'identitéG — G. Alors, (Aut(G), o,id¢) est un groupe, appelgroupe des auto-
morphismes dé;.
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Démonstration.C’est clair ! O
Proposition 16.25(Cayley) Soit (G, x, e) un groupe fini. SoiS(G) := {o : G — G | bijection}.
Rappelons quéS(G), o,id¢) est le groupe symétrique sur 'ensemble

(a) Pourg € G on définit une bijection par
04:G—G, h—gxh.

(b) L'application
p:G—S(G), g o,

est un homomorphisme de groupes qui est injectif.

Démonstration.(a) On vérifie qu'il s’agit en effet d'une bijection :

Injectivité Si o4(h1) = o4(h2), alors par deéfinitiory x h1 = g x ho €t en conséquende;, =
g lxgxhy =g ' xgxhy = ho.

Surjectivité¢ Soith € G. Alors, o4(g~t xh) = g% g~ x h = h, donc nous avons montré que
h € im(p).

(b) Soith € G. Alors :

Og1 ©0gs (h) =0g (92 * h) =g1%* (92 * h) = (91 *92) *xh = O g1%g2 (h)

Donc
©(g1) 0 (g2) = 09y © g, = Tgragy = (91 * 92),
ety est un homomorphisme de groupes.
Pour l'injectivité prenong tel ques, = idg. Donc on asy(e) = g xe = g = idg(e) = e. Donc le
seul éléement dans le noyau geeste et on conclut que est injectif. O



Chapitre Il

Objets de base de I'algebre lineaire
abstraite

17 Espaces vectoriels

Dans votre cours d’algébre linéaire vous avez déja beaucoup travaitédas espaces vectoriels,
peut-étre sans les nommer ainsi. Soie N. On regardeR™. Comme vous le savez aussi, on peut
additioner deux éléments @&" de la fagon suivante :

al bl aq + bl

a by as + by
=

an by, an + by

Une vérification trés facile nous montre :
0

(R™, +, < : )) est un groupe abélien.
0
En plus, on dispose d’une multiplication scalaire : on multiplie un élémeiit"dpar un élément

deR ainsi:

al ray

a9 ras
r- = .

(07%% TQp

L'addition et la multiplication sont compatibles de la maniére suivante :
b1

ay b1 ai by ai
a2 b2 az ba a2 bo
_VTGR,V<:>’ ) ER”T<<>+ . ):r.<:>+r. . :
a.n b:ﬂ a.n b;m a.n b.n
al al al al
as as az a2
-VrseR,V ( : ) 6R”:(r+s)-<:>:r-<:>—|—s-<:>;
a.n (L.n a.n a'n
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al al ay
a2 a2 a2

—V<:>€R”:1-<:):<:>.
an an an

Des structures ayant de telles propriétés sont appelés espacegeisector

Définition 17.1. Soit(K, +x, 'k, 0k, 1) un corps commutatif. Soiefit, 4+, 0y/) un groupe abé-
lien et
v KxV =V, (av)—ayvv=av

une application (appelémultiplication scalairg

On appelle(V, +v, -y, 0y) un K-espace vectoriedi
(SM1)Va e K,Vu,veV:ay (u+yv)=a-yvut+ya-yo,
(SM2)Va,be K,YveV:(a+gb)vv=a-yvv+yb-yu,
(SM3)Va,be K,Yv eV :(a-gb)-vv=(a-xb) v,
(SMA) Vv eV : 1 yv=nu.

Notation 17.2. Soit(V, +v, -y, 0y) un K-espace vectoriel et € V. On note—v I'unique élément
deV tel quev +v (—v) = Oy.

Exemple 17.3.(a) Soient: € Net(K,+,-,0,1) un corps. L'ensembl&™ des vecteurs colonnes

al 0
as 0
Kn:{<> al,CLQ,...,CLnGK}B(:)
a.n 0

pour I'addition

a b1 ap + by
sk | T
a.n by, ap, + by,
et la multiplication scalaire
al raq
+: K xK"— K", r 2 = N.LQ
Qn, TQp

définit unK -espace vectoriel, appel§-espace vectoriel standard de dimension
(b) Cas spéciah =1: Le corps(K,+,-,0,1) est aussi uk-espace vectori€lK, +, -, 0).
(c) Cas spéciah = 0: ({0}, +,-,0) s'appelleK -espace nul

(d) Les nombres complexé&savec leur addition habituelle forment WR-espace vectoriel pour la
multiplication scalaire :
RxC—C, (z,2)—x-z

ou le produitz - z est le produit habituelle d€ (on regarde donc le nombre réelcomme un
nombre complexe).
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Notation 17.4 (Plutdt : non-notation) Nous n'écrivons pas de fléche pour noter des éléments d’'es-
paces vectoriels.

La proposition suivante nous produit un grand nombre d’exemples.

Proposition 17.5. Soit (K, +k, -k, 0k, 1 x) un corps commutatif. Soif un ensemble. On rappelle
la notation
F(E,K):={f]| f: F — K application}

pour I'ensemble des applications dedans k. On note I'application — K telle que toutes ses
valeurs sonf par 0 (concrétement0r : E — K définie par la réglé~(e) = 0 pour toute € E).
On définit I'addition

+7: F(E,K)xF(E,K) — F(E,K), (f,9)— f+rgouveec E: (f+rg)(e) := f(e)+rg(e)
et la mutliplication scalaire

s KxF(E,K)— F(E,K), (z,f)—x-rgfouVecE:(z-rf)le):=x x (f(e)).
Alors, (F(E,K),+r,-r,0r) est unk-espace vectoriel.
Démonstration.Exercice. O]
Pour la plupart du temps, on n’écrira pas les indices, mais seulefment f - g, etc.

Exemple 17.6.(a) Soientt) = {1,2,...,n} et K un corps commutatif. On peut identifi&i £, K')
avec I'espace vectoriel standafd™ comme suit :
ai
az L . .
Un élément| . € K™ peut étre vu comme l'applicatiom : £ — K donnée par la régle
an
a(i) = a;.
Il est clair que cela donne une bijection.

(b) Plus généralemenf (N, K) est 'ensemble des suités, ),y dansk'.

Par exemple, la suite,, = + € R peut étre obtenue par la fonctigh: N~y — R, donnée par la

o
regle f(n) = % La suite constanté est représentée par la fonction constant&n) = 0 pour
toutn € N.

Lemme 17.7.Soient( K, + g, -k, 0, 1 ) un corps commutatif €8/, +y, -1/, 0y/) un K-espace vec-
toriel. Alors, les propriétés suivantes sont satisfaites pourtoatl” et touta € K :

@ Ok -vv=0y;

(0) a-v Oy =0y ;

© ayvv=0y=a=0gVov=0y;

d) (—1g) v v=—u.
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Démonstration.(a) O v v = (0x +x Or) v v = 0 v v + O -y v, doncOx -y v = Oy-.

b)a v 0y =a-v (OV +0v) =a-y Oy +a -y Oy, donca -y Oy = Oy.

(c) Supposonsg -y v = Oy. Sia = Ok, I'assertiona = Ox V v = 0y est vraie. Supposons donc
a # 0x. CommekK estun corpsg~! € K (défini par la propriété—' -5 a = 1x). En conséquence,
1 v (CL v 1)) =q ! v Oy = Oy par (b)

(d)v+v (—1[() vo=1lg-yvv+y (—1K) VU= (1}( +K (—11()) vv=0g-yvv=_0ypar(a. O

v=1lg-vv=(a"tga)yvv=a"

18 Sous-espaces vectoriels

Pour des raisons de concision, lorsqu’on dit qtieest un corps eV un K-espace vectoriel, on
sous-entend qué&” est commutatif et que toutes les structures sont fixéés +x, i, 0k, 1) et

(V,+v,v,0v).

Définition 18.1. SoientK un corps el un K-espace vectoriel. On dit qu’un sous-ensemble non-vide
W C V est unsous-espace vectoriel dési

Vwi,weo € W¥Va € K :a-wy +wy € W.
Notation : W < V.

Exemple 18.2.
— SoientK un corps efl” un K-espace vectoriel. L'ensemb{8} est un sous-espace vectorielde
appelél’espace zérpnoté0 par simplicité (ne pas confondre avec I'élément
— Soient = R?etW = {(&) | a € R} C V. Alors, W est un sous-espace e
— SoientV =R3etW = {(5);) | a,b e ]R} C V. Alors, W est un sous-espace tie
Lemme 18.3. SoientK un corps e un K-espace vectoriel.
(a) SoitWW <V un sous-espace vectoriel. Alof§] est unK-espace vectoriel.
(b) SoitW C V un sous-ensemble. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) W <V estun sous-espace vectoriel;

(i) (W, +,0) estun sous-groupe d&, +,0) etVa € K,Yw e W :a-weW.

Démonstration.(a) L'hypothésey wy, ws € W,Va € K : a-w; + we € W nous assure que les
opérations+ et- deV se restreignent &, c’est-a-dire que leurs restrictiond® x W et K x W
donnent des applications : W x W — W et-: K x W — W (pour voir cela pour « » prendre

a = 1 et pour « » prendrews = 0). On voit quely € W en prenant = —1 etw; = wy = w pour
n'importe quelw € W (ici on utilise quel’’ n'est pas vide, ce qui est exigé dans la définition). Les
propriétés comme l'associativité sont héritées des mémes propriéiés de

(b) « (i) = (ii) » : Pour voir que(W, +, 0) est un sous-groupe d&, +,0) on utilise le lemme 16/4 :
Soientwy, ws € W. En prenant. = —1 on obtientw, — w1 € W, donc le critére pour sous-groupes
est satisfait. Pouw € W, en prenantv; = w etwy = 0 on voit aussi - w € W.

«(ii) = (i) » : Solenta € K etw,wy € W.D’abord on az - w1 € W, puisa - wy + wy € W. Donc
W est bien un sous-espace vectoriellde O
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Trés important : les solutions d’'un systéme d’équations linéaires homofiEnent un sous-espace !

Proposition 18.4. SoientK un corps et:, m € N>;. On considére le systéme d’équations linéaires

a1,1%1 + a1222 + - + a1 Ty = by

2,171 + a22%2 + - - - 4+ a2 nTy, = b

Am1T1 + Am 222 + -+ AmpTn = bm
avech;,a;; € K pourl <i<m,1<j<n.
(a) SoitS I'ensemble de toutes les solutions du systeme homogeneavec. . ., z,, € K, c'est-a-
dire

1 n
)
S = <:>GK”Vi6{1,2,...,m}:2ai7jxj:0
Tn j=1
Alors, S est un sous-espace vectoriel Huespace vectoriel standafd™.

T1

(b) Soit ( ;

Tn

) € K™ une solution du systeme d’équations linéaires, c’est-a-dire :

n
Vi € {1,2,...,m} : ZCLL]"FJ‘ = b;.

SoitS le sous-espace vectoriel d€” défini en (a).
Alors, les solutions du systéme d’équations linéaires sont I'ensemble

() () ()=o)

Y2

T1 Y1
T2
Démonstration.(a) Soient( : ) € Set ( : ) € SetA e K. Alors, pour tout € {1,2,...,m}

Tn Yn

n
Za”)\ x]—l—y] Za”wj (Zai7jyj):/\-0+0:0,

j=1 j=1

1 Y1
T2 Y2
donc,)\~<:>+<:>es.
n Yn
0

0
De plus,S est non vide car il contient la solutio<1 :

) . Ainsi, S est un sous-espace vectoriel Hé.
0

$1
52
(b) On montre d'abord que tout objet de cette forme est une solution.(Spit) € S. Pour tout
sn
i€{l,2,...,m}ona
n

n
Z Q4,5 T] + S] Zal,]rj (Zai,jsj) =b;+0=0b,.

J=1 J=1
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1

€2
Pour finir, on démontre que toute solution est de cette forme <Sqit> une solution du systéme :
Tn

Vie{1,2,...,m}: 3770 a;jz; = b;. Alors, pour touti € {1,2,...,m}

0=0bi—bi = (> aia;) — (D aijrj) = aij(z;—r;).
j=1 j=1 j=1

S1 1 1
S9 T2 T

donc, la solution est de la forme enoncée. O

Cela montre

Lemme 18.5. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel éf; < V' des sous-espaces pouE
I # 0. Alors,W := mie] W; est un sous-espace vectorielde

Démonstration.Soientv,w € W eta € K. Pourtouti € I onaa-v+w € W; car W, est
un sous-espace dé. Par conséquent, - v + w € W, ce qui démontre quB’ est un sous-espace
deV. ]

Définition 18.6. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel eE C V un sous-ensemble. On dit
gueV estengendré paF (en tant que sous-espace vectorgle seul sous-espace vectorieldejui
contientE estV lui-méme (comparer avec la définition 16.9).

Définition-Lemme 18.7. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel e C V' un sous-ensemble.
On pose

(E) = N W,

W<V sous-espace t.qgCW
l'intersection de tous les sous-espadésde V' qui contiennentF, et on I'appellele sous-espace
vectoriel delV” engendré pak.
C’est un sous-espace vectoriel dequi est engendré pak.

Démonstration.La démonstration se fait de la méme maniéere que celle de la définition-lemme 16.12.
O

Définition 18.8. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel V; < V des sous-espaces tepour
i € I+#(.0npose

> wi=(Jw),

icl el
le sous-espace dé engendré par tous les éléments de tousigsOn I'appellela somme de$V;,
1€ 1.

Proposition 18.9. SoientK un corps el un K-espace vectoriel.
(a) SoitE C V un sous-ensemble. Alors,

n
(E) = {Zaiei|n€N,a1,...,anEK,el,...,enEE}.
i=1

(Comparer avec la proposition 16.13.)



18. SOUS-ESPACES VECTORIELS 87

(b) SoientiV; <V des sous-espaces tepouri € I # (). Alors,

ZWi = {Z w; | w; € W; pouri € I t.q.w; = 0 sauf pour un nombre fini dee I} .
iel icl
On utilisera la notationzgel w; avecw; € W; et la condition que seulement un nombre fini de
w; sont=£ 0.

Démonstration.(a) AppelonsU I'ensemble a droite. On & C (F) parce quell C (E), et, (E)
étant un sous-espace vectoriel, les combinaigéiiméaires des éléments deappartiennent &£).
D’autre part, il est clair qué’ est un sous-espace vectorielldet queU contientE). Comme(E) est
I'intersection de tous les sous-espacé/dgui contiennent”, on obtient(E) C U.

(b) AppelonsWV I'ensemble a droite. On & C >, ; W; parce queW; C > .., W; pour tout
Jj € I et ) .., W; étant un sous-espace vectoriel, les sommes finies d’élémen}s, delV; y
sont aussi contenues. D’autre part, il est clair §deest un sous-espace vectoriel deet queWW
contient J,.; W;. Comme}_._; W; est I'intersection de tous les sous-espacé/dgui contiennent
Uicr Wi, on obtienty S, ., W; C W, O

Quand est-ce que les; € W; dans I'écriturew = 3., w; sont uniques ?

Définition 18.10. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel 6; < V des sous-espaces e
pouri € I # ().
On dit que la somm@&” = 3, _; W; estdirectesi pour touti € I on a

W; N Z Wj =0.
jer\{d}
Notation pour les sommes directe§);; W;.

SiI = {1,...,n}, on note parfois les éléments d’une somme dir€pfe, W; parw; Gws@- - - Gwy,
(ou, évidemmenty; € W, pouri € I).

Proposition 18.11. SoientK un corps,V un K-espace vectoriell/; < V des sous-espaces e
pouri € I # () etW =3"._, W,. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) W =Dic; Wi

(i) pourtoutw € W ettouti € I il existe un uniquev; € W; tel quew = dez Wj.

Démonstration.« (i) = (ii) » : L'existence de telsw; € W; provient de la proposition 18.9 (b).
Démontrons donc l'unicité en prenant

!/ /
=Y w= Yl
icl icl
avecw;, w, € W; pour touti € I (rappelons que la notation)’ indique que seul un nombre fini de

w;, w; est non nul). Cela implique poure I :

wi—w;: Z /(w;—wj) eWwW;n Z WjZO.
jenti} jenti}
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Donc,w; — w; = 0, alorsw; = w) pour touti € I, montrant I'unicité.
«(ii) = (i) » : Soienti € I etw; € Wi N} cp 1y Wj. Donc,w; = Z;g\{i} w; avecw; € W; pour
toutj € I. Nous pouvons maintenant écrirele deux fagons

OZZIOI —w; + Z /U}j.

iel Jjen{i}

Donc, l'unicité impliqgue—w; = 0. Alors, nous avons montié’; N Zje[\{i} W; = 0. O

19 Bases et dimension

Bases

Définition 19.1. SoientK un corps efl” un K-espace vectoriel. Soif C V' un sous-ensemble.
Rappelons d’abord que I'on dit quE engendrel (en tant queK-espace vectoriel) SiE) = V,
c'est-a-dire que toub € V s’écrit sous la forme = > | a;e; avecn € N, ay,...,a, € K et
€1,...,en € E.

On dit queFE estK-linéairement indépendasi

n
Vn e NVay,...,a, € KVeq,...,ep, € B (Zaie¢:0€V:>a1 :a2:--~:an:O)
i=1
(c’est-a-dire, la seule combinaisali-linéaire d’éléments dé représentant) € V est celle dans

lagquelle tous les coefficients s@t Dans le cas contraire, on dit qug estK -linéairement dépendant
On appelleE une K-base dé/ si E' engendréd/ et E estK-linéairement indépendant.

1 0
1 0
Exemple 19.2.Soit K un corps etd € Nyg. Onposee; = |0 ,es = co..eq= |01 et
0 0 1
E ={ej,e,...,eq}. Alors:
— E engendrek? :
ai
az
Tout vecteun = | a3 | s’écrit commei-combinaison linéaire v = -7 | aze;.
ad
— FE estK-linéairement indépendant :
Sil'on a une combinaisoi -linéaire 0 = Zle a;e;, alors clairementiy = --- = a4 = 0.

— E estdonc unés-base dek¢, car E engendrek @ et estK -linéairement indépendant. On I'appelle
la base canoniquée K.

Le prochain théoréme caractérise les bases.
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Théoreme 19.3.Soit K un corps,V un K-espace vectoriel e€ = {ej,ea,...,¢e,} C V un sous-
ensemble fini. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) F estuneK-base.

(i) F est un ensemble minimal de générateurdJe’est-a-dire : E engendrel”, mais pour tout
e € E,I'ensemblel \ {e} n'engendre pa¥’.

(i) E est un ensemble maximal-linéairement indépendant, c’'est-a-direfi est K-linéairement
indépendant, mais pour tout¢ F, 'ensemblel U {e} estK-linéairement dépendant.

(iv) Toutv € V s’écritcommey = > | a;e; avec des uniques, ..., a, € K.

Démonstration.Nous allons démontrer « (& (ii) = (iv) = (iii)) = (i) ».

« (i) = (ii) » : Supposons qué \ {e;} pour uni € {1,...,n} engendrel’. En particulier, nous
pouvons écrire;; = Z?:L#i ajej aveca; € K pourj € {1,...,n} \ {i}. Cela nous donne une
K-combinaison linéaire égale a zéro sil'on pase= —1 :

n
0= E a;€;.
1=1

Cela est une contradiction a I'indépendarcdinéaire deF .
« (ii) = (iv) » : Soit E un ensemble minimal de générateursdet soitv € V tel que

n n
v = E a;€; — E bz-ez-.
i=1 i=1

Supposons qu'il existg € {1,2,...,n} tel quea; # b;. Alors on a
n
bi — Q4
€ = Z py _b.ei’
i=li#j 7

Donc, E n'est pas minimal car on peut exprimerpar les autres éléments de Cette contradiction
montre 'unicité.

« (iv) = (iii) » : D’abord on montre qud” estK -linéairement indépendant. Cela résulte de l'unicité.
Soit0 = ) !, aje; une combinaisork-linéaire. Mais, il existe aussi la combinaiséf+linéaire

0 =>7",0-¢. Donc, I'unicité implique0 = a; = --- = a, et 'indépendances-linéaire est
démontrée. Soit maintenaate V \ E. On 'écrite = > | a;e;. L'ensembleE U {e} n'est plus
K-linéairement indépendant parce due: —1-e+ Y , aje;.

« (iii) = (i) » : Soit E un ensemble maximak -linéairement indépendant. Il faut montrer gfe
engendré/. Soit doncv € V. Siv € E, alorsv = ¢; pour uni € {1,...,n}, doncv € (E). Si

v ¢ E, on sait par (jii) queE U {v} estK-linéairement dépendant. Nous avons donc une combinaison

K-linéaire
n
0=av+ Z a;e;
i=1

dans laquelle au moins un des coefficients est non-zéro. Notons doi étre non-zeéro car le cas
contraire donnerait une contradiction a I'indépendaficinéaire deF. Nous obtenons donc

v = Z _aaiei € (E).
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Cela montre qué’ engendré/. O

Corollaire 19.4. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel e& C V' un ensemble fini qui en-
gendreV. Alors,V posséde un& -base contenue darfs.

Démonstration.On enlevant des éléments flesuccessivement, on obtient un ensemble minimal de
générateurs qui est urié-base a cause du théoréme 19.3. Ol

Dans le cours Algébre 2 nous allons démontrer a I'aide du lemme de Zornujuesfmace vectoriel
posséde une base.

a 0
Exemple 19.5.(a) SoitV = al |a,beR . Unebased& est¢ | 1],]0
0 1
1 2 3
(b) SoitV =(12],[3 5
3 4 7
2
L'ensembler = 3 est uneQ-base dé/. Raison :
4
— Le systéeme d’ equatlons linéaires
3 0
2| +az- 3 +a3-15]1 =10
7 0
possede une solution non nulle (par exemgle= 1, as = 1, a3 = —1). Cela implique quev

()

(d)

engendré/ car on peut exprimer le troisieme générateur par les deux premiers.
— Le systéme d'équations linéaires

1 2 0
a1- |2 +a-|3]=1{0
3 4 0

ne posséde que = ao = 0 comme solution. Don&’ estQ-linéairement indépendant.
LeRR-espace vectoriel

V={f:N>R|3SCNfinivn e N\ S: f(n) =0}

1 sin=m,

posséde(e, | n € N} avece,(m) = d,,, (Delta de Kronecker 9, ,, = _
0 sin#m.

commeR-base. Cela est donc une base avec une infinité d’éléments.
Similaire a I'exemple précédent,Reespace vectoriel
V={fR->R|ISCRfiniVvx e R\ S: f(z) =0}

possedde, | + € R} avece,(y) = ¢, commeR-base. Cela est donc une base qui n'est pas
dénombrable.
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Dimension
Lemme 19.6. SoientK un corps el un K-espace vectoriel avec udé-baseB = {ey,...,e,}.
Soitw = > | aje; € V. Sia; # 0,alorsB’ = {ey,...,ej_1,w,€ej41,...,e,} estunek-base. On

peut donc changet; enw (aveca; # 0) et on obtient encore unk-base.

Démonstration.ll faut montrer (1) queB’ engendré’ et (2) queB’ estK -linéairement indépendant.
Pour (1), il suffit de montrer que I'on peut exprimgrcomme combinaisoi -linéaire des éléments

deB’.Ona
*’U)—‘r Z —CL7, .
1=1,i#] @

Pour (2), supposons gue hous avons une combindistinéaire

0=bw+ Zn: bie;.

i=1,i#j

Cela nous donne

ZalelEV Z bie; = baje; + Z (a; + by)e

i=1,i#j 1=1,i#j

CommeB est K-linéairement indépendant, nous avdas = 0, doncb = 0 (cara; # 0), alors
0=>", ij biei, ce qui donne bieh; = 0 pour touti € {1,...,n} \ {j}. Cela montre qués’ est
K-linéairement indépendant. O

Proposition 19.7(BasisaustauschsatzZpoient/K” un corps etfl” un K-espace vectoriel avec urfé-

baseB = {ei,...,ey}. SoitC = {wy,...,w,} € V un sous-ensemble fini dé, K-linéairement
indépendant.

Alors,r < n et il existe des indices, ..., i € {1,...,n} avec la propriété que si I'on changg,

enw; dansB pourj = 1,...,r, on obtient ung<-base de//.

Autrement dit, si 'on change la numérotation des élémentBdelle quei; = j, alors B’ =

{wi, ..., wr,er41,€r42,...,6e,} €Stunek-base dé/.

Démonstration.Nous utilisons récurrence en Sir = 0, I'assertion est triviale (pas d’échange a
faire). Donc, supposons gue l'assertion de la proposition est vraierpe 1 et nous allons la dé-

montrer pourr > 1. Commeuwy, . ..., w, sontK-linéairement indépendants, alars, . . ., w,_1 sont
K-linéairement indépendants. Aprés changement de numérotation nonsrbtie I'hypothése de
récurrence pour—1 que{ws, ..., w,_1, €, €r41,- .., €, } €Stunel-base. Cela nous permet d'écrire

w, comme combinaisok -linéaire

r—1 n
Wy, = E a;w; + E a;€;.
i=1 i=r

On montre maintenant qu’il existg # 0 pour unj tel quer < j < n. Supposons le contraire. Dans
cecasf) = Zl 1 a;w; + (—1) - w, ce qui contredit 'indépendandg-linéaire deC. Le lemme 19.6
nous permet de changer enw,. Cela finit la preuve. Ol
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Corollaire 19.8. SoientK un corps efl” un K-espace vectoriel qui posséde ukiebase finie. Alors,
toutes lesd<-bases dé/ sont finies et ont la méme cardinalité.

Démonstration.Soit B = {ey, ..., e, } uneK-base dé/. La proposition 19.7 implique qu'il n’existe
pas d’ensemblé -linéairement indépendant de cardinalité strictement plus grana.genc toute

autre K-baseB’ a au plusn éléments. Si on échange les rolesBlet B’, on obtient gu’ils ont la

méme cardinalité. O

Ce corollaire nous permet de faire une définition tres importante, celle de lasloned’'un espace
vectoriel. La dimension mesure la « taille » ou le « nombre de degrés de libetté espace vectoriel.

Définition 19.9. SoientK un corps etl” un K-espace vectoriel. Si posséde uné’-base finie de
cardinalitén, on dit quel’ est dedimensionn. SiV ne posséde pas d€-base finie, on dit qU& est
dedimension infinie
Notation :dimg (V).

Exemple 19.10.(a) SoitK un corps. La dimension di -espace vectoriel standarl”™ est égale
an.
(b) SoitK un corps. LeK-espace vectoriel nu0}, +, -, 0) est de dimensiof (et c’est le seul).

(c) LeR-espace vectorieF (N, R) est de dimension infinie.

Lemme 19.11.SoientK un corps,V un K-espace vectoriel de dimensianet W < V un sous-
espace.

(a) dlmK(W) < dimK(V).
(b) Sidimg (W) = dimg(V), alorsW = V.

Démonstration.SoientB = {e1, ..., e, } uneK-base dé/ etC = {wy, ..., w,} uneK-base déV'.
CommeC estK-linéairement indépendant, la proposition 19.7 impligue n. Sir = n, alors apres
avoir échangé tous les éléments Becontre ceux de&”, on voit queC' est unek-base deV ; en
particulier,C' engendrd/ ce qui impliquelW = V' (carW est le sous-espace engendré@ar [

Le contenu de la proposition suivante est que tout ensefiblieéairement indépendant peut étre
complété pour devenir unk-base.

Proposition 19.12(BasiserganzungssatzpoientK’ un corps,V un K-espace vectoriel de dimen-
sionn, E C V un ensemble fini tel quB engendré/ et{e,...,e,.} C V un sous-ensemble qui est
K-linéairement indépendant. (Noter< n par la proposition 19.7.)

Alors, il existee, 11, e,42,...,6e, € E tels que{ey, ..., e,} estunek-base d&/.

Démonstration.Le corollaire 19.4 nous permet de choisir uiebaseB parmi les éléments dE.
Par la proposition 19/7 nous échangeons des élémeiitpdee, . . . , e, en gardant un&’-base. []

La proposition 19.12 se démontre aussi de facon constructive. Suppgsie nous avons déja des
éléments, . . ., e, qui sontK-linéairement indépendants. Si= n, ces éléments sont urdé-base

par le lemme 19.11 (b) et il ne reste rien a faire. Supposonssdenea. Nous parcourons maintenant
les éléments d& jusqu’a trouver ur € E'telqueey, ..., e, e sontK-linéairement indépendants. Un
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tel e doit exister car sinon I'ensembl@ serait contenu dans le sous-espace engendré par. , e,

il ne pourrait donc pas engendrér. On nommee =: e, 1 et on a un ensembl&-linéairement
indépendant de cardinalité+ 1. Il suffit maintenant de continuer ce processus jusqu’a arriver a un
ensemblef-linéairement indépendant deéléments, qui est automatiquement utidbase.

20 Homomorphismes linéaires et matrices

Applications linéaires : les homomorphismes des espacescteriels

On rappelle I'idée des (homo-)morphismes : ce sont les applications guéatest toutes les struc-
tures.

Nous allons maintenant introduire les homomorphismes des espaces vectesedpplications li-
néaires.

Définition 20.1. SoientK un corps ef, W desK-espaces vectoriels. Une application
p:V-W
est appeléd(-linéaireou (homo-)morphisme d& -espaces vectoriets

Vo, v € Vi p(vr +v v2) = p(v1) +w o(v2)

et
VoeV,Vae K:playvv)=awep).

Un homomaorphisme bijectif d&-espaces vectoriels s’appeliomorphismeOn note souvent les
isomorphismes par une tilday : V= W. S'il existe un isomorphismg — W on écrit souvent
simplement” = /.

Remarque 20.2.Sip : V — W est un homomorphisme dé-espaces vectoriels, alors est en
particulier un homomorphisme de group@s +,0) — (W, +,0).

On peut formuler cela de facon plus forte. SoiehtV desK-espaces vectoriels gt: V' — W une
application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ estun homomorphisme dé-espaces vectoriels.
(i) ¢ est un homomorphisme de grougé&s+,0) — (W, +,0) et pour toutv € V et touta € K
onag(a-v)=a-pv).

Exemple 20.3.(a) On commence par I'exemple le plus important. $0itin corps etn € N. Soit

a1 ai2 -+ Q1n
a1 a2 -+ Q2n . . . . -

M = ) ) . ) une matrice an colonnesyn lignes et a coefficients dars
am,1 Gm2 **° Ommn

(on note I'ensemble de ces matrices péat,, ., (K ) ; c’est aussi unk-espace vectoriel). Elle
définit I'application K -linéaire

o: K" —- K™ v~ Mv
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ou Mwv est le produit habituel de matrices. Explicitement,

n
a1 air2 -+ QAlin U1 Zizl a1,5V4
n
a21 @22 -+ QA2p V2 Zizl a2 ;V;
pv)=Mv=| | L . = .
n
am,1 Om,2 " Omn Un Zizl am,iV;

La K-linéarité s’exprime comme
Vae KVv,weV :Mo(a-v+w)=a-(Mov)+ Mow.

Cette égalité est trés facile a vérifier (vous avez du la voir dans votre cbalgebre linéaire).

(b) Soita € R. Alors,y : R — R, z — ax estR-linéaire (C'est le cas spécial = m = 1 de (a)
si I'on regarde le scalaires comme une matricéz)). Par contre, si0 # b € R, alorsR — R,
T — ax + b n'est pasR-linéaire !

(c) Soitn € N. Alors, I'applicationy : F(N,R) — R, f — f(n) estK-linéaire.

Définition 20.4. SoientK un corps,V, W desK-espaces vectoriels et: V' — W une application
K-linéaire. Lenoyau dep est défini comme

ker(p) ={v eV | p(v) = 0}.

Proposition 20.5. SoientK un corps,V, W desK-espaces vectoriels et: V' — W une application
K-linéaire.

(a) Im(¢p) est un sous-espace vectoriellde
(b) ker(y) est un sous-espace vectoriel de
(c) o est surjectif si et seulementlsi(¢) = W.
(d) ¢ estinjectif si et seulementlsir(¢) = 0.

(e) Sip estunisomorphisme, son inverse I'est aussi (en particulier, sorseest aussk-linéaire).

Démonstration.(a) Soientw; = ¢(vi),ws = p(v2) € Im(p) eta € K. Alors, aw; + wy =
ap(v1) + @(v2) = @(avi) + ¢(v2) = p(av 4 v2) € Im(p).

(b) Soientvy, vy € ker(yp) eta € K. Alors, p(avy + v2) = ¢(avi) + @(v2) = ap(v1) + p(ve) =
a-0-+0=0,doncav; + ve € ker(yp).

(c) Cela est vraie pour toute application, donc en particulier pour les afiplis K -linéaires.

(d) Cela est vraie pour tout homomorphisme de groupes, donc par lagpegr20.2 en particulier pour

les applicationdy-linéaires.

(e) Soity l'inverse dey. Pour les homomorphismes groupes on a déja vu cette assertion. Il suffit
donc de montret)(a - w) = a - ¢ (w) pour touta € K et toutw € W. On commence pat - w =

a-p(¥(w)) = ¢(a-¢(w)), donton déduit)(a - w) = P(p(a- Pp(w))) = a-p(w). 0
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Matrices et représentation des applications linéaires

Dans I'exemplé 20.3 (a) nous avons vu que les matrices donnent lieu aplEsatonsK -linéaires.
Il est trés important et parfois appdhg&oréme principal de I'algébre linéaimgue I'assertion inverse
est aussi vraieapres choix de basetoute applicationk -linéaire est donnée par une matrice.

Notation 20.6. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel &8 = {vy,...,v,} une K-base dé/.
Nous rappelons que 'ona= ", b;u; avec des uniqués, ..., b, € K ; ce sont les coordonnées
dew pour la baseS. Nous utilisons la notation suivante :

b1
bo
Vg = . e K™
by,
1 0
1 0
Exemple 20.7.(a) SoientK un corps,n € Nete; = [0 ,eo = [0f,...,e, = [0 |. Donc
0 0 1
E ={ey,e9,...,e,} estlaK-base canonique d&™.
al aq
as a2
Alors, pourtoutv = | @3 | € K" onavg = | a3
(7% (7%

(b) SoitV = R?*etS = {(}), (1)} CestuneR-base deV (car la dimension est et les deux

vecteurs sonR-linéairement indépendants). Soit= (3) € V. Alors,o =3 (1) + (;), donc

vs = (3).

Proposition 20.8. SoientK un corps efl” un K-espace vectoriel de dimension finieavecK-base

S ={v1,...,vn}.
Alors, I'applicationp = ()s : V' — K™ donnée paw — vg est unk-isomorphisme.

Démonstration.Soientv,w € V eta € K. On écritv etw en coordonnées pour la baSe v =
Yo bivi etw = Y"1 ¢v;. Donc, nous avongv +w = » " (ab; + ¢;)v;. Ecrit comme vecteurs
on trouve alors :

b1 c1 aby + 1
b (&) abs + c2

Vg = . , Ws = et (CLU + w)S = . )
b, Cn ab,, + ¢p,

donc I'égalité(a-v+w)s = a-vg+wg. Cela montre que I'applicatiop estK -linéaire. On démontre
gu’elle est bijective.
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0
o : 0 :
Injectivité : Soitv € V tel quevs = | | | € ker(y). Cela veut dire que = >~ ,0-v; = 0. Le
0
noyau dep ne contient donc qu@, alors,y est injective.
ai ai
o .| a2 n a2
Surjectivité : Soit | | | € K". On posev := ) ", a; - v;. Nous avonsp(v) = | . | etla
Gn an

surjectivité est démontrée.
[

Théoreme 20.9.SoientK un corps,V, W deux K -espaces vectoriels de dimensions finiest m

ety : V. — W une applicationK-linéaire. SoientS = {v1,...,v,} une K-base deV etT =

{wi,...,wy,} une K-base delV. Pour toutl < i < n, le vecteurp(v;) appartient al¥/. On peut
donc I'exprimer en tant que combinaiséftlinéaire des vecteurs dans la bageainsi :

m
p(vi) =Y ajw;.
j=1

Nous « rassemblons » les coefficiemts dans une matrice :

a1 a2 o Glp
as1 G2 -+ G2n

Mr.s(p) = ) . ) ) € Maty,xn (K).
am,1 Am,2 " OGmn

Alors, pour toutv € V ona
(o(v))r = MT,S(‘P) ovs.

C'est-a-dire que le produit matriciel/r () o vg donne les coordonnées dans la bdsde I'image
©(v). Alors, la matriceMr s(¢) décrit I'application K -linéaire ¢ en coordonnées.

Remarquons qu'il est facile d'écrire la matrigér s(¢) : lai-eme colonne dé/r s(¢) est(p(v;))r.

Démonstration.Nous faison un calcul matriciel trés facile :

0

ay,1 ai2 o+ Glp i ai;
a1 Q22 -+ QA2n 0 as i

Mr.s(p) o (vi)s = Mr,s(p) = | . A el if=1 . | = ),
am,1 Am,2 " Omn 0 Qm,i

ou le1 est dans la-ieme ligne du vecteur. Nous avons donc obtenu le résultat pour les k&cteu
dans la base.
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L'assertion générale suit par linéarité : Seit > ; b;v;. Alors nous obtenons
Mr.s(p vazs—zb (Mr,5(¢) © (vi)s)

:sz"( V)T = Zblsova— Zb vi))r = (¢(v)r:
i=1

Cela montre le théoréeme. O

Exemple 20.10.C possede I&-baseB = {1,i}. Soitz = z+iy € Cavecr,y € R,donczg = (y).
Soita = r + is avecr, s € R. L'application

p:C—>C, z—a-z

estR-linéaire. Nous décrivond/z (). La premiére colonne egt - 1)p = (r +is)p = (5 ), etla
deuxiéme colonne e§i - i)p = (—s +ir)p = (%), alorsMp(yp) = (% 7).

s T

Définition 20.11. NotonsHom g (V, W) I'ensemble de toutes les applicatiops V' — W qui sont
K-linéaires.
Dans le cas spécidll’ = V, une applicationK -linéaire ¢ : V' — V est aussi appeléendomor-
phismedeV et nous écrivons

Endg (V) := Homg (V, V).

Corollaire 20.12. SoientK un corps,V, W deuxK-espaces vectoriels de dimensions finiest m.
SoientS = {vy,...,v,} uneK-base d&/ etT = {wy,...,w,,} une K-base dév.
Alors, I'application

Hompg (V, W) — Maty,xn(K), ¢ +— Mrs(p)

est une bijection.

Il est important de souligner que les bases dans le corollaire sont figg ! La méme matrice peut
exprimer des applications linéaires différentes si on change les base

Démonstration.Injectivité : SupposonsVir s(¢) = My s(1) pourg,p € Homg (V,W). Alors
pourtoutv € V,ona(p(v))r = Mr,s(p)ovs = Mt () ovs = (¥(v))r. Comme I'écriture
en coordonnées est unique, nous trouvpfs) = ¢ (v) pour toutv € V, doncy = 1.

Surjectivité : Soit M € Mat,,«,(K) une matrice. On définip € Homg (V, W) par
(p(v))r = M owvs

pourv € V. Il est clair quep et K-linéaire. En plus, nous avons

Mr 5(¢) ovs = (p(v))r = M ovg

pour toutv € V. Prenanty = v; de fagon quéuv;)s est le vecteur dont l&éme coordonnée
estl et le reste edl, on obtient que les-émes colonnes d&/r s(¢) et deM sont les mémes.
Cela montreM = My 5(¢p).

O



98 CHAPITRE Ill. OBJETS DE BASE DE L'ALGEBRE LINEAIRE ABSTRAIE

Définition-Lemme 20.13.SoientK un corps el un K -espace vectoriel de dimension finieSoient
S1, Sy deuxK-bases dé/. On pose

C'52,51 = MS2,S1 (idV)

et on I'appellematrice de changement de bases

(a) Cs, s, estune matrice & colonnes et lignes.
(b) Pour toutv € V' :
VS, = 052751 0vg;-

En mots : la multiplication de la matrice de changement de bases par le vecexprimé en
coordonnées pour la basg, donne le vecteus exprimé en coordonnées pour la base

(c) Cs,,s, estinversible d'invers€’s, ,.

Il est facile d’écrire la matric€'s, g, : saj-iéme colonne est formée des coordonnées dans ladbase
du j-iéme vecteur de la basg.

Démonstration.(a) C’est clair.

(b) Cs, 5, 0 v5, = Mg, s, (idy) o vg, = (idy (v))s, = vs,.
(€) Cs,,5, © Cs,.5, ovs, = Cg, 5, 0 Vg, = vg, pour toutv € V. Cela montreCs, s, o Cs, s, €st
I'identité. Le méme raisonnement marche avec les role$; det S, inversés. O

Proposition 20.14. SoientK un corps etl/, W des K-espaces vectoriels de dimension finie, soient
Sy, So deuxK -bases dé/, soiently, T» deuxK -bases déV, et soity € Homg (V, W). Alors,

MT275'2 (90) = CTz,T1 o MTLSI (QO) o 051752'

DémonStration'CTmﬂ o MT1,S1 (90) o 051752 OUs, = CT27T1 0 MT1,51 ((P)Ubﬁ = CT27T1 o (SD(U))Tl =
(p(v)1,- O

Proposition 20.15. SoientK un corps e/, W, Z desK-espaces vectoriels de dimension finie, soient
S une K-base deV, T' une K-base del et U une K-base deZ. Soienty € Hompg (V,W) et
Y € Homg (W, Z). Alors,

Muyr(¢) o Mr,5(¢) = My,s(¢ o ).
En mot : le produit matriciel correspond a la composition d'applications.

Démonstration. My, r(v) o Mr,s() o vs = My (1) o (0(v))r = (Y(6(v)))v = Myr( o ¢) o
vg. ]



Chapitre IV

Débuts de la théorie des groupes

21 Sous-groupes normaux et quotients de groupes

Nous connaissons déja la construction d’un groupe quoti&mZ est le quotient du grougé., +, 0)
par le sous-groupe (normal — voir plus ba&) = {nm | m € Z}.

Avant tout, un avertissement : on peut construire un groupe quotieletnsent pour les sous-groupes
qui seront appelés normaux (ou distingués). Nous commencons quéneé-dans le cadre général et
ne speécialisons aux sous-groupes normaux qu’au dernier momentamarstauction générale nous
mene par exemple au théoreme important de Lagrange.

A partir de cette section on utilisera la convention suivante : si on dit «&ait groupe », on I'écrit
multiplicativementy - h = gh et on notel son élément neutre.

Définition-Lemme 21.1. SoitG un groupe et < G un sous-groupe. La relation définie par
g~ g e g g €H

est une relation d’équivalence.
Les classes d'équivalence sont de la forme

gH ={g-h|hec H}

et elles s’appellentlasses & gauche désuivantH . L'ensemble de ces classes est n@fd] .
Donc, on a

-G= |_|gHeG/H gH,

0 sigy! H,
— g H N goH = -91192¢
g H sigy g2 € H.

Un élémenyy, € g1 H est appelé umeprésentanOn a alorsg; H = g2 H.

Démonstration.La vérification que c’est une relation d’équivalence est un exerceeeste est une
conséquence valable pour toutes les relations d’équivalence (voopagition 9.16). Ol

Exemple 21.2.7Z/nZ est 'ensemble des classes a gauche du gréufeour I'addition) suivant le
sous-grouperZ.

99
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En effet, dans la définition-lemme 14.5 nous avons défini la relation d'@guise
Ry < x =y (modn).

Nous avons
r=y (modn)<x—yenZ.

Donc la relation d’équivalence définie dans 14.5 est la méme que celle tle 21

Définition-Lemme 21.3. SoitG un groupe et < G un sous-groupe.

(a) De la méme maniere que dans la définition-lemme 21.1 on défirildsses a droite dé' sui-
vant H, en utilisant la relation d’équivalence

g1~ g2 S g1-gyt € H.
Les classes a droites sont de la forme
Hg={h-g|heH}

et 'ensemble de toutes ces classes est AO{€. On a
- G=UpgemcHa

0 sigigy' ¢ H,
- HgNHgs = R
Hg1 sigig, € H.

(b) Lapplication
¢:G/H — H\G, gHwr Hg™'

est bijective.
Démonstration.C’est clair ! (Noter pour (b) quélg—! = (gH)~! parce qued ! = H.) O
Lemme 21.4. SoientG un groupe et < G un sous-groupe. Pour toyt, go € G I'application
g H — goH, gih+— (9297 )g1ih = gah
est bijective. DongtH = #gH pour toutg € G (les deux peuvent étre infinis).

Démonstration.La surjectivité est évidente. Regardons donc l'injectivigh; = goho implique
g;lg2h1 = g;lgggghg, dOﬂCh1 = ho. O

Définition 21.5. SoientG un groupe eff < G un sous-groupé.'indice de H dansG est défini par
(G: H):=#G/H = #H\G

(il peut étre infini).

Théoréme 21.6Lagrange) SoientG un groupe et < G un sous-groupe. Alors :

#G = (G: H) - #H.
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Démonstration.C’est une conséquence immédiate de la réunion disjdinte |_|gH€G/H gH etle
fait # H = #gH pour toutg € G par le lemme 21.4.

Plus précisement, on va distinguer les ¢85 = oo et #G < co. Si #G = o, il suit de la rénunion
disjointe que# H = #g¢H estinfiniou(G : H) estinfini. Dans les deux cas, le prod{@ : H)-#H
est infini. Si#G < oo, il est clair que(G : H) et #H sont tous les deux fini. La formule est
maintenant claire. O

Corollaire 21.7. SoientG un groupe fini efd < G un sous-groupe. AlorstH divise#G et l'indice
(G : H) divise#G.

Démonstration.Cela suit directement du théoréme de Lagrange 246 = (G : H) - #H car
l'indice est entier. O

Exemple 21.8.(a) SiH estun sous-groupe dg;, sa cardinalité ne peut pas étdeou 5 car les seuls
diviseurs de#S3 = 6 sontl, 2, 3, 6. Il existe des sous-groupes de cardifna?, 3, 6 (trouvez les
vous-mémes!).

(b) SiH < S, estun sous-groupe, sa cardinalité est inférieure ou égdl ét elle ne peut pas étre
5,7,9,10, 11 car les seuls diviseurs d¢S4 = 24 sontl, 2, 3,4, 6,8, 12.

(c) Le groupeS; de cardinal120 ne possede pas de sous-groupe de cardifgt’est un exercice).

Noter : 15 | 120. Donc en général, pour un diviseurde #G il n’existe pas de sous-groupe dé
de cardinaln.

Définition 21.9. SoitG un groupe etd < G un sous-groupe. On appellé un sous-groupe normal
oudistinguési gH = Hg pour toutg € GG. Notation : H < G.

Dans ce cas il est donc inutile de faire la distinction entre classes a gaucitesses a droite, et nous
parlerons seulement dagasses suivar.

Exemple 21.10.SoitG un groupe abélien. Tout sous-groufle< G est normal.
Raison : La commutativité implique directemeitf = Hg.

Lemme 21.11.SoitG un groupe et < G un sous-groupe. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
() H<LG
(i) Vge G:gHg ' =H
(i) Vge G:gHg ' CH
(iv) Vg€ GVhe H:ghg™' € H.
Démonstration.Toutes les implications sont triviales sauf « (i) (i) ».
Donc nous supposongdg~—! C H, ce qui impliquegH C Hg (multiplication parg a droite).
Maintenant, on prend l'inverse des deux cOtésy@ey—! C H et on obtienty~!Hg C H, alors

Hg C gH (multiplication parg a gauche). Ayant v H C Hg et Hg C gH, on conclutgH =
Hg. O

Proposition 21.12. Soity : G — L un homomorphisme de groupes.
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(@) SiH < L estun sous-groupe normal, alors I'image réciproque’ (H) < G est un sous-groupe
normal.

(b) ker(¢) < G est un sous-groupe normal.
(c) Siyp est surjective et < G est un sous-groupe normal, alors I'imagé€H) < L est un sous-
groupe normal.

Démonstration.(a) Soitz € p~!(H), doncy(x) € H. Soitg € G. Alors

elgrg™") = p(g)p(x)p(9) " € H,

doncgzg~! € o~!(H), montrant queo—!(H) est un sous-groupe normal de
(b) suit de (a) pouH = {1} < L.
(c) Soitp(h) € p(H). Soitl € L. Par surjectivité de, nous avong = ¢(g) pour ung € G. Donc

()l = o(9) " e(h)p(g) = (g™ hg) € (H)
carg—'hg € H, montrant queo(H) est un sous-groupe normal de O

Exemple 21.13.Soitn € N. Le groupe alternél,, (voir la définition-lemme 16.19) est un sous-groupe
normal du groupe symétriqus, .

Raison : Il est le noyau de I'homomorphisme de groSpe— {+1, —1} appelésignature

Proposition 21.14. Soit(G, -, 1) un groupe etV < G un sous-groupe normal.

(a) SoientgtN = goN,hiN = haN € G/N des classes dé& suivantN. Alors, (g1h1)N =
(92h2)N.
(b) (a) permet de définir I'application

*:G/N xG/N — G/N, (gN,hN)w— gN *hN := (gh)N.

(c) (G/N,*, N) est un groupe, appelguotient deiz par N.
(d) L'application
7m:G— G/N, g~ gN
est un homomorphisme de groupes surjectif, appegection naturelleOn aker(r) = N.
Démonstration.(a) On ag; 'go =: ny € N eth]'hy =: ny € N eth{'n1h; = n3 € N. Donc

(g1h1) " (g2ha) = hy (g7 g2)ha = by 'nihy = (hy'nih1)hy the = ngns € N.

(b) En effet, (a) montre que la définition ne dépend pas du choix deSseqants.
(c)
Associativité (g1 N * gaN) * gsN = (g1g2)N * gsN = ((9192)93)N = (91(g293))N = ¢1 N
(9293)N = g1 N x (g2 N * g3 N) pour toutg; N, goN, gsN € G/N.
Existence du neutre gN « N = (g1)N = gN pour toutgyN € G/N.
(99

Existence d’inverse gN « g~ ' N = (gg~')N = N pour toutgN € G/N.
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(d)

Surjectivité Clair.

Homomorphisme 7(gh) = (gh)N = gN = hN = m(g) » w(h) pour toutg, h € G.
Noyau 7(g) = gN = N sietseulementgj € N.

Exemple 21.15.(Z/nZ, +,0) est le quotient déZ, +,0) par le sous-groupe normghZ, +, 0).
Théoréme 21.1§1er théoreme d’'isomorphisme/Homomorphiesa&)ity : G — H un homomor-
phisme de groupes. Sdit := ker(y) son noyau.

(a) Pourtoutg € G ettoutn € N onap(gn) = ¢(g). Donc pour touty;, go € gN onap(gy) =
©(g2). Donc 'imagey(g) ne dépend que de la clasgd’ deg suivant/V.

(b) (a) nous permet de définir I'application
?:G/N — H, gNw—g(gN):=p(g)
C’est un homomorphisme injectif de groupes. DgncG /N — im(p) est un isomorphisme de

groupes.
(Cette application est la méme que dans le théoréme 9.19.)

Démonstration.(a) C’est clair.

(b)

Homomorphisme (g1 NV - g2N) = ©(g192N) = ¢(9192) = #(91)(92) = P(91N)P(g2N).
Injectivité Sip(gN) = p(g) =0, alorsg € N, doncgN = N.

Calcul de I'image Soith € im(p). Donc, il existeg € G tel quep(g) = h, doncp(gN) = ¢(g) =
h.

O]

Exemple 21.17.(a) Soientr € N et : Z — Z/nZ la projection naturelle de noyauZ. L'applica-
tion7 : Z/ ker(w) = Z/nZ — Z/nZ est l'identité.

(b) Soitn € N-;. Le noyawgn : S,, — {+1,—1} est le groupe alterndl,, etsgn : S,,/ ker(sgn) =
Sn/An — {41, —1} est un isomorphisme.

22 Ordres

SoientG un groupe ey € G. Rappelons la définition dg* pour toutn € Z (voir la définition 16.6 :

1 sin =0,
g-g ... g sin > 0,
n _ ) N———
9 = n-fois
glogt-....g7t sin<o.
\ |n|-fois

On rappelle que 'ordre ou le cardinal deest son nombre d’éléments (Siest infini, alors on dit que
son ordre est infini). Maintenant, on définit I'ordre d’'un élément d'uwuge.
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Définition 22.1. SoitG un groupe. Pour un élémepte G on définit’ordre de g (notation :ord(g))
comme le plus petit entier positif> 0 tel queg™ = 1, I'élément neutre (si un tel n’existe pas, alors
on dit queord(g) = 0).

Exemple 22.2.

Dans tout groupe, I'ordre de I'élément neutre it c’est le seul élément d’ordie
Raison ;g = ¢! = 1.

Les ordres des éléments du groupe symétrigjusont les suivants :

ord ((1)) =1, ord ((12)) =2, ord((13)) =2,
ord ((23)) =2, ord((123)) =3, ord((132)) =3.

Les ordres des éléments @&/67Z, +, 0) sont les suivants :

ord(0) =1, ord(1) =6, ord(2) =3, ord(3) =2, ord(4) =3, ord(5) = 6.

DoncZ/6Z est un groupe cyclique qui peut étre engendrépau = —1.
— Dans(Z,+,0), l'ordre de tout0 # m € Z est infini (carnm # 0 pour toutn € N ).
Lemme 22.3. SoientG un groupe ey € G.
(a) On suppose = ord(g) < co. Soitm € Z tel quen | m. Alors, g™ = 1.
(b) Soitm € N tel quem < ord(g). Alors, les éléments, g, g%, .. ., g™ sont deux & deux distincts.

Démonstration.

(&) On am = ng avecq € Z. Alors, g™ = g"? = (¢g")4 =11 = 1.

(b) On suppose que l'assertion est fausse. Alors, gh & ¢° avecO < a < b < m, ce qui donne
¢*~® =1, une contradiction caf < b —a < m < ord(g). O

Rappelons aussi la notatidpy, . . ., g,) pour le sous-groupe d& engendré pag,...,g, € G. Ce
sous-groupe est I'ensemble de tous les élémen€s glei s’écrivent comme produit fini de

gla"'vgﬁgl_l?"'?gr_l

ou on peut utiliser les éléments plusieurs (ou aucune) fois et dans unquellconque. En particulier,
(g) estI'ensemblg g™ | m € Z}.

Proposition 22.4. SoientG un groupe ey € G. Alors,
ord(g) = #(g)-

En mots : I'ordre du sous-groupe engendré pagst égal a I'ordre dey.

Démonstration.Supposons d'abord querd(g) est infini. Alors pour toutn € N les éléments
1,9,6% ...,g™ sontdistincts par le lemme 22.3 (b), dofs¢ est un groupe de cardinal infini.
Supposons maintenamtd(g) = n < oco. Alors lesn élémentd, g, g2, ..., g" ! € (g) sont distincts,
encore par le lemnie 22.3 (b). On montre dge = {¢™ | m € Z} = {1,9,4°,...,9" " '}. Soit
doncg™ € (g). On utilise la division euclidienne pour écrire = gn + r avecO < r < n. Nous
avonsg™ = g1t = (g")?. g" = 17. g" = g". Cela montre l'inclusion « ». L'autre inclusion est
triviale. O



22. ORDRES 105

Corollaire 22.5. SoientG un groupe fini ey € G. Alorsord(g) | #G.
En mots : I'ordre de tout élément divise I'ordre du groupe.

Démonstration.Par le corollaire 21.7 du théoreme de Lagrange et la proposition 22.4w0el{@ =
#(g9) | #G. O

Corollaire 22.6 (« Petit théoréme de Fermat de la théorie des groupe3o¥)GG un groupe fini. Alors,
pour toutg € G on ag#® = 1.

Démonstration.Cela suit directement du corollaire 22.5 et du lemme 22.3 (a). Ol

Notons la caractérisation suivante des groupes cycliques finisz3oitgroupe de cardinal. Alors,
G est cycligue si et seulement s'il exisjec G tel queord(g) = n. Cela sera utilisé beaucoup dans
ce qui suit.

Corollaire 22.7. SoitG un groupe fini tel que son cardingtG est un nombre premier. AloiG est
cyclique.

Démonstration.Soitp = #G, un nombre premier par hypothése. Spit G différent del. Comme
ord(g) divise p (par le corollaire 22.5) etrd(g) # 1, alorsord(g) = p, donc{g) = G, etG est
cyclique. Ol

Corollaire 22.8. SoientG un groupe e, H, < G deux sous-groupes finis d&
Sipged(#H,,#H,) =1, alors Hy N Hy = {1}.

Déemonstration.Soit g € H; N Hy. Doncord(g) | #H; etord(g) | #H2, doncord(g) = 1
pged(#Hy, #H,), doncH, N Hy = {1}.

oo

Proposition 22.9. SoientG un groupe ey € G. Considérons 'homomorphisme de groupes
p:Z—G, m—g™m.

(a) L'image deyp est(g).

(b) Soitm € Z. Alors,m € ker(p) < g™ = 1.

(c) ord(g) = 0o < ker(p) = {0} & ¢ estinjectif.
(d) Soitm € Z tel queg™ = 1. Alors,ord(g) | m.
(e) Soitord(g) = n < oo. Alors,ker(y) = nZ.

(f) Soitord(g) = n < co. Alors, I'application

$:Z/nZ — G, m— g™

provenant du ler théoreme d'isomorphisme 21.16 est un homoisorplde groupes injectif
d’image(g).
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Démonstration.(a) Cela est évident & cause de la déscriptign= {¢™ | m € Z}.

(b) C’est la définition du noyau appliqué a notre cas.

(c) La deuxieme équivalence provient de la proposition 16.21.

«<«=» : Supposons quker(yp) # {0}. Donc il existem € N5y N ker(yp) tel queg™ = 1. Alors,
ord(g) < m < 0.

«=-»: Supposons qug est injectif. Alors,p est un isomorphismg& — (g), donc en particulier une
bijection. Donc(g) est infini, donard(g) = oo par la propositioh 22/4.

(d) Soitm € Z tel queg™ = 1. Soitn = ord(g) < |m| < co. Par la division euclidienne nous avons
m=mn-q+ravec) <r <n.Onal =g™m = g"lg" = (¢g")¥g" = 199" = 1¢g" = ¢g". Comme

0 < r < n par la définition de 'ordre la seule possibilité qui resterest 0, doncord(g) | m.

(e) Le lemme 22.3 (a) nous donne l'inclusin@ C ker(y). L'autre inclusion est le contenu de (d)

(f) Par (e), on &er(yp) = ord(g)Z. Donc, I'assertion suit directement du théoréme d’isomorphisme
21.16. O

Corollaire 22.10(Classification des groupes cyclique§oitG un groupe cyclique.
(@) Sin = #G estfini, alorsG est isomorphe au groupg./nZ, +,0).

(Si on dit que deux groupes sont isomorphes, cela veut dire qusiteexn isomorphisme de
groupes entre les deux.)

(b) SiG n’est pas fini, alors? estisomorphe au grougd., +, 0).
Démonstration.Soit g un générateur dé€'.

(a) Commeord(g) = #G = n, I'assertion est le contenu de la proposition 22.9 (f).
(b) Lhomomorphismep : Z — G de la proposition 22.9 est injectif par (c) et surjectif par (a).

Corollaire 22.11. SoientGG un groupe ey € G un élément d’ordre fini. Alors pour toutc N~ on a

ppem(i, ord(g)) _ ord(g)
1 peged(i,ord(g))

ord(g)

ord(g') =

En particulier, sii | ord(g), alorsord(g’) =

Démonstration.Comme(g)**4(9) = (gord(9))i = 1, il est clair queord(g*) < co. L'ordre deg’ est
le plus petity € N>, tel que(g’)? = ¢g'? = 1. Doncq = ™ olim € N> est minimal tel que
— g™ =1(< ord(g) | m par la proposition 22/9) et

—i|m.
. i m cm(z,ord cm(z,ord -pged(z,ord
AIorsZ;r(L): ppcm(@’;)(rc)l(g)) etord(¢) = ™ = P2 (i (9) _ pp (i.pgc(g)&g;gd(;)) (9)) _—
2-ord(g _ ord(g
PpEed(i,0rd(s)) — peedGord(@)” -

Définition-Lemme 22.12. Soit I un ensemble et pour todtsoit G; un groupe. Alors le produit
cartésien] [, ; G; est un groupe, appeléroduit direct dei;, i € I, pour la loi de groupe

[ < [1G = T1Gi (@iier - (hidier = (gi - hi)ier

el el el

et 'élément neutrél),c;.
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Démonstration.Le cas/ = {1, 2} est un exercice. Le cas général marche de la méme maniére.

Lemme 22.13.SoientG un groupe abélien fini efl;, H, < H deux sous-groupes d&. Si H; N

H, = {1} (ce qui est le cas, en particulier, pgcd(#H1, #H2) = 1 par le corollaire[ 22.8), alors,
I'application ¢ : H; x Hy — G donné par(hy, he) — hihs est un homomorphisme de groupes
injectif.

Démonstration.Homomorphisme On calcule

d((h1, ho)(h, hy)) = ¢((hahly, hahy)) = hahihahs

abélien

=" hihahihy = ¢((hi, ha))@((h7, hy)).
Injectivité ¢((h1,ha)) = hihe = 1,donchy = hy' € Hy N Hy = {1}, donch; = hy = 1.

Exemple 22.14.Nous faisons la liste de tous les groupes d’ordr& & isomorphisme pres.

— Le seul groupe d’ordré est le groupe trivial ; son seul élément est I'élément neutre.

- n =2,3,5,7. Comme tout groupe d’ordre premier est cyclique par le corollaire 2i2éh suit que
le seul groupe d’ordre: & isomorphisme pres eg&t/nZ.

— n = 4 : Nous connaissons deux groupes d'ordre Z/47 et 7 /27 x 7 /27 qui ne sont pas
isomorphes (le premier est cyclique et le deuxieme non-cyclique)a@amontrer qu'il 'y en a
pas plus; on verra notamment que tout groupe d’ortlest abélien (c’'était déja un exercice).
Soit G un groupe d'ordre4 qui n'est pas cyclique (s'il est cyclique, il est isomorph& alZ).
On choisita # b deux éléments dé qui ne sont pas I'élément neutre. Oroal(a) | #G, donc
ord(a) = 2, car s'il était 4, le groupe serait cyclique engendré parLe méme argument montre
ord(b) = 2. 0Ona(a) N (b) = {1}. Soitc := ab. Il est clair quec # 1, a, b. Par le méme argument
ba # 1,a,b, doncc = ba. DoncG est abélien. Par le lemme 22/13 nous obtenons(gue (b) est
isomorphe &5. DoncG = Z /27 x Z/2Z.

— n = 6. Nous connaissons deux groupes d’ordreZ/67Z et Ss qui ne sont pas isomorphes (par
exemple : le premier est abélien et le deuxieme non-abélien). On vanttémgu’il N’y en a pas
plus.

SoitG un groupe d’ordres qui n’est pas cyclique (s'il est cyclique, il estisomorphg/&Z). Alors,
tout élémentl # g € G doit étre d’ordre2 ou 3 car I'ordre doit étre un diviseur detG = 6 et
ord(g) = 6 dirait que G est cyclique {g) = G.

On montre d’abord qu'’il existe,b € G tels queord(a) = 3 etord(b) = 2 (cela est une conse-
guence directe du théoreme de Sylow 23.16 que nous n'avons pas ééocoontré, donc il faut
faire un peu plus de travail maintenant).

Supposons qu'il n’existe pas d’élément d’or@reDans ce cas, tous les éléments non-neutres sont
d’ordre 2. En conséquenc€’ est abélien (par un exercice). Soidnt # b, € G deux éléments
d’ordre 2. Alors, ’homomorphisme injectif : (b1) x (b2) — G du lemme 22.13 (noter () N
(ba) = {1}) implique que I'image de est un sous-groupe d’ordre Cela est une contradiction au
corollaire[21.7. Donc, il existe € G d’ordre 3.

On choisith ¢ (a) =: H. CommeG = H U bH, il en suit queb? € H oub? € bH. La deuxieme
possibilité est impossible (sindrserait dansH). Doncb? € H. Doncord(b?) estl ou 3 (par le
corollaire|22.11). Le dernier cas meneraibad(b) = 6 qui est exclu. Donord(b) = 2.



108 CHAPITRE IV. DEBUTS DE LA THEORIE DES GROUPES

Notons quexb # 1,a,a?,b. On a aussi®b # 1,a,a?,b,ab. DoncG = {1,a,a? b,ab,a®b}. Si
ba = ab, alors G serait abélien et dans ce casd(ab) = 6 (pour voir cela, il suffit de calculer
ab # 1, (ab)? = a®b? = a® # 1 et(ab)® = a®b® = b?b = b # 1) et le groupe serait cyclique ce
gue nous supposons ne pas étre le cas. La seule autre possiblité-est>b.

DansS3 nous posons! := (1 2 3) etB := (1 2). Nous définissons : S3 — G par ¢(id) = 1,
#(A) = a, p(A?%) = a2, ¢(B) = b, ¢(AB) = ab, etp(A%B) = a?b. C’est clairement une bijection.
Que c’est un homomorphisme est une conséquenceldd) = 3, ord(B) = 2 et BA = A%B qui
est facilement vérifié.

23 Compléments

Cette section ne sera pas examinée. On ne donne pas toutes les démonptraticaison de manque
de temps. Regardez-la quand-méme car son contenu pourra étre utissfedarours a venir.

Définition 23.1. Soit(G, %, e) un groupe. Leentre dg= est défini comme
Z(G)={9eG|VYheG: gxh=hxg}.
Lemme 23.2.Soit(G, , e) un groupe. Alors le centr€ (G) est un sous-groupe normal d&

Démonstration.Exercice sur la feuille 9% (G) est un sous-groupe). La normalité est facile. [

Groupes de matrices

Définition 23.3. SoientK un corps et: € N>;. On pose

GLn(K) = {M € Matpyp(K) | 3N € Matpxn(K): M o N =id,}

1 0 --- 0

01 0
etid,, =

o0 --- 1

Le groupe linéaire générakt(GL,,(K), o,id,,).

Proposition 23.4. Le déterminantlet (défini comme en algébre linéaire) a les propriétés suivantes :

(@) Une matriceM € Mat,,«,(K) estinversible si et seulemenidsit()/) # 0. On a alors
GL,(K) = {M € Mat,xn(K) | det(M) # 0}.
(b) On rappelleK* = K \ {0}. L'application
det : (GL,(K),o0,idp) — (K*,-,1), M s det(M)

est un homomorphisme de groupes.
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(c) Le noyau delet est égal a
SL,(K) = {M € Mat, x,(K) | det(M) = 1}.
On appelle(SL,,(K), o,id,) le groupe spécial linéaire
Démonstration.Algebre linéaire. Ol
Proposition 23.5. SoientK un corps et € N>;. Alors, le centre d&L,, (K) est égal a
0 =
|z e K*

La classification des groupes abéliens

Corollaire 23.6. SoitG un groupe cyclique.

(a) SiH < @G est un sous-groupe (automatiguement normal Gagst abélien), alors le quotient
G /H est aussi cyclique.

(b) Tout sous-groupél de G est aussi cyclique.

Démonstration.Par le corollaire 22.10 nous pouvons suppd@ser Z ouG = Z/nZ avecn € N>j.
Ces cas sont un exercice. O

Lemme 23.7. SoientG un groupe abélien finigf, h € G.

(@) Sipged(ord(g),ord(h)) = 1, alorsord(gh) = ord(g) ord(h).

(b) Il existei, j € N tels queord(g’h/) = ppem(ord(g),ord(h)).

Démonstration.(a) Soitm := ord(gh). Donc ¢™h™ = 1 et par(g) N (h) = {1} (& cause du
corollaire 22.8), on @™ = h™ = 1 Par la proposition 22.9, il en suit qued(g) | m etord(h) |

m, doncord(g) ord(h) | m (utilisant encore une foipged(ord(g), ord(h)) = 1). Il est clair que
(gh)ord(g) ord(h) _ 1.

(b) Soient
ord(g) = p{"™ -...-p. " etord(h) =pi* - ... - p*
les factorisations en nombres premiers (c'est-a-direpies. ., pr sont des hombres premiers dis-
tincts), ou on les trie de la fagon que; > nq,...,ms > ng €tmg < ng, ..., mg < ng. Soient
i U gy et

Par le corollaire 22.11 nous avons
ord(g") = p{" - ...-pi etord(h) = p,iit -t
Donc, (a) implique que I'ordre d¢h’ est

MNs41

prt P e ptt - pp® = ppem(ord(g), ord(h)).
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Définition 23.8. SoitG un groupe. On considére 'ensemhilé := {n € Ny | Vg € G : g" = 1}.
SiM # (), alors, on définit'exposant du groupé&' comme le plus petit élément dahs SiM = (),
on dit que I'exposant du groupg® est infini. Notation exp(G).

Proposition 23.9. SoitG un groupe abélien fini.

(@) llexisteg € G tel queord(g) = exp(g).

(b) exp(g) | #G.

(c) exp(G) = ppem(ord(g) | g € G).

(d) G estcyclique= exp(G) = #G.

Démonstration.Soitn := ppem(ord(g) | g € G). Il est clair queg™ = 1 pour toutg € G, donc

exp(G) < n. Le lemme 23.7 (b) montre qu'il existg € G tel queord(g) = n. En conséquence
n < exp(G). Toutes les assertions sont maintenant claires. O

Sans démonstration on énonce la classification des groupes abéliens @inityfa preuve n’est pas
tres difficile, mais nous n’avons malheureusement plus de temps.

Théoréme 23.1(Classification des groupes abéliens de type.fi8DitG un groupe abélien de type
fini (C’est-a-dire ques peut étre engendré par un nombre fini d’éléments). Alors, il existeidigues
r,s € N etdes uniqued;, ds, . ..,ds € N>, tels que

—d1|d2\-~~\d5et

-~ GEZL" XZ/AWZ X L]doZ % - -+ X L]dsZ.

Exemple 23.11.0n obtient du théoréme 23.10 gu’a isomorphisme pres il n’existe quegteupes
abéliens de cardinal2, en I'occurenceZ /127 etZ /27 x 7./ 6Z.

Actions de groupes

Définition 23.12. SoientE un ensemble & un groupe.
(a) On dit queG agit (a gaucheyur E (on parle d'uneaction (ou opération) du groupe sur I'en-
sembleF) s'il existe une application
GxFE—E, (¢g,2)— gx=gzx
telle que
- Vg,he GVz € E:g.(hx)=(gh).zet
—VeeFE:lx=nzx.

(b) Soitz € E. L'ensembleE, = {g.x | g € G} s’appellel'orbite de = (en anglais : orbit, en
allemand : Bahn).

(c) Soitz € E. L'ensemble7, = {g € G | g.x = =} s’appelle lestabilisateu(ou groupe d'isotro-
pie) dex. C’est un sous-groupe d&.

(d) L'application
m:G— Sg={f:FE — E bijection}, g¢g— 1y = (z+ g.z)

est un homomorphisme de groupés; (est le groupe symétrique). S'il est injectif, on dit que
'opération deG sur E estfidele (faithful, treu).



23. COMPLEMENTS 111

(e) S'ilexistexr € E tel queE, = E, on dit que I'opération dé& sur E esttransitive

Exemple 23.13.SoitG un groupe G opére sur lui-méme par conjugaison :
GxG—G, (g9,h)— ghg™L.
La proposition la plus importante pour les actions de groupes est la suivante

Proposition 23.14. SoientE’ un ensemble &F un groupe. On suppose quagagit sur F.

(a) Larelation binaire~¢ définie surE par
V(z,y) e B}, x ~gy <= g€ CGy=g x
est une relation d’équivalence sir. Pour toutz dansF, la classe d'équivalence depour cette
relation est I'orbite der sous I'action de&.

(b) Pourx € Eona#E, = (G : G;) (le cardinal de I'orbite est I'indice du stabilisateur).
(c) Soitl 'ensemble des orbites de I'action. Dans toute orbite on choisit un reptaser;. Alors,
on al'égalité :
#E =Y (G:Gy,).
iel
Les théorémes de Sylow

Définition 23.15. Soit G un groupe fini de cardinak = p"m ou p est un nombre premier tel que
p 1 m. Un sous-groupd] < G est appel&-groupe de Sylowou p-Sylow) si#H = p".

Voici le théoreme principal sur les sous-groupe de Sylow.

Théoréme 23.16.SoientG un groupe fini ep un nombre premier.
(a) Sip | #G, alorsG possede up-groupe de Sylow.

(b) Tous legp-groupes de Sylow d& sont conjugués, c’est-a-dire, &f; et H, sont deuxp-groupes
de Sylow, alors il existe € G tel quegH g~ = Hs.

(c) SoitU < G un sous-groupe de cardingf. Alors, il existe urp-groupe de Sylowd < G tel que
U<H.

(d) Soits, le nombre deg-groupes de Sylow dg. Alors,s, =1 mod p.

Plus sur les quotients de groupes

Proposition 23.17. Soit G un groupe etV < G un sous-groupe normal et : G — G/N la
projection naturelle.

(a) L'application
® : {sous-groupes dé/N} — {sous-groupes d& qui contiennentV},

donnée paif — 7 1(H) est bijective. L'inverse dé estU — = (U).
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(b) SoientH;, H, < G/N deux sous-groupes. Alors
H CHy, & ®H)C®(H,).
(c) SoitH < G/N un sous-groupe. Alors
H<G/N < &H)<G.

Démonstration.(a)

— PourH < G/N l'image réciproquer—!(H) est en effet un sous-groupe par la proposition 16.20.
Enplust—!(H) D 71 ({1}) = ker(7) = N.

— Surjectivité : Soit/ < G un sous-groupe tel qu& C U. Par la proposition 16.20 nous avons
H := n(U) estun sous-groupe d¢/N.
Ona:®(H)=r"1(n(U)) = U, donc la surjectivité.
On vérifie la derniere égalité :
«C»:Soitz € 7 Y(n(U)), doncw(z) € n(U), doncw(z) = m(u) pour unu € U. Donc
1 = m(z)7r(u)~t = w(zut), doncau=! € ker(r) = N C U, donczu=! = v € U, donc
r=uv € U.
«2»: Soitu € U, doncr(u) € w(U), doncu € 7= 1(x(U)).

— Injectivité : SoientH, Hy € G/N des sous-groupes tels q@éH;) = ®(Hz). Alors, 71 (H;) =
71 (Hy), etdoncH; = w(n~1(Hy)) = n(7~1(Hy)) = Ho, montrant l'injectivité.
On vérifie encore I'égalité] = 7(7—*(H)) pour tout sous-groupd < G/N.
«C»: Soith € H. Commer est surjectif, il existgy € G tel quen(g) = h. Doncg € 71 (H) et
h=m(g) € m(x~'(H)).
«D» :Soitz € w(x~1(H)). Donc, il existeg € 7~ 1(H) tel quex = 7(g). Mais,z = 7(g)
appartient & carg € 7 '(H).

(b) est clair.

(c) Proposition 21.12. O

Lemme 23.18.SoientG un groupe,H < G un sous-groupe &V < G un sous-groupe normal.
SoitHN :={hn|he€ H,ne€ N}.Alors:

(&) H N N estun sous-groupe normal dé.

(b) HN = NH :={nh|he Hmne N}

(c) HN estun sous-groupe de.

(d) N est un sous-groupe normal déN .

(e) SiH est aussi un sous-groupe normal@ealors HN est un sous-groupe normal d&

Démonstration.Exercice. O

Proposition 23.19(Deuxiéme théoreme d’'isomorphisme§oientG un groupe,H < G un sous-
groupe etN < G un sous-groupe normal. Alors, ’'homomorphisme naturel de greupe

¢:H— HN — HN/N, hw~ hN
« induit » (par le théoréme d’isomorphisme 21.16) I'isomorphisme degge
@:H/(HNN)— HN/N, h(HNN)+— hN.
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Démonstration.Noter d’abord que le lemme 23,18 nous assure que tout est bien défiminainor-
phismey est visiblement surjectif et son noyau est composé des élémentd tels quehN = N,
donch € H N N, montrantker(y) = H N N. L'existence dep résulte donc d’une application directe
du théoréme d’'isomorphisme 21/16. O

Proposition 23.20(Troisiéme théoréme d’'isomorphismejoientG un groupe,H, N <1 G des sous-
groupes normaux tels qu€ C H Alors, 'lhomomorphisme naturel de groupes

¢:G/N — G/H, gNw— gH
« induit » (par le théoréme d’isomorphisme 21.16) I'isomorphisme depge
©:(G/N)/(H/N) — G/H, gN(H/N)— gH.

Démonstration.L’homomorphismep est visiblement surjectif et son noyau est composé des éléments
gN € G/N telsquegH = H, doncg € H,doncgN € H/N, montranter(yp) = H/N. L'existence
de résulte donc d’une application directe du théoreme d’isomorphisme|21.16. O



Exercices : Algebre 1
Semestre d’hiver 2013/2014

Université du Luxembourg Feuille 1
Prof. Dr. Gabor Wiese
Dr. Agnés David, Dr. Santiago Molina 18/09/2013

Les exercices sont a rendre le 23/09/2013 au début du cours.

Vos solutions aux exercices vont étre notées A (trés bien), A/B (lig B (moins bien), B/C, C
(insuffisant). La note que vous obtenez pour vos exercices airggile pour vos résultats aux devoirs
surveillés compte pour la note finale du cours : une moyenne de A corte 2 points sur 20, une
moyenne de B 1 point et C 0 points. Par exemple, si vous avez eu un@yenne de B dans vos
exercices et si vous obtenez un 13 dans I'examen, la note finaleaé&n.

1. Proposition. La somme de deux entiers relatifs impairs est

Compléter et écrire une démonstration.

2. Proposition. Soitn un entier impair. Alors:? — 1 est divisible pas.
Ecrire une démonstration.

3. Proposition. Il n’existe pas d’entiers relatifs impairs, m tels que

m? —n? =101.

Ecrire une démonstration. Utiliser le principe de « démonstration par I'absurth proposition pré-
cédente vous donne un diviseur du c6té gauche qui donne unediotibra

4. (Cet exercice n'est pas a rendre.) Analyser la structure logigyghdeses que vous lisez dans des
journaux.

A propos.
Une vérité mathématique en elle-méme n’est ni simple ni compliquée,telle es
Emile Lemoine, mathématicien francais (1840 — 1912)

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen : Redet man zu ihnen, sadtlaen sie es in ihre Sprache, und
dann ist es alsbald ganz etwas anderes.
Johan Wolfgang von Goethe (1749 — 1832)
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Université du Luxembourg Feuille 2
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Les exercices sont a rendre le 30/09/2013 au début du cours.

1. Remplir les espaces ci-dessous avec I'un des symbeies,«< » ou «< » de maniére a obtenir des
assertions vraies. On ne demande pas ici de justifier vos réponsesipar é
Soientz, y des nombres réels.

(@) 3z =21 =17

(b) 52 =10 r=2o0ux =1

(c) 8z =14 xr=20uzx >0

(d) 3z =21 T #3

(e) 22=9 x=-3

D z—y=1letx+2y=10 r=4ety=3
(9) y=2%ety? =16 r=2ety=2

2. Résoudre dan@ I'équation2z(z + 1)? = 23 + 422 + 22 + 8. Utiliser «= », «<= » et/ou «= » !
3. Soienta, b etc dansZ.
(a) Démontrer : st | a etc | b, alorsc | (a + b).
(b) L'assertion réciproque est-elle vraie ? C'est-a-dire, est-ce:que + b) impliquec | a etc | b?
Démontrer votre réponse.
(c) Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
() cla
(i) ¢| (a+bec)
4. On définit le « ou exclusif » (XOR) par la table de vérité :

A| B| AXORB
f

v
f

—_.—-—— <<
—_<< =<

Exprimer XOR en utilisant seulement \V et—. Démontrer votre réponse par une table de vérité.
5. Ecrire la négation des phrases suivantes.

() Adrien parle francais et allemand.

(b) Ce triangle a deux c6tés de méme longueur.

A propos. Pour illustrer qu'une assertion fausse comine 1 implique tout, on dit qu’Einstein a donné
'exemple suivant : « S = 1, alorsl = 2. Le pape et moi, ce sont deux personnes. Mais, puisgae,
c’est la méme personne, ce qui implique que je suis le pape. »
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Université du Luxembourg Feuille 3
Prof. Dr. Gabor Wiese
Dr. Agnés David, Dr. Santiago Molina 30/09/2013

Ces exercices qui ne sont pas a reretreeux des feuilles précédentes vous préparent au devoir surveillé
du 03/10/2013.

1. Dans une ferme il y a des cochons. Chaque cochon est soit v@tjeune (pas les deux en méme
temps). Chaque cochon est soit malade, soit en bonne santé (pasXesndeéme temps). Chaque
vieux cochon est vorace. Chaque cochon qui est en bonne santrase. Dans la ferme il y a des
cochons voraces et il y a des cochons qui ne sont pas voraces.

Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont correctes ? Justifieegd concise!) vos réponses!
(a) Il existe des jeunes cochons dans la ferme.
(b) Il existe des vieux cochons dans la ferme.
(c) Tous les cochons qui ne sont pas voraces sont jeunes.
(d) Il existe des jeunes cochons malades.
(e) Tous les jeunes cochons sont malades.
2. Soientd, B etC des assertions. Ecrire des tables de vérité pour démontrer :
@ AAN(BVC)=(AAB)V(AANC);
(b) (A< B)=(-AAN-B)V(AAB).
3. Soient4, B etC des assertions. Utiliser le théoréme 3.1 pour vérifier les assertionstegivan
(@) ~(mAA(BVA)) =AV-B;
(b) ~((AVB)A(BAA)) =-AV-B;
€ (AN (~(BVC))AN(AVB)=BV(AANC).
4. Une assertion qui est toujours vraie s'appelle tagologie SoientA, B etC des assertions ; démon-
trer que les assertions suivantes sont des tautologies :

(@ A= (AVB);
(b) (AN (A= B)) = B;
(©) (A= B)A-B) = —A;
d) (A=B)A(B=C))= (A= C).
5. Dire siles assertions suivantes sont vraies ou fausses et dénvatiteeréponse :
@ VreN:dyeN:z=y,;
(b) dyeN:VzeN:z=y;
) VexeN:dyeZ:x>y;
d)dyeZ:VxeN:x>y.

Tourner la page, svp.



6. Ecrire la négation des assertions suivantes :
(a) Tous les étudiants de ce cours sont luxembourgeois.
(b) 1l existe des triangles ayant exactement deux angles droits.

(c) (Soitf : R — R une fonction et;; € R. (Cette partie n’est pas a nier))
Ve>0:30>0:Voz eR: (Jz — x| <d=|f(z) — f(zo)| <€).
Dans votre cours d’Analyse 1 vous verrez que ceci est la définititaabmtinuité de la fonctiorf

au pointz.
ail @12 arz ... dim
a1 G2 423 ... dzm
7. Soit A la matrice [ @31 as2 a33 ... a3m | avecn = 4, m = 6 et lesa; ; donnés par la
Gp1 An2 an3 ... Gpm

formulea; ; = d; j4+1, 0UJ,, est le symbole de Kronecker (voir le cours). Ecrire la matrice
8. Ecrire les expressions suivantes sans utiliser les sympole] |.

—6 n n n o m
@> & o[ oI[» @) D
k=0 m=1

=4 i=1 j=1

9. Ecrire les expressions suivantes a l'aide des symboles]].
@1-3-5-7-...-(2n —1);
(b) 't + 2217 + 4223 + 8227 4 1623° + 3224 + 6427 ;
(€) a1 + 2az + 3az + 3a? + 6a3 + 9a3 + 9a3 + 18a3 + 27a3 + 27af + 54aj + 81as.
10. Lesquelles des égalités suivantes sont correctes ? Si une édalitbagcte, corriger le cété droit.

9 11 .

@ > 0= Zj::} aj—2;
0 .
(b) Z?:l azi+1 = Zj:—n—H 435 ,

n n n k n k
(©) X oito 2 jmo@ibj =D k=g D r—0 Webk—t + Dp—g D p—o Wk—tbe-

A propos. L'hotel de Hilbert a Gottingen posséde un nombre infini de chambres ufdijui toutes
les chambres sont occupées. Malgré cela, I'hotelier Hilbert peut taugmaueillir un nouveau client.

En effet supposons que les chambres sont numérotées par tous leesemters (a partir de 1). Il
suffit que I'hdtelier demande a I'occupant de la premiére chambre deadlarsians la seconde, a celui de
la seconde de s'installer dans la troisieme, et ainsi de suite. Les clients giégdéorestent. La premiére
chambre est libre et peut accueillir le nouveau client.

Mais I'hotelier peut aussi accueillir une infinité de nouveaux clients. Pedaice il faut que le client
occupant la chambre numéro 1 prenne la chambre numéro 2, I'occugkntdméro 2 la numéro 4, celui
de la numéro 3 la numéro 6, et ainsi de suite. Chacun occupe une chaenbvenéro double de celui
de sa chambre précédente, de telle sorte que toutes les chambres deimpaé&rdeviennent libres. Et
puisqu’il existe une infinité de nombres impairs, I'hotelier peut accueillir ufieiié de nouveaux clients.

(Adapté et corrigé dehttp ://fr.wikipedia.org/wiki/Ho6tel_de Hilbert )
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Les exercices sont a rendre le 14/10/2013 au début du cours.

1. (a) Démontrer par récurrence :

1)(2 1
Vn€N>0:l+22—}—32+...+n2:n(n+ )6(n+ )

(b) Soientr dansN> etay, ..., a, des nombres rationnels (ou réels, ou entiers... cela ne change rien
pour I'exercice). Démontrer par récurrence :

n

Z(ai —Qi—1) = Qp — aj.

=2

(c) Soitn dansN. Démontrer, par récurrence finie, que pour tout eritientre0 etn on a :

k .

n n+1—1
=1

(d) Que pensez-vous de la démonstration suivante ?

Assertion : Soit C' un cours avea participants. Alors tous les participants sont du méme sexe.

Démonstration par récurrence.Sin = 1, I'assertion est trivialement vraie. Soit maintenaht

un cours avea + 1 participants. Nous attendons jusqu’a ce qu’'un des participants, aggelon
A, quitte le cours pour un instant. Par hypothése de récurreneepesticipants restants sont du
méme sexes. Aprés le retour de A, nous faisons sortir un autre participant B pounstant.
Encore par hypothese de récurrencerl@articipants restants sont du méme sexe, qui doit encore
étres. Donc A, B et les autres participants sont tous du méme sexe. O

2. (a) Soientd et B des ensembles. Démontrer :
(1) ACB < A=ANB < B=AUB;
(2 ANB=0 < A\B=A.
(b) SoientE un ensemble efl, B des sous-ensembles fle Démontrer :
(1) AnNB=0<+<=BCFE\A< ACF\B;
(2 AUB=E<«~— FE\ACB<«<= FE\BCA.

Tourner la page, s.v.p.



3. (a) (Involution) SoientE' un ensemble ef une application de&v dansE vérifiant : f o f = idg.
Démontrer que est bijective. Quel est son inverse ?

(b) SoientE, F, G des ensembles ¢t: E — F, g : FF — G des applications. Démontrer quefset
g sont injectives, alorg o f est injective.

(c) Si A, B sont des ensembles, on not& A, B) 'ensemble de toutes les applicatiods — B.
SoientE, I’ etG des ensembles.

(1) Soitf une application injective d& dansG. Démontrer :
V(g,h)E]:(E,F),(fog:foh:g:h).
En d'autres termes, on démontre que I'application

F(E,F) — F(FE,Q)
g —  fog
est injective.

(2) Soit f une application surjective dé dansF'. Démontrer :
V(g,h) € F(F,G),(go f=ho f=g=h).
En d’autres termes, on démontre que I'application

F(F,G) — F(E,G)
g —  gof

est injective.

A propos (Paradoxe de Russell)On ne peut pas faire n'importe quoi avec les ensembles. Par exemple,
il nexiste pas d’ensemble de tous les ensembles.

En effet, supposons par I'absurde que I'ensemble de tous les enseistes appelons I€. Nous
pouvons alors considérer le sous-ensembtie(2 formé des ensemblées tels queX n’est pas un élément
de I'ensembleX :

A={XeQX ¢ X}.

Qu’en est-il alors ded ? SiA est un élément dd (A € A), alors par définition del, A n’est pas un
élément ded (A ¢ A). Et si A n'est pas un élément dé (A ¢ A), alors par définition del, A est un
élément ded (A € A). Aucune de ces deux options n’est donc possible.

Pour lever ce paradoxe, les mathématiciens ont introduit la notioatégorie mais ceci est une autre
histoire.
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Les exercices sont a rendre le 21/10/2013 au début du cours.

1. (a) SoientF, F des ensembled, : E — F une application surjective & C F' un sous-ensemble.
Démontrer :f (f~1(C)) = C.
L'inclusion f(f~1(C)) C C a déja été démontrée en cours, il est inutile de la redémontrer.

(b) Dans cette partie, vous allez voir que les inclusions dans 1(a), t12¢)edu lemme 8.2 du cours
ne sont pas des égalités en général.

(i) Ecrire explicitement des ensembl&s F', une applicatiorf : E — F et un sous-ensemble
A C Etelsqued # f~1(f(A)).
(ii) Ecrire explicitement des ensembl&s F, une applicatiory : £ — F et des sous-ensembles
ACE,BCEFEtelsquef(ANB) # f(A)N f(B).
(i) Ecrire explicitement des ensemblés F, une applicatiory : E — F et un sous-ensemble
C C Ftelsquef(f~1(0)) # C.
(c) SoientE et F' des ensembles. On nof( E) (respectivemenf(F')) 'ensemble de toutes les

parties de& (respectivement d&). Donner soit une démonstration soit un contrexemple a chacune
des deux assertions suivantes :

(i) P(ENF)=P(E)NP(F);
(i) P(EUF)=P(E)UP(F).
2. (a) On considére siitla relation binaire< définie par : pour toutr, ) dansR?, » < y si et seulement

siz est strictement plus petit queCette relation est-elle réflexive ? Symétrique ? Antisymétrique ?
Transitive ? Totale ? Est-ce une relation d'ordre ?

(b) Soit £ 'ensemble des nombres premiers différent2d®n définit surE’ une relation binaire?

par :
r+y

V(z,y) € Ex E, tRy < — €FE.
(i) Donner un exemple de couple;, y) tel quex ety sont en relation, puis un exemple de
couple(z, y) tel quez ety ne sont pas en relation.
(i) Larelation R est-elle une relation d’équivalence ?
(c) Exercice trés important
Soitn un entier naturel ; on définit si@ une relation binaire?,, par :
V(a,b) € 7%, aR,b <= n|(a —).

(1) Démontrer quek,, est une relation d’équivalence sar
On l'appelle la « congruence moduto». Lorsquen etb sont en relation poukR,,, on note

a=b modn

et on dit quez etb sont congrus modula.
(2) Donner la classe d’équivalence d’un entier relatif pour la relaigriMéme question pouR; .



3. Fonctions caractéristiques
SoientE et F' des ensembles; on no® E) 'ensemble des parties dé et F(E, F') 'ensemble des
fonctions deF dansF.
Soit A une partie d&Z ; on définit un élémenf, de F(FE, {0,1}), appelé l&onction caractéristique
deA,par:fa(z)=1siz € Aetfa(zx)=0siz ¢ A.

(a) Démontrer que I'applicatiod’ de P(E) dansF(FE,{0,1}) qui a une partied de E associe sa
fonction caractéristiqug¢, est bijective.

(b) Pourf etg dansF(FE,R), on note :
— [+ g l'application deE dansR qui envoie tout élément de E sur f (z) + g(z) ;
— f — g I'application deE dansR qui envoie tout élément de E sur f(x) — g(z)
— f x gouf-glapplication deE dansR qui envoie tout élément de £ sur f(x) - g(x).
On note de plud la fonction constante égalelasur E.

SoientA et B des parties d&' ; démontrer que les applicatiohs- f4, fa- fe etfa+ fe—fa - fB
sont des fonctions caractéristiqgues de sous-ensemblEgyd&on déterminera.

(c) Ecrire la fonction caractéristique du sous-ensembleB en fonction de celle dé et celle deB.

A propos.

Charles a un méchant prof qui lui dit : « Au cours d'une des six prioelseheures, je vais faire une
« interrogation surprise » ». Charles se dit que le prof n'a pas biechéfl@garce qu'il est impossible de
faire une telle « interrogation surprise ». Voici son argumentation :

Si I'interrogation n’'a pas eu lieu pendant les cing premiéres heures, &docément, elle sera faite la
sixeme heure; ¢ca ne sera pas une surprise! Alors, forcément, l'igédioa doit étre faite pendant une
des cing premiéres heures.

Si l'interrogation n’a pas eu lieu pendant les quatre premiéres helwes, farcément, elle sera faite
la cinquieme heure ; ¢ca ne sera pas une surprise ! Alors, forcémentrbigé¢ion doit étre faite pendant
une des quatre premieres heures.

Continuant ainsi, l'interrogation doit forcément avoir lieu la premiére hexgejui ne serait pas une
surprise non plus. Alors, il est effectivement impossible de faire unedétierrogation surprise ».

La deuxiéme heure, le prof fait I'interrogation. Charles est trés sueptésrate completement.

Comment est-ce possible ?
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Les exercices sont a rendre le 28/10/2013 au début du cours.

1. (a) Trouver une application injective et non bijectiveNddansN.
(b) Trouver une application surjective et non bijectiveNddansN.

(c) Trouver une bijection entfd x N etN.

2. SoientE et I’ des ensembles finis. Démontrer les assertions suivdntisation : dans certains cas,
on pourra raisonner par récurrence.

(a) #FE < #F < il existe une injection dé&’ dansF'.
(b) #F < #F < il existe une surjection d& dansF'.

(c) On supposétE = #F et on considére une fonctighde E dansF'; alors :
f est bijective<=> f est injective<=> f est surjective.

3. Soit(N, S,0) un systeme des nombres naturels.
(a) Démontrer : pour tout dansN, on an # S(n).

(b) Démontrer I'associativité de I'addition définie en cours. C'est-a-diéenontrer que, pour tous,
netl/dansN,ona:(m+n)+£L=m+ (n+¥4).

(c) (Principe de descente infinie de Ferm&@montrer qu'il n’existe pas de suite d’entiers naturels
strictement décroissante.

4. Soit(G, *, e) un groupe. On note l'inverse dec G para=!.
(@) On suppose que *b)~! = a~!xb~! pour touta, b € G. Démontrer qué& est un groupe abélien.
(b) On suppose qué * b?> = (a * b)? pour touta, b € G. Démontrer qué&: est un groupe abélien.
(c) Supposons que® = e pour toute € G. Démontrer qué& est un groupe abélien.
Indication : Vous pouvez utiliser (b).

(d) Démontrer que tout groupe de cardidadst abélien.

A propos. Tous les entiers naturels sont exceptionnels !

En effet, supposons par I'absurde que ce n’est pas le cas, edast-gu'il existe un entier naturel non
exceptionnel. Formellement, si on appe¥de sous-ensemble d&formé des entiers non exceptionnels,
I'hypothése est qu& est non vide.

D’aprés la propriété de bon ordre $¥ir’ensembleX, non vide, possede un plus petit élément ; notons
le ng. Alors, ng est le plus petit entier d&¥ qui n’est pas exceptionnel... ce qui est une propriété excep-
tionnelle! Ainsi,ng lui-méme est exceptionnel, ce qui contredit le fait gigeappartient aX (ensemble
des entiers non exceptionnels).

On en déduit que tous les entiers naturels sont exceptionnels.
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Les exercices sont a rendre le 04/11/2013 au début du cours.

1. SoitS, le groupe symétrique ehlettres. Dresser la liste de ses éléments. Utiliser I'écriture en cycles.
2. Faites les calculs suivants dans le grofpe:

@ (13)(274109) 0 (123456789 10)="7?

(b) (12345678910)0(13)(274109)="7?

() (12)(34)(56)(78)(910) 0o (110)(23)(45) (67 (89="7?
3. Trouvez les inverses dans le groufig des éléments suivants :

(@ (123456789 10),

(b) (1 3) (274 109),

() (1 2) (34)(5 6)(78)(9 10).

4. Soientn € N eto, T € S,,. SUpposons que S'écrit en cycles :

o = (a171 ar2 ... alyml)(ag,l az2 ... az,mz) e (am ar2 ... a,«,mr).
Démontrer que-or ! s'écrit en cycles :

ror = (T(al,l) T(a12) ... T(al,ml)) (T(CLQJ) T(azz2) ... T(ag’mQ))

o (r(arn) T(ar2) ... T(arm,)).

5. Soitn dansN>; ; on se place dans le groupe symétrigiye Démontrer :

(a) Toute transposition d&, s’écrit comme produit de transpositions de la forfine + 1) (« pouvant
prendre toutes les valeurs entretn — 1).

(b) S, peut étre engendré pét 2) et(1 2 3 ... n—1 n), cest-a-dire que tout élément dg
s'écrit comme un produit de ces deux éléments.

6. Soit(A, +,-,0,1) un corps. Démontrer qué est un anneau intégre.



A propos. L’ argument de |a diagonale de Cantor.

On souhaite démontrer que I'ensemBlan’est pas dénombrable. En fait, nous allons démontrer que
I'ensemblel0, 1] n’est pas dénombrable (ce qui implique quee I'est pas non plus).

On raisonne par I'absurde en supposant {fué| est dénombrable, énuméré a I'aide d’une suite
r = (r1,r2,73,...). Chaque terme de cette suite a une écriture décimale avec une infinité deschiffr
apreés la virgule, soit :

i =0,717m2,73 ...

On construit maintenant un nombre réadans|0, 1] en considérant le-iéme chiffre apres la virgule
der,. Le nombre réet est construit par la donnée de ses décimales suivant la regle:-g&tae décimale
der,, est différente dé&, alors lan-ieme décimale de estl, sinon lan-iéme est 2.

Le nombrex est clairement dans I'intervall@, 1] mais ne peut pas étre dans la suitg o, 3, . . . ),
car il n'est égal a aucun des nombres de la suite : il ne peut pas étra €gear la premiére décimale
dez est différente de celle dg, de méme pour, en considérant la deuxieme décimale, etc.

On obtient une contradiction et on en déduit ¢ud | n’est pas dénombrable.
(Adapté de fr. wi ki pedi a. org/ wi ki / Argurrent _de_| a_di agonal e_de_Cant or)
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Ces exercices qui ne sont pas a reretreeux des feuilles précédentes vous préparent au devoir surveillé
du 07/11/2013.

. Soitn un entier naturel, s’écrivant dans le systéeme décimal c,c._1 ... cico (avec les chiffres;

dans{0,1,...,9}; par exemple, pour = 235 on acy = 5, ¢c; = 3 etce = 2). Utiliser le calcul de

congruences pour démontrer :

(a) n estdivisible paB (ou9) si et seulement si la somme’_, ¢; I'est;

(b) n est divisible pan1 si et seulement si la somme;_,(—1)’c; I'est.

. Donner et démontrer une régle facile pour le calcul, en fonction des deux derniers chiffres @&

(utiliser les congruences modul60).

Indication : 72 = 49, 73 = 343, 7* = 2401.

. Calculer le plus grand diviseur commun38$ et 84, ainsi qu’une relation de Bézout.

. Ecrire les tables d’addition et de multiplication de I'ann&a6Z.

. (a) Trouver un diviseur de zéro différent Aelans I'anneau quotier/517Z. Cela démontre, entre
autres, quéZ /517 n’est pas un anneau intégre.

(b) Calculer I'inverse de la clasdé dansZ/517Z.

. Dans ce jeu, extrait du livr&ddel, Escher, Bacde D. Hofstadter, nous produisons des chaines de
symboles M, I, U, en appliguant successivement une des quatre séglaates :

Soit x une chaine.

Régle 1 De la chaine xI faire la chaine xIU.
Exemple : MIUMI — MIUMIU

Régle 2 De la chaine Mx faire la chaine Mxx.
Exemple : MIUMI+— MIUMIIUMI

Régle 3 Remplacer Il par U.
Exemple : MIUIIIMI — MIUUMI

Régle 4 Effacer UU de la chaine.
Exemple : MIUUIMUUUI — MIIMUI

Est-il possible d'obtenir la chaine MU en commencant par la chaine Ml etilesant les régles ci-
dessus Mndication : les quatres regles conservent la propriété « le nombre dms da chaine n’est
pas congru & mod3 » (Le démontrer!).

A propos. Il a été démontré que féter son anniversaire est bon pour la santgtalisgquent prouvent

clairement que les personnes qui célébrent leurs anniversaires léegpfais deviennent les plus vieilles.

Sander den Hartog (cité de C. Hesse, “Warum Mathematik glticklich macht”)



Exercices : Algebre 1
Semestre d’hiver 2013/2014

Université du Luxembourg Feuille 9
Prof. Dr. Gabor Wiese
Dr. Agnés David, Dr. Santiago Molina 11/11/2013

Les exercices sont a rendre le 18/11/2013 au début du cours.

1. Montrer que les groupes suivants sont cycliques. Donner umajéné
(@ (z/6z,+,0)
(b) (Z/10Z,+,0)
(© ((z/6z2)*,-,1)
(@) ((z/10z)*, 1)
2. (a) Dresser la liste compléte de tous les sous-groupes;.deesquels sont cycliques? Donner un
générateur pour tout sous-groupe cyclique.

(b) Soientn € N> et(S,, o, (1)) le groupe symétrique. On rappelle que I'applicatstgneou signa-
ture est définie par

)—77(])‘

sgn: S, — {+1,-1}, 7+ H
t—=1J

1<i<j<n

Démontrer que c’est un homomorphisme de groupes.

(c) Le noyau est degn est notéA,, et appelé lggroupe alterné
Dresser la liste de tous les éléments du gradpe
3. Soit(G, *, e) un groupe. Leentre d&5 est définicommeZ(G) :={g € G |Vh € G: gxh = h*g}.
Démontrer queZ(G) est un sous-groupe de.
4. Soitn € N. Nous définissons

+:Z/nZ X LInZ — Z/nZ, (T,§) —T+y:=x+Yy
et
22/l X LnZ — Z/nZ, (T,§)—T -Y:=T- 9.

Démontrer (Z/nZ, +,-,0,1) est un anneau commutatif.

Indication : Utiliser le lemme 14.6 du cours pour démontrer et - sont bien définis (indépendants
des choix des représentants) et le fait e+, -, 0, 1) est un anneau.

Tourner la page, s.v.p.



5. Soientr, y € N~q. Démontrer :
(a) Un plus petit commun multiple deety existe et il est unique.
(b) On alidentitézy = ppcm(z,y) - pged(z, y).

(c) Nous savons (appendice du cours) que tout nombre naturel s'écrit comme produit fini de
nombres premiers de fagcon unique a I'ordre prés. Soient

xr = pil ..... pi'r’ y — p{l ..... pfr

avece;, f; > 0 etpy,...,p- des nombres premiers les écrituresedat y.

Exprimer la décomposition deged(x, y) et ppem(x, y) en facteurs premiers. Démontrer la ré-
ponse.

Indication : Il y a plusieures possibilités pour démontrer (a). Par exemp

— Si pour I'existence dans du ppcm, on montre ggel(z, y) divisexy et quepgcgé’m) est un ppcm
dezx ety, alors la partie (b) est déja traitée.

— Si pour I'existence du ppcm on le décrit comme produit de nombessiers, alors la partie (c) peut
étre traitée en méme temps. Puis, il n'est pas difficile de déduire (bi. auss

A propos. « Je suis content de ne pas aimer les asperges. Car, si jaimais lesasjgedgvrais en manger,
mais je les déteste. »

Lewis Carrol (cité de C. Hesse : Warum Mathematik glticklich macht)
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Les exercices sont a rendre le 25/11/2013 au début du cours.

1. Soit(G, %, e) un groupe. Soient/; et H, deux sous-groupes dg Démontrer I'équivalence des deux
assertions suivantes :

(i) Hy U Hs estun sous-groupe de.
(i) Hy € HyouH>, C H;.
2. Soit(G, %, e) un groupe.
(&) Pour touth dansG on définit

on:G—G, gr—hxgxh L

Démontrer que, pour todt dansG, I'applicationo;, est un morphisme de groupes.

(b) Démontrer que, pour tout € G, o, est un automorphisme de (c’'est-a-dires;, € Aut(G)) en
donnant un inverse.

(c) Démontrer que I'application
v: G — Aut(G)
h +— op
est un morphisme de groupes.
(d) Unautomorphisme : G — G est ditintérieur s'il existe h dansG tel que, pour touy dansG, on
ao(g) = hxgxh~!(cest-a-direc = o). On posdnn(G) := {o € Aut(G) | o est intérieu}.
Démontrer quénn(G) est un sous-groupe deut(G).

3. Vous connaissez certainement le jeu représenté dans lI'image. Ur@asipte en le déplacement du
trou d’une case vers la droite, la gauche, le haut ou le bas.

Position initiale Position finale
T [ o T T e
5 6 7 8 5 6 7 8
O 101112 S (10| 1112
1314 | 15 13| 15| 14
. U

(a) Supposons qu’au début du jeu le trou est en bas a droite commeideagelci-dessus.
Démontrer : si aprés coups le trou se trouve aussi en bas a droite, al@st pair.
Indication : il peut aider de colorier le tableau comme un jeu d'échec.
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(b) Démontrer gu’il estimpossible d’obtenir la position finale (ci-dessps)ér de la position initiale.
Indication : utiliserSy5, le signe d'une permutation et (a).

4. Soient( K, +x, 'k, 0k, 1x) un corps commutatif e un ensemble. On rappelle la notation
F(E,K):={f]| f: F— K applicatior}

pour I'ensemble des applications @d&dansK. On note I'application de&& dansK dont toutes les
valeurs sonb par(0# (concretementOr : F — K est définie par larégler(e) = 0 pour toute € E).
On définit I'addition

+.7:f(E7K)XF(EaK) _>f(E>K)7 (fag) = f+fg ouve € b : (f+fg)(e) = f(e)+Kg(e)
et la multiplication scalaire
- KxF(E,K)— F(E,K), (z,f)—az-gfouvVec E:(z-r f)le) =z (f(e)).

Démontrer quéF (E, K),+r,-r,0F) est unk-espace vectoriel.

5. SoitV I'espace vectorielF (R, R) (voir I'exercice précédent pour cette notation). Lesquels des sous-
ensembles suivants sont des sous-espaces vectorigl8 dastifier la réponse.

@ {feV]f1) =0}

(b) {f € V[ f(0) =1},

() {f € V| f ne posséde qu'un nombre fini de zéros
(d) {f € V| f posséde un nombre infini de zéfps

(e) {f € V| f(z) = 0 pour toutz € R sauf un nombre fir}i,
() {f € V |lasuite(f(k));, tend verg},

(9) {f € V| f estcroissante

(h) {f € V | l'applicationg € V définie pavz € R, g(z) := f(z) — f(z — 1) appartient &/}, ou
U <V est un sous-espace vectoriel donné.

A propos. Concernant les déductions logiques...

"Hering ist gut. Schlagsahne ist gut.
Wie gut muss erst Hering mit Schlagsahne sein -!"
Kurt Tucholsky, zitiert nach : Thiele, Mathematische Beweise.

Traduction belge libre : "Les gaufres sont bonnes. Les frites samtdm
Comme les gaufres aux frites doivent étre bonnes !"
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Les exercices sont a rendre le 02/12/2013 au début du cours.

1. SoitV = (F3)4, le Fo-espace vectoriel standard de dimensiofici, F; = Z/27 est le corps de
cardinalité2).

(a) Dresser laliste de tous les élémentd/de

—
=

(b) Trouver une base du sous-espacel/dengendré pa . Justifier votre

(=T I ]
= = ol O

ol Ol
— ol Ol

réponse.

2. Soitp un nombre premier &, = Z/pZ le corps de cardinal. Soitd € N+.
Quelle est la cardinalité dil,-espace vectoriel standard de dimensi@hDémontrer votre réponse.
3. SoitV = F(N, R) le R-espace vectoriel de toutes les applicatibins- R (voir la feuille 10). Soit

F={feV|f(n+2)= f(n+1)+ f(n) pourtoutn € N}.

(a) Démontrer qué” est un sous-espace vectoriellde
(b) Démontrer que la dimension deest2 en exhibant un®-base.

(c) (Exercice supplémentaire.) Trouvery € R tels quef(n) := z", g(n) := y" définissent des
éléments d&" qui sontR-linéairement indépendants.

(d) (Exercice supplémentaire.) Utiliser la partie précédente pour démamgeiormule qui exprime
f(n) entermes d¢(0), f(1) etn, pour toutf € F.

Les éléments dé' sont connus sous le nom dgites de Fibonacci.

4. SoientK un corps el un K-espace vectoriel. Soient, es, ..., e, € V des éléments non nuls. Pour
i=1,...,n0nposelV; = (e;), le sous-espace engendré pafdonc,\W; = {a-¢; | a € K}).
Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

() e1,...,e, estunek-base déd’/.

(i) V =r, W,
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5. Lesquelles des applications suivantes goHinéaires ? Justifier votre réponse.

@ K=R,p:R—-R%z— (,5);

(0) K=R,p:R—=R*z (5);

© K=Q¢:Q*—Q%(y)—~ (F);

(d K=R,p:R— R,z z%;

(€) K =Fo,¢:Fy — Fo, x> 22;

() K =R, ¢:{(an)nen | (an)nen €st une suite réelle convergehter R, (an)nen — limy, o0 an ;

(g9 K =R,p:C— C,z+— zouz est le conjugué complexe dec’est-a-dire, sk = x + iy avec
z,y € R, alorsz = x — iy;

(h) K=C,p:C—-C,z—Z.

A propos.

La mere de Philippe et Jacques a fait un super gateau au chocolaepaleusx garcons. La derniére
fois les garcons se sont bagarrés pour avoir le morceau qui semblais lgrand. Pour éviter que la méme
chose se reproduise, la mére demande a Philippe de couper le gatean ehdielaisser ensuite son frére
Jacques choisir un des deux morceaux. Comme ¢a aucun des deuxsgaegpeut étre mécontent : ni
Jacques, parce gu’il a pu choisir le morceau qui lui semble le plus grarRhilippe, parce que c’est lui
qui a pu couper le gateau en deux morceaux de taille égale.
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Les exercices sont a rendre le 09/12/2013 au début du cours.

1. SoientK un corps,V un espace vectoriel &7 < V, Wy < V des sous-espaces de dimension finie.
SoientS; = {v1,...,v,.} une K-base d&l; et Sy = {w,...,ws} une K-base déi¥,. On écrit
Wi+ Wa =37 | W, pour la somme d&/; et Ws.

(a) Démontrer quévy, ..., v, w1, ..., ws} engendréV; + Wy en tant quek -espace vectoriel.
(b) Conclure dimg (W7 + Wy) < dimg (W7) + dimg (Wa).
(c) On suppose maintenant que la somme est dirdéte+ Wo = W1 ® Wa.
Démontrer qugvy, ..., v, w1,...,ws} est unek-base déV; @ Wa.
(d) On suppose maintenant que la sonifrie+ W5 n'est pas directe.
Démontrer qu€vy, ..., v, wy,...,ws} N'est pas und(-base déV; + Ws.
(e) Conclure que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) la sommell/; + W, est directe ;
(i) dimg (Wi + Wo) = dimg (W) + dimg (W3).

2. (a) SoientK un corps)V, W desK-espaces vectoriels 8t= {vy,...,v,} des vecteurs d¥.

(1) On suppose dans cette question uengendré/. Soient¢ : V' — W ety : V. — W deux
applicationsk -linéaires telles qué(v;) = v (v;) pout touti € {1,...,n}.
Démontrer p(v) = 1 (v) pour toutv € V.
Cela signifie que toute applicatidk-linéaire est uniguement determinée par les images des
éléments d'une famille génératrice.

(2) On suppose dans cette question quest unek -base dé/. Soientwy, . .., w, des éléments
deW (pas nécessairement une base!).
Démontrer qu'’il existe une applicatidd-linéaire¢ : V- — W telle quep(v;) = w; pout tout
ie{l,...,n}.
Indication : utiliser que tout élémente V s’écrit de fagon unique comme= >"" | a;v;.

(b) Soientv; = (3),v2 = (1) € R% On écritS = {e1,e2} avece; = () etea = (9) pour la
base canonique d&?. Soity : R? — R? l'unique applicatioriR-linéaire telle quep(vy) = (9) et
p(v2) = (3).

(1) Démontrer qué” = {vy,vs} est uneR-base deR?.

(2) Ecrire (pas de calcul a faire!) la matridés 7(¢).

(3) Ecrire (pas de calcul a faire!) la matrice de changement de bases

(4) Calculer la matric€'r s.

(5) Calculer la matricé/s s(¢).

(6) Vérifier que la matricd/ = Mg s(¢) satisfaitM o vy = (9) et M o vy = (3).
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3. Soient(G, x, e) un groupe ef{ < G un sous-groupe. Démontrer :

La relation définie par
gL~ g e gl kg €H
est une relation d’équivalence.

4. SoientG un groupe,H < G un sous-groupe €Y < G un sous-groupe normal.
SoientHN :={hn|he€ Hne N} etNH :={nh|ne N,he H}.
Démontrer :

(&) H N N est un sous-groupe normal dé
(b) HN = NH.

(c) HN estun sous-groupe de.

(d) N estun sous-groupe normal dev.

(e) SiH estaussiun sous-groupe normak@ealors H N est un sous-groupe normal de

A propos : Le probléme de Syracuse

On prend un nombre entier positif. S'il est pair on le divise pasinon on le multiplie paB et on
lui ajoutel. On répéte ensuite cette opération avec le nouveau nombre obtenu. fastil'@n obtiendra
toujours le nombre 1 apres un certain nombre d'étapes ?

Cette conjecture a un énoncé treés simple mais se révele étre incroyablemelituée. Paul Erdk a
dit & propos de cette conjecture : « Les mathématiques ne sont pas edtesegpur de tels problemes. »
Il a offert d’ailleurs $500 & celui qui prouverait ou réfuterait cettajecture.
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Ces exercices qui ne sont pas a reretreeux des feuilles précédentes vous préparent au devoir surveillé
du 12/12/2013.

1. (a) Soien(G,x,e) et(H,o,¢) des groupes. On définit I'application :
(GXH) X (GXH)—>G><H, (gl,hl)'(gg,hg) ::(gl*gg,hlohg).

Démontrer quéG x H, -, (e, €)) est un groupe.
(b) Démontrer qué& /2Z x Z /27 est un groupe d’ordré qui n’est pas cyclique.
(c) Démontrer qué /27 x 7./3Z est un groupe d’ordré qui est cyclique.
2. (a) Calculer I'ordre de tout élément ¢&/87Z, +,0).
(b) Onrappelle qu&(Z/nZ)*, -, 1) est le groupe des unités de I'ann@inZ, +,-,0,1).
Calculer I'ordre de tout élément d€Z/8%Z)*, -, 1).
3. Soitn € N+ ;. On considére le groupe symétrigtig.

(a) Soientr un entier entr@ etn etc dansS,, un cycle de longueut. Calculer I'ordre de-.

(b) Soientey,...,c, danssS, des cycles a supports disjoints, de longueurs respectives. , ry
(toutes comprises entizetn) ; on notes I'élémentcics - - - ¢,. Calculer I'ordre dec en fonc-
tiondery, ..., r.

(c) Soitr un nombre premier tel que/2 < r < n. Démontrer que tout élément d& d’ordrer est
un cycle de longueur.

4. Dans cet exercice on démontre dizene posséde pas de sous-groupe de cardingien quel5 | 120
et#S5 = 120). Ceci montre donc que la réciproque du théoreme de Lagrange esgf&usraisonne
par I'absurde : soif < S5 un sous-groupe de cardingl.

(2) Combien d’éléments d'ordfepossedess ? Combien d’éléments d’ordfepossedess ?

(b) En utilisant I'exercice précédent, démontrer que tout élément Hangid} est soit un3-cycle,
soit uns-cycle.

(c) En déduire quéd est la réunion de tous léscycles, tous le§-cycles et de I'identité.
(d) Trouver explicitement un élément d’'ordzelansH.

(e) En déduire une contradiction.
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5. SoitG un groupe.

(@) Démontrer : siG est cyclique et < G est un sous-groupe (automatiquement normal£ast
abélien), alors le quotierd¥ / H est aussi cyclique.

(b) Démontrer : siG est cyclique, alors tout sous-grouflede GG est aussi cyclique.

Indication : il y a plusieurs maniéres de démontrer cette assertion. Utiliseregemple : soient
a,b € Zetd = pged(a,b) ; sig®, ¢ € H, alorsg? € H.

(c) Trouver un exemple d’'un grouge non cyclique et d’un sous-groupe nornfala G tels queH et
G/ H sont cycliques.

A propos : Le paradoxe de Monty Hall

Vous étes candidat a un jeu télévisé et le présentateur vous propdsasievotre prix. On vous place
devant trois portes fermées. Derriére I'une de ces portes se trowaelaau merveilleux (la démonstration
de I'hypothése de Riemann par exemple) mais les deux autres portes eataaamd’intéressant... Vous
choisissez une porte (sans I'ouvrir). Une fois cela fait le présentat@tre une porte non intéressante
parmi les deux portes restantes (exercice : une telle porte existe !).u8mr@pose maintenant de changer
votre choix, quelle est la stratégie optimale ?



