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2 TABLE DES MATIERES

Préface

Ce cours est la suite du cours Algébre Linéaire 1 enseigné au semésisr 8016/2017. Il est suivi
par des étudiants de mathématiques et de physique.

Ces notes se sont developpées pendant des années. J'ai utilisérplsgigces, notamment le livre de
FischerLineare AlgebrgVieweg-Verlag) et des notes de B. H. Matzat de I'université de Heglglb

Esch-sur-Alzette, 7 juillet 2017, Gabor Wiese

Littérature

Voici quelques références : ces livres sont disponibles dans la bixdjoéhau Kirchberg.

e Lelong-Ferrand, Arnaudié€ours de mathématiques, Tome 1, Algébrenod. Ce livre est trés
complet et trés détaillé. On peut I'utiliser comme ouvrage de référence.

e Siegfried Bosch Algebra(en allemand), Springer-Verlag. Ce livre est trés complet et bien
lisible.

e Serge Lang Algebra(en anglais), Springer-Verlag. C'est comme une encyclopédie de I'al-
gebre ; on y trouve beaucoup de sujets rassemblés, écrits de fagisecon

¢ Siegfried BoschLineare AlgebraSpringer-Verlag.
e Jens Carsten Jantzen, Joachim SchwerAigebra

e Christian Karpfinger, Kurt Meyberdilgebra : Gruppen - Ringe - KérpeBpektrum Akademi-
scher Verlag.

e Gerd FischerLehrbuch der Algebra : Mit lebendigen Beispielen, ausfihrlichen Erfémigen
und zahlreichen Bilderrvieweg+Teubner Verlag.

e Gerd Fischellineare Algebra : Eine Einflihrung fir Studienanfangdieweg+Teubner Verlag.

e Gerd Fischer, Florian Quirind.ernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie : Das
Wichtigste ausfihrlich fur das Lehramts- und Bachelorstudi@pringer Vieweg.

e Perrin.Cours d'algébreEllipses.

e Guin, HausbergeAlgébre I. Groupes, corps et théorie de GaJ&®P Sciences.
e Fresnel Algébre des matriceslermann.

e Tauvel.Algébre

e CombesAlgébre et géométrie
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Prérequis
Le cours a un cbté théorique et un coté pratique. Pour le cbté pratiqesg@e) tous les calculs
peuvent se ramener a deux opérations fondamentales :

e résoudre des systéme d’équations linéaires,

e calculer des déterminants.

Nous allons commencer le cours par deux sections de rappels : une famdations des espaces
vectoriels et une sur les déterminants.

L'algebre linéaire peut se faire sur n'importe quel corps commutatif, paeent sur les nombres
réels ou complexes. Les étudiants de mathématiques ont vu la définition delaogde cours « Struc-
tures mathématiques ». Nous la rappelons ici :

Définition 0.1. Un corps (commutatif)X” est un ensembl& qui contient deux éléments distincts
notéso, 1 et qui admet deux applications

+:KxK—K, (a,b)—a+b, «addition »
K xK—K, (a,b)—~a-b « multiplication »

tel que pour toutr, y, z € K, les assertions suivantes sont satisfaites :
e élément neutre pour I'additionz: + 0 =2 =0 + z;
e associativité de I'addition(z + y) + z =z + (y + 2) ;

e existence d’inverse pour I'additionil:existe un élément appeléz tel quex + (—z) = 0 =
(=) +;

e commutativité de l'additionz + y = y + .
e élément neutre pour la multiplicationr:: 1 =x =1 - z;
e associativité de la multiplication(x - y) - z =z - (y - 2) ;

e existence d’inverse pour la multiplicatiorsi 2 # 0, il existe un élément appelé! = % tel

quex-x_lzlzx_l-x;

e commutativité de la multiplicationz: - y = y - .

e distributivité : (z +y) -z =z -2 +y - 2.
Nous allons uniquement considérer des corps commutatifs ; on parlersidguiement de « corps ».
Exemple 0.2. e Q, R, C sontdes corps.

e Sip est un nombre premi€f,/pZ est un corps.

e 7 etN ne sont pas des corps.

Pour toute la suite, soitK un corps commutatif. Si cela vous aide pour la compréhension, vous
pouvez prendre K = Rou K = C.



4 1 RAPPELS : ESPACES VECTORIELS, BASES, DIMENSION, HOMOMGQRBMES

1 Rappels : Espaces vectoriels, bases, dimension, homomorphismes
Objectifs :

e Maitriser les notions d’espace vectoriel et de sous-espace;

e maitriser les notions de base et de dimension;

e maitriser les notions d’application linéaire ((homo)morphisme), de noyau, géma

e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

On suppose connus et pratiqués la déscription par des matrices etligio@spar I'algorithme du
pivot de Gaul? des systéemes d'équations linéaires.

Définition d’espaces vectoriels
Définition 1.1. SoitV un ensemble avel, € V un élément, et avec deux applications
+: VXV =V, (vl,vg)b—>v1+v2:m+v2

(appeléeaddition) et
K xV =V, (a,v)—a-v=av

(appeléamultiplication scalairg
On appelle(V, +v, -y, 0y ) un K-espace vectoriedi

(Al) Vu,v,w eV :(ut+yv)+yvw=u+y (v+y w),

A2) Vo eV :0y +yv=v=0v+y Oy,

A)VoeViweV :iv+yw=0=w+y v (0Onécrit—v := w),

(Ad) Vu,veV:iu+yv=0v+yu,

(pour les mathématiciens : ces propriétés disentddery, 0y) est un groupe abélien) et
(MS1)Vae K,Vu,veV:iay (ut+yv)=a-yu+tya-yuv,
(MS2)Va,be K,YveV:(a+gb) vv=a-yv+ybyu,
(MS3)Va,be K,YveV :(a-gb)-vv=a-y (byv),
MS4)VveV:1l.yov=n.

Pour plus de clarté, nous avons éctit, -1y pour I'addition et la multiplication scalaire dank’, et
+ K, -k pour I'addition et la multiplication dands. Dans la suite, on ne le fera plus.



Exemple 1.2. Soitn € N. Le K-espace vectoriel canonique de dimensioaest K", 'ensemble des
vecteurs colonnes de taille a coefficients dan&’. Comme vous le savez, on peut additioner deux
éléments dé(™ de la fagon suivante :

al b1 a1+by
az bo az+ba
a‘” bn an""bn
Cette addition satisfait les propriétés suivantes :
a1 b1 c1 a1 b1 c1
a2 b2 c2 az b2 c2
an b‘n Cn an b;m Cn
al 0 aj ai 0
az 0 az a2 0
an 0 an an 0
al —aq ap—ai 0
az —as as—az 0
(A3)<:)+ “) o (™ :<>
a.n —Eln an;an 0

al by a1+b1 b1 al
a2 bo az+ba ba a2
an b, by, an

an‘;‘bn
En plus, on dispose d’'une multiplication scalaire : on multiplie un élémeri8egar un élément
deK ainsi:

aq rajy

a9 ras
- =

Ay, ran

L'addition et la multiplication sont compatibles de la maniére suivante :

by

ay b1 ay by a1
a2 ba a2 b a2 ba
(MSl)VrEK,V<;>, : eK”:r-(<;>+ : )Zr'<:>+7“‘ K
an b;z an b.n an, b;z
a3 a3 a3 a3
(MS2)Vr,s € K,V < . ) EK":(r—i-s).(:>:r.<:>+s.<:>;
a3 ab a3
(MS3)Vr,s € K,V < . ) EKn:T'(S-<:>>:(T'8)'<:>;
a3 a3 a3
(MS4)V<:>6K”:1-<:>:<:>.

Cela montre qud<™ est bien unk -espace vectoriel.
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La proposition suivante nous produit un grand nombre d’autres exemple
Proposition 1.3. Soit E un ensemble. On introduit la notation
F(E,K):={f]| f: E— K application}

pour 'ensemble des applications deédans K. On note I'applicationE — K telle que toutes ses
valeurs sonf par 0 (concrétement0r : E — K définie par la réglé=(e) = 0 pour toute € E).
On définit I'addition

+7: F(E,K)xF(E,K) = F(E,K), (f,9)— f+rgouvee E:(f+rg)(e):= f(e)+g(e)
et la mutliplication scalaire

5 K x F(B,K) > F(E,K), (2,f) a5 fouvecE: (x5 f)(e) =z (f(e)).
Alors, (F(E,K),+r,-r,0r) est unk-espace vectoriel.

Démonstration.Exercice. O

La plupart du temps, on n’écrira pas les indices, mais seulefhen, f - g, etc.
Exemple 1.4.(a) {f € F(R,R) | f(1) = 0} estunK-espace vectoriel.
(b) {f € F(R,R) | f(0) =1} n'est pas unk-espace vectoriel.

Lemme 1.5. Soit (V, +v, -v, 0y) un K-espace vectoriel. Alors, les propriétés suivantes sont satis-
faites pour touw € V ettouta € K :

(@ 0-vv=0y;

(b) a-v Oy =0y ;

€ avv=0y=a=0Vov=0y,;
d) (-1)vov=—o.

Démonstration.(2)0 -y v =(0+0) -y v =0y v+ 0 -y v, doncO -y v = Oy

B)a-v Oy =a-v (OV + Ov) =a -y Oy +a -y Oy, donca -y Oy = Oy.

(c) Supposons -y v = 0y. Sia = 0, I'assertiona = 0 V v = 0y est vraie. Supposons donc# 0.
Alorsa~! aunsens. En conséquences 1-yv = (¢ -a)-yv=a"'v(ayvv) =a 'y 0y =0y
par (b).

(d)v +v (—1) vuo=1yvv+y (—1) VU= (1+ (—1)) ‘v v =0-vv=0y par(a). ]

Au lieu de(V, +v, -y, 0y) on €écrira souvent seulemekit



Sous-espaces vectoriels

Définition 1.6. SoitV un K-espace vectoriel. On dit gu’un sous-ensemble non-Mide V' est un
sous-espace vectoriel dési

Vwi,wo € W¥Va € K :a-wi+wy €W.
Notation : W < V.

Exemple 1.7. e SoitV un K-espace vectoriel. L'ensemb]@} est un sous-espace vectorielide
appelél'espace zérpnoté0 par simplicité (ne pas confondre avec I'élément

e Soientl = R?etW = {(&) | a € R} C V. Alors, W est un sous-espace fte

e SoientV/ =R3etW = {(2%1;) | a,b e ]R} C V. Alors, W est un sous-espace tle

e Soientn, m € N>;. On considére le systéme d’équations linéaires

a1,171 + a1222 + -+ + a1 pxy, = by

a2,1%1 + ag2x2 + - - + a2, Ty = ba

Am,1%1 + G 2T2 + - + Gy pTpn = bm
avech;,a;; € Kpourl <i<m,1<j<n.

(a) SoitS I'ensemble de toutes les solutions du systéeme homogéne aves. . ., x, € K,
c’est-a-dire

x1 n
Z2

S = (;)EK"‘ViE{l,Z...,WL}: E a@jxj:()
: =

Tn

Alors, S est un sous-espace vectoriel Ruespace vectoriel standadfd™.

1
T2

(b) Soit<

) € K™ une solution du systeme d’équations linéaires, c’est-a-dire :

Tn
n

Vi € {1,2,...,m} : Zai,jrj = b;.
j=1

SoitS le sous-espace vectoriel d€” défini en (a).
Alors, les solutions du systéme d’équations linéaires sont I'ensemble

()Gt

Voici une forme générale pour obtenir et écrire des sous-espaces :
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Définition-Lemme 1.8. SoientV un K-espace vectoriel eF C V' un sous-ensemble non-vide. On
pose

m
(E) := {Zaiei\meN,el,...,emGE,al,...,ameK}.
i=1

C’est un sous-espace vectoriel deque I'on ditengendré pak.
Comme convention, en pode = 0, le sous-espace nul.

Démonstration.Comme(E) n'est pas vide (caEl n’est pas vide), il suffit de vérifier la définition de
sous-espace. Soient doa¢, wy € (E) eta € K. Nous pouvons écrire

m m
w1 = E a;e; etwyg = E bie;
i=1 =1

poura;,b; € K ete; € E pour touti = 1,...,m. Donc nous avons

m

a-wp +wy = Z(aai + bi)ei,
=1

qui est bien un élément dé”). O

Exemple 1.9. L’ensemble{a . (i) +b- (6;) | a,b € R} est un sous-espace &e.

Parfois il est utile de caractériser le sous-espace engendré pasamige d’'une facon plus théorique.
Pour faire cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.10. SoitV un K-espace vectoriel €i; < V' des sous-espaces poueE [ # (). Alors,
W :=;c; Wi est un sous-espace vectoriel de

Démonstration.Exercice. O

Par contrel J,.; W; n’est pas un sous-espace en général (comme vous le voyez darercine) !

Exemple 1.11.Comment calculer I'intersection de deux sous-espaces ?

(a) Le cas le plus simple est quand les deux sous-espaces sonsdmmee les ensembles des
solutions de deux systemes d’équations linéaires, par exemple
1
T2
e V estle sous-ensemble dés: > € K"telsque) ;" | a; jx; =0pourj =1,....¢, et
Tn
xr1
T2
e IV est le sous-ensemble dés: > € K"telsquey ;" | b;z; =0pourk =1,...,m.
x‘n
Dans ce cas, le sous-espacen W est donné comme I'ensemble des solutions communes pour
toutes les égalités.



(b) Supposons maintenant que les sous-espaces sont donnés demaous-espaces Hé& engen-
drés par des ensembles finis de vecteurs : Beit (E) etW = (F) ou

e1,1 €1,m fia fip
€21 €2,m " f2,1 fo.p n
E= A I C K"etF = P C K™
€n,1 €n,m f'nj,l fn-,p
Alors
€1,
m €2,
Vaw ={> a
Z:1 eT;,i
€1,1 €1,m fl,l fl,p
€21 €2m f2,1 f2,p
3b1,...,bp € K1y : + o+ am : — b . —=by . :O}.
en‘,l en‘,m fr;,l fnj,p

Voici un exemple concretEl = {(i) , (g)} C K"etF = {(é) , @)} C K™. On doit
résoudre le systéme

Avec des opérations sur des lignes, on obtient
10-1-2 10-—-1-2 100 1
ker((l 10 0 )) = ker((o 11 2 )) = ker(<0 10 71>),
20-1-1 00 1 3 001 3
-1
donc on obtient comme sous-espace des solutions la droite engeraxdréelp), donc l'inter-
1

section est donné par la droite

1 0 1 2 1
1 () +r (@) =3 () + 1 () = ((9):
Voici la caractérisation alternative du sous-espace engendré pasemble :

Lemme 1.12. SoientV un K-espace vectoriel e& C V un sous-ensemble non-vide. Alors nous
avons I'égalité
(E) = N w
W<V sous-espace t.qgxCW
ou le terme a droite de I'égalité est I'intersection de tous les sous-espiads)” qui contiennent.

Démonstration.Pour démontrer I'égalité de deux ensembles, il faut montrer les deux inctusio

« C » : Tout sous-espadd” qui contientE, contient aussi toutes les combinaisons linéaires des élé-
ments dei, donclV contient(E). En conséquenceF) est contenu dans l'intersection a droite.

«2D» : Comme(F) fait partie des sous-espaces dans l'intersection a droite, il est claicejte
intersection est contenue dafis). O

Définition 1.13. SoientV un K-espace vectoriel e C V' un sous-ensemble. On dit glie est
engendré pak (en tant que sous-espace vectorgl)y = (E).
Cela revient & dire que tout élément Hes’écrit comme combinaison linéaire de vecteurs dans
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Définition 1.14. SoientV un K-espace vectoriel é/; < V' des sous-espaces #fepouri € I # ().
On pose

Z Wi = <U Wi>,

icl iel
le sous-espace dEé engendré par tous les éléments de tousigsOn I'appellela somme de$V;,
1€ 1.
SiI ={1,2,...,n}, on peutdécrirey_; ; W, explicitement comme

iWi = {zn:wl ’ wy €Wy, ...wy, € Wn}
=1 =1

Pour unI général, ceci se généralise ainsi :

ZWi = {Z w; | (Vi €1 :w; €W;) etw; # 0 pour seulement un nombre fini dec 7}.
il iel

Nous utilisons la notationij;g w; pour indiquerw; # 0 pour seulement un nombre fini de 1.

Exemple 1.15.Comment calculer/obtenir la somme de deux sous-espaces ?

La réponse est trés facile si les deux sous-espaces sont donndsspgénérateurs : 37 = (E) et
V = (F') sont des sous-espaces d’lirespace vectoriel’, alorsU + V = (EU F).

(La question de donner une base pour la somme est une autre... voiopl)s

Quand est-ce que les; € W; dans I'écriturew = 3. _; w; sont uniques ?

Définition 1.16. SoientV un K-espace vectoriel d§; < V' des sous-espaces tepouri € I # ().
On dit que lasomm& = ., W; estdirectesi pour tout; € I on a

win > W;=0.
jel\(i}

Notation pour les sommes directe€, _; ;.
SiI ={1,...,n}, on note parfois les éléments d’'une somme dirffe, W; par w; Gw&- - - Bwy,
(ou, évidemmenty; € W, pouri € I).

Exemple 1.17.Dans I'exempl€1.11 (b), la somme+ W n’est pas directe car l'intersectiold N W
est une droite et donc non nulle.

Proposition 1.18. SoientV” un K-espace vectoriely; < V des sous-espaces tepouri € I # ()
etW =% ..; W;. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

0 W=, Wi;
(i) pourtoutw € W et touti € I il existe un uniquev; € W; tel quew = Zgg W;.

Démonstration.« (i) = (ii) » : L'existence de telsv; € W; est claire. Démontrons donc l'unicité en

prenant
w = Z/wi = Z/wg
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avecw;, w, € W; pour tout: € I (rappelons que la notation’ indique que seul un nombre fini de
w;, w; est non nul). Cela implique poure I :

wi—w;: Z /(w;—wj) eWwW;nN Z WjZO.
jenti} jenti}

Donc,w; — w; = 0, alorsw; = w) pour touti € I, montrant I'unicité.
«(ii) = (i) » : Soienti € I etw; € W; N Y-\ 1y Wy Donc,w; = 37y 1y w; avecw; € W pour
toutj € I. Nous pouvons maintenant écrirele deux fagcons

O:ZIOZ —w; + Z ,U)j.

iel Jje\{i}

Donc, l'unicité implique—w; = 0. Alors, nous avons montid’; N >\ ¢y W; = 0. O

Bases

Définition 1.19. SoientV un K-espace vectoriel €€ C V un sous-ensemble.
On dit queF estK-linéairement indépendast

n
Vn e NVay,...,a, € KVey,...,e, € E: (Zaie¢:O€V:>a1 :agz---:an:O)
=1
(c'est-a-dire, la seule combinaisali-linéaire d’éléments deé’ représentan € V est celle dans
laguelle tous les coefficients st Dans le cas contraire, on dit qug estK -linéairement dépendant
On appelleE une K-base déd/ si E engendréd/ et E estK -linéairement indépendant.

Exemple 1.20.Comment calculer si des vecteurs sont linéairement indépendant&rd€eponse
que presqgue toujours :) Résoudre un systéme d’'équations linéaires.
Soit le sous-ensemble

e1,1 €l,m
€21 €2.m

€n,1 €n,m

de K™ donné. Ces vecteurs sont linéairement indépendants si et seulsntergeule solution du

systeme d’équations linéaires
€1,1 €1,2 ... €l1,m 1
€21 €22 ... €2m T2
Do : =0
e'r;,l e'r;,Z en’,m x;n

est nulle.
0 0
0 1 0
Exemple 1.21.Soitd € Nso. Onposee; = [ |,e0 = | ] ,.cc;ea = [ O] etE =
o o i

{e1,€2,...,eq}. Alors :
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e E engendrek@:

al
Tout vecteuw = | ** | s'écrit commek-combinaison linéaire v = 3% a;e;.
a:d
e F estK-linéairement indépendant :
Si I'on a une combinaisoi -linéaire 0 = Zle a;e;, alors clairementyy = --- = a4 = 0.

e [ est donc unds-base deK*, car E engendreK“ et estK-linéairement indépendant. On
I'appelle labase canoniquee K.

Le prochain théoréme caractérise les bases.

Théoreme 1.22.SoientV un K-espace vectoriel e& = {ej,e2,...,e,} C V un sous-ensemble
fini. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) FE estuneK-base.

(i) E estun ensemble minimal de générateurd/de’est-a-dire : E engendrel/, mais pour tout
e € E,I'ensembler \ {e} n'engendre pad’.

(i) E est un ensemble maximal-linéairement indépendant, c’est-a-direF: est K -linéairement
indépendant, mais pour toatc V' \ E, 'ensemblel’ U {e} estK-linéairement dépendant.

(iv) Toutv € V s’écritcommev = Y " | a;e; avec des uniques, . .., a, € K.

Corollaire 1.23. SoientV un K-espace vectoriel €& C V' un ensemble fini qui engendvé Alors,
V posséde un&-base contenue darfs.

Dans I'appendice a cette section, nous allons démontrer a I'aide du lemmerdgugotout espace
vectoriel posséde une base.
; )- ()}
,10)¢.
1

a
b

o s = (). (1) (1) <

7

Exemple 1.24.(a) SoitV = {( ) | a,b € R}. Une base dé& est{(

O

L'ensemblely = {(é) ) (%)} est uneQ-base dé/. Raison :

e Le systeme d’équations linéaires

(3) v (§) +ea- (3) = (B)
@3 @2\ “(2)~\0
posséde une solution non nulle (par exemgle= 1, a; = 1, a3 = —1). Cela implique que

E engendré/ car on peut exprimer le troisieme générateur par les deux premiers.

e Le systeme d’équations linéaires

o (1) o ()= (1)

ne possede que = as = 0 comme solution. Don&' estQ-linéairement indépendant.
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(c) LeR-espace vectoriel

posséde(e, | n € N} avece,(m) = d,,, (Delta de Kronecker 9, ,, = {

V={f:No>R|3ISCNfiniVvne N\ S: f(n) =0}

1 sin=m,

0 sin#m.

commeR-base. Cela est donc une base avec une infinité d’éléments.

(d) Similaire a I'exemple précédent,Reespace vectoriel

V={fR5>R|ISCRfniVzeR\S: f(z) =0}

possed€e, | + € R} avece,(y) = ¢, commeR-base. Cela est donc une base qui n'est pas
dénombrable.

Exemple 1.25.Comment calculer une base pour un espace vectoriel engendrénpamaemble fini
de vecteurs ? (Méme réponse que presque toujours :) Résoudsggdemes d’équations linéaires.
SoitV un K-espace vectoriel engendré pf#;, ea, ..., e} (SUpposés tous non-nuls). On procéde

ainsi
[ ]

Ajoutere; a la base.

Siey est linéairement indépendant de (c’est-a-dire ques, n'est pas un multiple scalaire de
e1), ajouteres a la base et dans ce cas, eo sont linéairement indépendants (sinon, ne rien
faire).

Sies est linéairement indépendant des vecteurs déja choisis pour la baséeres a la base
et dans ce cas tous les éléments choisis pour la base sont linéairem@&neivtiints (sinon, ne
rien faire).

Sie, est linéairement indépendant des vecteurs déja choisis pour la baskeree, a la base
et dans ce cas tous les éléments choisis pour la base sont linéairemé&oemnunts (sinon, ne
rien faire).

etc. jusqu’au dernier vecteur.

Voici un exemple concret daiis' :

| 0 i ?
€Eit= 10 ) €2= 1]-63= 1|3 )é4= V¢ )-
2 0 2 1

Ajoutere; a la base.

Ajouter e, a la base cares n'est clairement pas un multiple dg (regarder, par exemple, le
deuxiéme coefficient), dolg etey sont linéairement indépendants.

Est-ce quesy, eo, e3 sont linéairement indépendants ? On considére le systeme d'équations li-
néaires donné par la matrice
<114>
101
013 )"
202
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Par des transformations de lignes, on obtient la matrice

101
013
000 /-
000

On obtient la solutlor( 3 ) Donc on n'ajoute pasgs a la base carks est linéairement dépen-
dant deeq, es.

e Est-ce quesy, eo, e4 sont linéairement indépendants ? On considére le systéme d’équations li-

néaires donné par la matrice

Par des transformations de lignes, on obtient la matrice

100
010
o001 )~
000

Le systeme correspondant n’admet pas de solution non-nulle. Boas, e, sont linéairement
indépendants. C’est la base cherchée.

Dimension

Corollaire 1.26. SoientK un corps efl” un K-espace vectoriel qui posséde ukiebase finie. Alors,
toutes lesg<-bases dé/ sont finies et ont la méme cardinalité.

Ce corollaire nous permet de faire une définition trés importante, celle de lasloned’'un espace
vectoriel. La dimension mesure la « taille » ou le « nombre de degrés de libetté espace vectoriel.

Définition 1.27. SoientK un corps etV un K-espace vectoriel. Si’ possede uné-base finie de
cardinalitén, on dit queV’ est dedimensionn. SiV ne posséde pas d€-base finie, on dit qu& est
dedimension infinie
Notation :dimg (V).

Exemple 1.28.(a) La dimension dus-espace vectoriel standaid” est égale &.

(b) Le K-espace vectoriel nu0}, +, -, 0) est de dimensiof (et c’est le seul).

(c) LeR-espace vectorieF (N, R) est de dimension infinie.

Lemme 1.29.SoientK un corps,V un K-espace vectoriel de dimensiaret/ < V un sous-espace.
(@) dimg (W) < dimg (V).

(b) Sidimg (W) = dimg(V), alorsW = V.

Le contenu de la proposition suivante est que tout ensefiblieéairement indépendant peut étre
complété pour devenir unk-base.
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Proposition 1.30(BasisergdnzungssatZ}oientl” un K-espace vectoriel de dimensionE C V un

ensemble fini tel qu& engendrel et {e;,...,e,} C V un sous-ensemble qui estlinéairement
indépendant.
Alorsr < n etil existee, 11, e,42, ..., e, € E tels que{ey, ..., e,} estunek-base dé/.

La propositioi 1.30 se démontre de facon abstraite ou de fagon consri#tipposons que nous
avons déja des éléments . . ., e, qui sontK -linéairement indépendants. S n, ces éléments sont
une K-base par le lemnie 1.9 (b) et il ne reste rien a faire. Supposons-donc Nous parcourons
maintenant les éléments de jusqu’a trouver ure € F tel queey,...,e,, e sont K-linéairement
indépendants. Un teldoit exister car sinon I'ensemblg serait contenu dans le sous-espace engendré
parei,...,e., il ne pourrait donc pas engendrér On nommee =: e, et on a un ensembl& -
linéairement indépendant de cardinatité- 1. Il suffit maintenant de continuer ce processus jusqu’a
arriver & un ensembl& -linéairement indépendant deéléments, qui est automatiquement utie
base.

Corollaire 1.31. SoitV un K-espace vectoriel de dimension fimiest soitWW < V' un sous-espace
vectoriel. Alors il existe un sous-espace vectotieK V tel queV = U @ V. En plus, nous avons
I'égalité dim (V) = dim(W) + dim(U).

On appelle/ uncomplémentle W dansV'. Noter que ce complément n’est pas unique en général.

Démonstration.On choisit une<-basews, . . ., w, deW et on utilise la proposition_1.80 pour obtenir
des vecteursiy,...,us € V tels quews,...,w., uq,...,us forment unekK-base deV’. Mettons
U = (u1,...,us). Nous avons clairemeit = U + W etaussU N W = 0,doncV =U & W.
L'assertion concernant les dimensions en suit. O

Proposition 1.32. SoitV un K-espace vectoriel de dimension fimieSoit B C V' un sous-ensemble
de cardinaln. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) B estuneK-base.
(i) B estK-linéairement indépendant.
(i) B engendrd/.

Démonstration.Pour I'équivalence entre (i) et (i) il suffit de remarquer qu’un endenib-linéaire-
ment indépendant de cardinakst nécessairement maximal (donc difibase par le théorerhe 1122),
car s'il n’était pas maximal, il y aurait un ensemble maxifialinéairement indépendant de cardinal
strictement supérieurm, donc unek-base de cardinal différent dece qui n’est pas possible selon
le corollaire 1.25.

Similairement, pour I'équivalence entre (i) et (iii) il suffit de remarquengquénsemble de cardinal
qui engendrd’ est nécessairement minimal (donc Uukiebase par le théorenhe 1122), car s'il n’était
pas minimal, il y aurait un ensemble minimal de cardinal strictement inférieuqd engendré/,
donc uneK-base de cardinal différent de Ol
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Applications linéaires : les homomorphismes des espacescteriels

Nous commencons par 'idée principale :
Les (homo-)morphismes sont des applications qui respectent tms les structures.

Définition 1.33. SoientV, W desK-espaces vectoriels. Une application
p: VW
est appeléd(-linéaireou (homo-)morphisme d& -espaces vectoriets

Vor,ve € Vi p(vr +v v2) = p(v1) +w ¢(v2)

et
VvoeVVae K:playvv)=a-wep).

Un homomorphisme bijectif d&-espaces vectoriels s’appelisomorphismeOn note souvent les
isomorphismes par un tildey : V' = W. S'il existe un isomorphismé — 1, on écrit souvent
simplemen?” = .

Exemple 1.34.(a) On commence par I'exemple le plus important. Scit N.

a1l air2 - Q1n
. a1 a2 -+ A4A2n . R . \ ..
Soit M = ] ) . i une matrice an colonnes,m lignes et a coefficients
am,1 Om,2 " OGmn

dansK (on note I'ensemble de ces matrices péit,, ., (K) ; C’est aussi unk -espace vectoriel).
Elle définit 'applicationK -linéaire

oy K" — K™, v Mv

ou Mw est le produit habituel de matrices. Explicitement,

n
a1 @12 -+ Alnp U1 Zizl a1,4V;
n
a1 @22 -+ A2p V2 Zizl a2 Vi
em(v) =Mv=| . . . | = .
n
Um,1 Om,2 " Omn Un Zi:l Am,; Vs

La K-linéarité s’exprime comme
Vae KVv,weV :Mo(a-v+w)=a-(Mov)+ Mow.
Cette égalité est trés facile a vérifier (vous avez di la voir dans votre cbaigebre linéaire 1).

(b) Soita € R. Alors, ¢ : R — R, z — ax estR-linéaire (C'est le cas spécial = m = 1 de (a)
si I'on regarde le scalairers comme une matricéz)). Par contre, si0 # b € R, alorsR — R,
x — ax + b n'est pask-linéaire !

(c) Soitn € N. Alors, I'applicationy : F(N,R) — R, f — f(n) estK-linéaire.
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Définition 1.35. SoientV, W desK-espaces vectoriels et : V' — W une applicationk -linéaire.
Le noyau dep est défini comme

ker(p) ={v eV |¢p(v) =0}
Proposition 1.36. SoientV, W desK -espaces vectoriels et: V' — W une applicationk -linéaire.
(a) Im(¢p) est un sous-espace vectoriellde
(b) ker(y) est un sous-espace vectorielde
(c) ¢ est surjectif si et seulementlsi(p) = W.
(d) ¢ estinjectif si et seulementlsir(y) = 0.
(e) Siy estunisomorphisme, son inverse I'est aussi (en particulier, sorsieest aussk’-linéaire).

Définition 1.37. Soit M € Mat,, «,(K) une matrice. On appelleng des colonnes de (anglais :
rank) la dimension du sous-espace vectorielld& engendré par les colonnes dé. On utilise la
notationrk(M).

Similairement, on définit leang des lignesle M la dimension du sous-espace vectoriel k& en-
gendré par les lignes d&/. Plus formellement, c’est le rang dé'*, la matrice transposée.

On verra vers la fin du cours que pour toute matrice le rang des colosnégat au rang des lignes.
Cela explique pourquoi nous ne mentionnons pas le mot « colonnes » datatian pour le rang.
Sipp : K™ — K™ est I'applicationk -linéaire associée &/, alors

rk(M) = dim(Im(par))
car I'image dep), est précisement I'espace vectoriel engendré par les colonnés de

Corollaire 1.38. (a) Soity : V' — X une applicationk-linéaire entre deuxs -espaces vectoriels.
On supposé’ de dimension finie. Alors,

dim(V') = dim(ker(¢)) + dim(Im(yp)).

(b) SoitM € Mat,,«,(K) une matrice. Alors, on a
n = dim(ker(M)) + rk(M).

Démonstration.(a) SoitWW = ker(yp). On choisit un complémerlf < V tel queV = U & W
par le corollaird_ 1.31. Comm& N W = 0, l'applicationp|y : U — X est injective. En plus,
o(V) = (U + W) = ¢(U) montre quelm(yp) est égal d(U). En conséquencelim(Im(y)) =
dim(¢(U)) = dim(U), d’ou I'égalité voulue.

(b) suit directement de (a) par les considérations ci-dessus. O

La partie (b) est trés utile pour le calcul du noyau d’'une matrice : si onaibfe rang d€V/, on en
déduit la dimension du noyau par la formule

dim(ker(M)) = n — rk(M).
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L'algorithme de Gaul3 en termes de matrices

Nous considérons trois types de matrices :

Définition 1.39. Pour0 # A € K etl < 4,5 < n,i # j, nous définissons les matrices suivantes
dansMat,, x, (K ), appeléesnatrices élémentaires

e P, ; est egal a l'identitéd,, sauf que lai-ieme et laj-ieme lignes sont échangées (ou, ce qui
1

équivaut, lai-ieme et laj-ieme colonnes sont echangées) ; = b

"1

e Qi ;()) est égal a l'identitéd,, sauf que le coefficier(t, j) estA (au lieu de0) : Q; j(A) =
1

1
Les matrices élémentaires ont une signification pour les opérations de matrices

Lemme 1.40.Soient\ € K, i,j,n,m € Nxq,i # j et M € Mat, xm(K).

(a) P; ;M estla matrice obtenue a partir d& en échangeant l&iéme et laj-ieéme ligne.
M P; ; est la matrice obtenue a partir d& en échangeant la&ieme et laj-ieme colonne.

(b) S;(\)M estla matrice obtenue a partir d& en multipliant lai-iéme ligne par\.
M S;()) estla matrice obtenue a partir d&/ en multipliant lai-iéme colonne paa.

(€) Qi ;(A)M estla matrice obtenue d& en additionnant\ fois la j-ieme ligne sur la-iéme ligne.
MQ; (M) est la matrice obtenue d&/ en additionnant\ fois la i-ieme colonne sur Ig-ieme
colonne.

Démonstration.Calculs simples. O

Proposition 1.41. Soit M € Mat,, «.,,(K) une matrice et soilV € Mat,, x,, (K) la matrice obtenue
de M en faisant des opérations sur les lignes (comme dans I'algorithme de)Gaul3

(a) Alors il existe des matricesy, ..., C, (pour unr € N) choisies parmi les matrices de la défini-
tion[L.39 telles quéC, ---C,) - M = N.
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(b) ker(M) = ker(N) et donc I'algorithme du pivot de Gaul3 peut étre utilisé pour calculer le noya
d’'une matrice.

Démonstration.(a) Par le lemmg_1.40 toute opération sur les lignes peut étre éffectuée pdtita mu
plication a gauche par une des matrices de la défiritiod 1.39.
(b) Toutes les matrices de la définition 1.39 sont inversibles, donc ne ehigoas le noyau. O

Similairement a (b), toute opération sur les colonnes correspond a la multipliéatimite par une
des matrices de la définitibn_1]39. Doncsiest une matrice obtenue d’'une matriceen éffectuant
des opérations sur les colonnes, il existe des matéiges. ., C,. (pour unr € N) choisies parmi les
matrices de la définition 1.B9 telles qié - (C; - -- C,) = N. Comme le”; sont inversibles, on a
aussi

im(M) = im(N),

et on particulier le rang d&/ est égal au rang d¥'.

Souvent on s’intéresse a connaitre une mattidelle queCM = N ou N est obtenu dé/ par des
opérations sur les lignes. Pour I'obtenir il suffit de se rendre codiptel = C, donc qu’appliquet”
revient a faire les opérations sur les lignes correspondantes sur lagndtidans I'exemple suivant,
on voit comment le faire en pratique.

1 2 3
Exemple 1.42.SoitM = [4 5 6 [.On écrit la matrice augmentée et on fait les opérations sur

7 89
les lignes comme toujours, mais sur toute la matrice.

1 00123 1 001 2 3 1 0 01 2 3
06010456(—l-4100 -3 -6|—]—-4 1 00 -3 -6
0017 89 -7 010 -6 -—12 1 =210 0 O
1 0 012 3 -5/3 2/3 01 0 -1
—14/3 -1/3 0 0 1 2|+~ | 4/3 —1/3 0 0 1 2
1 -2 1000 1 -2 100 0
—5/3 2/3 0
La moitié gauche de la matrice finale est la matriCecherchée :.C = | 4/3 -1/3 0. La
1 -2 1

moitié droite est la matrice obtenue par les opérations sur les lignes.
On sait que I'on a I'égalité suivante (pour s’en convaincre, on peut tiepar un petit calcul) :

~5/3 2/3 0\ (1 2 3 10 -1
cM=1|4/3 -1/3 0|4 5 6|=[0 1 2
1 -2 1) \7 89 00 0

Comme application de I'écriture de I'algorithme de Gaul’ par les matrices, ontapitoute matrice
carréeM inversible s’écrit comme produit des matrices de la définition]1.39. En efftangeut
transformerM en l'identité par des opérations sur les lignes.
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Matrices et représentation des applications linéaires

Dans I'exemplé_1.34 (a) nous avons vu que les matrices donnent lieu gplEaBonsK -linéaires.
Il est trés important et parfois appehg&oréme principal de I'algébre linéaimgue I'assertion inverse
est aussi vraieapres choix de basetoute applicationk -linéaire est donnée par une matrice.

Notation 1.43. SoientV un K-espace vectoriel 8 = {v1,...,v,} uneK-base dé&’. Nous rappe-
lons que 'onav = >, b;v; avec des uniquéls, ..., b, € K ; ce sont les coordonnées depour
la baseS. Nous utilisons la notation suivante :

vy = . e K™
bn
1 0
0 1 0
Exemple 1.44.(a) Soienth e Nete; = [ * | ,ea=["],...,en=|"
0 0 i
ai
az
. a,
DoncE = {e1,ea,...,e,} estlaK-base canonique d&™. Alors, pour touty = ] e K»

(b) SoitV = R%*etS = {(}), ()} Cest uneR-base del’ (car la dimension es? et les deux
vecteurs sonR-linéairement indépendants). Soit= (3) € V. Alors,o =3 (1) + (;), donc
vs = (}).

La proposition suivante dit que tolf-espace vectoriel de dimensiarest isomorphe & ™.

Proposition 1.45. SoitV un K -espace vectoriel de dimension fini@vecK -baseS = {v1, ..., v, }.
Alors, I'applicationy = ()s : V — K™ donnée paw — vg est unk-isomorphisme.

Démonstration.Soientv,w € V eta € K. On écritv etw en coordonnées pour la baSe v =
Yo biv; etw = Y71 ¢;v;. Donc, nous avongv +w = Y ", (ab; + ¢;)v;. Ecrit comme vecteurs
on trouve alors :

by c1 abi+cq

ba c2 aba+c2

vs=| .|, ws=| .| et(av+w)s= , ,

b;z cn abn.+cn

donc I'égalité(a-v+w)s = a-vs+wg. Cela montre que I'applicatiop estK -linéaire. On démontre
gu’elle est bijective.

0
0
) ,1.e.v € ker(yp). Celaveutdireque = >, 0-v; = 0.

Injectivité : Soitv € V tel quevs = ( :
0
Le noyau dep ne contient donc qu@, alors, est injective.
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ai
as a

ai
Surjectivité : Soit ( : ) € K™ On posev := > ", a; - v;. Nous avonsp(v) = ( : ) et la
an

surjectivité est démontrée.

O]

Théoréme 1.46.SoientV, W deuxK -espaces vectoriels de dimensions finiesm ety : V — W
une applicationK-linéaire. SoientS = {vy,...,v,} une K-base deV etT = {w,...,w,} une
K-base délV. Pour toutl < i < n, le vecteurp(v;) appartient al¥. On peut donc I'exprimer en
tant que combinaisoi -linéaire des vecteurs dans la baeainsi :

m
p(oi) =D ajw;.
=1

Nous « rassemblons » les coefficiemts dans une matrice :

ai,1 ai2 - Gin
a2,1 a2 - a2.n

Mrs(p) = C € Maty,xn (K).
Am,1 @m2 - Amn

Alors, pour toutv € V ona
(p(v))r = Mr,5(p) 0 vg.

C’est-a-dire que le produit matriciel/r s(¢) o vs donne les coordonnées dans la bdsde I'image
©(v). Alors, la matriceMr s () décrit I'application K -linéaire ¢ en coordonnées.

Remarquons qu'il est facile d’écrire la matritér s(¢) : lai-€me colonne dé/7 s(¢) est(yp(v;))r.

Démonstration.Nous faisons un calcul matriciel trés facile :

0

a1 air2 -+ Ain . i

a1 a2 -+ A4A2n 0 a2
Mrs(p)o(w)s=| . .0 . T lefi|= = (p(vi)r,

Gm,1 Gm2 *° QOGmn 0 am,i

ou le1 est dans la-iéme ligne du vecteur. Nous avons donc obtenu le résultat pour les k&cteu
dans la base.
L'assertion générale suit par linéarité : Seit= > ; b;v;. Alors nous obtenons

Mrs(p) o (> bvi)s = 3 bi- (Mrs(p) o (v)s)
=1 =1

bi - (p(vi))r = (Y b w(vi))r = (2D bi - vi)r = (p(v))r-
i=1 i=1

=1

Cela montre le théoréme. O
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Exemple 1.47.C possede I&R-baseB = {1,i}. Soitz = =+ iy € C avecz,y € R, donczg = ().
Soita = r + is avecr, s € R. L’'application

p:C—=C, z—a-z

estR-linéaire. Nous décrivond/p g(y). La premiere colonne et - 1)p = (r +is)p = (%), etla
deuxiéme colonne et - i)p = (—s +ir)p = (%), alorsMp(p) = (= 75).

s T

Définition 1.48. NotonsHom g (V, W) 'ensemble de toutes les applicatiops: V' — W qui sont
K-linéaires.
Dans le cas spécidl’ = V, une applicationK -linéaire ¢ : V' — V est aussi appeléendomor-
phismede V' et nous écrivons

Endg (V) := Homg (V, V).

Corollaire 1.49. SoientK un corps,V, W deuxK-espaces vectoriels de dimensions finiest m.
SoientS = {vy,...,v,} uneK-base d&/ etT = {wy, ..., w,} uneK-base dév.
Alors, I'application

Hompg (V, W) — Maty,xn(K), ¢+ Mrs(p)

est une bijection.

Il est important de souligner que les bases dans le corollaire sont figg ! La méme matrice peut
exprimer des applications linéaires différentes si on change les base

Démonstration.Injectivité : SupposonsVir s(¢) = Mr.s(¢) poure,v» € Homg (V, W). Alors
pour toutv € V, ona(p(v))r = My s(p)ovs = My s(p)ovs = (¢(v))r. Comme I'écriture
en coordonnées est unique, nous trouvpfs) = ¢ (v) pour toutv € V, doncy = .

Surjectivité : Soit M € Mat,,,x,, (K ) une matrice. On définip € Homg (V, W) par

(p(v))r = M ovg

pourv € V. Il est clair quep estK-linéaire. En plus, nous avons

Mr5(¢) ovs = (p(v))r = M owvg

pour toutv € V. Prenanty = v; de fagon quéwv;)s est le vecteur dont l&éme coordonnée
estl et le reste edl, on obtient que les-emes colonnes d&/r s(¢) et deM sont les mémes.
Cela montreM = My 5(¢p).

O

Définition-Lemme 1.50. SoitV un K-espace vectoriel de dimension fimieSoientS;, Sy deux kK-
bases dé/. On pose

052751 = M5275'1 (idV)

et on I'appellematrice de changement de bases

(a) Cs, s, estune matrice & colonnes et lignes.
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(b) Pourtoutv € V :
VS, = 05'2751 °vg;.

En mots : la multiplication de la matrice de changement de bases par le vecexprimé en
coordonnées pour la basgy, donne le vecteus exprimé en coordonnées pour la base

(c) Cs,,s, estinversible d'invers€’s, s,.

Il est facile d’écrire la matric€’s, s, : saj-ieme colonne est formée des coordonnées dans lahase
du j-iéme vecteur de la basg.

Démonstration.(a) C’est clair.

(b) 052751 ovVs, = M52751 (idV) ovs; = (idV(U))S2 = US,.

() Cs,,5,0Cs, 5, 0vs, =Cs, .5, 0vs, = vg, pour toutv € V. Cela montre qu€’s, s, o Cs, s, est
l'identité. Le méme raisonnement marche avec les roles, dd Sy inversés. O

Proposition 1.51. SoientV, W des K-espaces vectoriels de dimension finie, sofgntS, deux K-
bases dé/, soientT}, T, deuxK-bases déV, et soity € Homg (V, W). Alors,

MT2752 (‘P) = CT2,T1 o MT1,51 (90) © 051,52'

DémonStration'CTQ,Tl 0 MT17S1 (80) © CS1,S2 Vg, = CTQ,T1 0 MT1751 (@)051 = CT27T1 © (‘P(’U))Tl =
(‘P(U»TT 0

Proposition 1.52. SoientV, W, Z desK-espaces vectoriels de dimension finie, soleanhe K-base
deV, T uneK-base d&V etU uneK-base deZ. Soientp € Homg (V, W) ety € Homg (W, Z).
Alors,

My (1) o My 5(0) = My,s(i o ¢).

En mots : le produit matriciel correspond a la composition d’applications.

Démonstration.My,r(¢) o Mr,5(¢) 0 vs = Myr(¥) o (¢(v))r = (¥(¢(v))v = Myr(¥ o @) o
vg. L]

Appendice : existence de bases

Pour manque de temps, cette section ne sera ni enseignée ni examinée.

Dans le cours « Structures mathématiques » nous avons introduit les ersefnblgoint de vue
intuitif et non rigoureux. Un traitement strict ne peut se faire que dansoursade logique a un
moment plus avancé (un tel cours n’est pas offert a 'UL en ce momeatis pouvez regarder des
livres pour plus de détails). Dans la théorie des ensembles il y a un axiomgamigo« I'axiome du
choix »H Dans la théorie des ensembles on montre le « lemme de Zorn » qui dit que I'axicrheid
est équivalent a I'assertion suivante.

I axiome du choix : SoitX un ensemble dont les éléments sont des ensembles non vides. Alasseilume fonction
f définie surX qui a chaque\l € X associe un élément dd. Une telle fonction est appelée « fonction du choix ».
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Axiome 1.53(Lemme de Zorn) SoitS un ensemble non-vide €tune relation d’ordre suS@ On fait
I'hypothése suivante : Tout sous-ensemBle S qui est totalement ordoné)osséde un majoraﬁt.
Alors, S contient un élément maxin%l.

Pour montrer comment appliquer le lemme de Zorn, nous démontrons quegaaeegctoriel pos-

sede une base. Sivous avez vu cette assertion dans votre couébrédigéaire 1, alors c’était pour
des espaces vectoriels de dimension finie car le cas général est euiadént a I'axiome du choix

(et donc au lemme de Zorn).

Proposition 1.54. Soit K un corps et/ # {0} un K-espace vectoriel. Alor§] posséde un&’-base.

Démonstration.On rappelle quelques notions d’algébre linéaire. Un sous-ensembtg finiV" est
appeléK-linéairement indépendarsi la seule combinaison linéaife = dec agg aveca, € K

est celle otu, = 0 pour toutg € G. Plus généralement, un sous-ensemble non nécessairement fini
G C V est appelé(-linéairement indépendassi tout sous-ensemble fili C G estK-linéairement
indépendant. Un sous-ensembleC V' est appelé uné-bases’il est K-linéairement indépendant

et engendréfﬁ

On veut utiliser le lemme de Zofn 1153. Soit

S :={G C V sous-ensembleG estK-linéairement indépendatt

L'ensembleS est non-vide cal? = {v} est K-linéairement indépendant pour taut# v € V.
Linclusion d’ensembles &« » définit une relation d’ordre suf (c’est évident — voir Algébre 1).

On vérifie que I'hypothése du lemme de Zorn est satisfaite /IS@it.S un sous-ensemble totalement
ordonné. On doit produire un majorafitc .S pour?’. On posel := | J, . G. Il est clair queG C E
pour toutG € T. Il faut montrer queE’ € S, donc quel estK-linéairementindépendant. Séit C £
un sous-ensemble de cardimalOn montre par récurrence emqu’il existe G € 7' tel queH C G.
L'assertion est claire pour = 1. Supposons-la démontrée pour 1 et écrivonsH = H' LI {h}. |l
existeG’, G € T tels queH’ C G’ (par I'hypothése de récurrence car le cardinaFdeestn — 1) et

h € G (par le cas: = 1). Par le fait quel” est totalement ordonné, oncaC G’ ou G’ C G. Dans
les deux cas on obtient qué est un sous-ensemble deou deGG’. CommeH est un sous-ensemble
fini d’'un ensemble qui esk-linéairement indépendant] I'est aussi. DoncF est K-linéairement
indépendant.

Le lemme de Zorn nous donne un élément maxitha S. On montre ques est unei-base dé/. En
tant qu’élément d&, B est K-linéairement indépendant. Il faut démontrer gei@ngendrd/. Sup-
posons que cela ne soit pas le cas et premand” qui ne s’écrit pas comme combinaiséfilinéaire

20n rappelle que par définition les trois points suivants sont satisfaits :
e s < spourtouts € S.
e Sis <tett < spours,t €S, alorss =t.

e Sis<tett <wupours,t,u € S, alorss < u.

3T est totalement ordonné i est ordonné et pour tout couplet € T'on as < ¢t out < s.

4g € S est un majorant pouf sit < g pour toutt € T'.

5m € S est maximal si pour tout € S tel quem < sonam = s.

5C’est-a-dire : tout élément € V s'écrit commey = >t aigiavecn € N, ay, ... a, € K etgy,...,gn € G.



25

des éléments dars. Alors 'ensemble := BU{v} est aussk -linéairement indépendant, car toute
combinaisonk -linéaire0 = av + > | a;b; avecn € N, a,a1,...,a, € K etby,...,b, € B avec
a # 0 donnerait la contradiction = »_"" ; =%b; (noter quea = 0 correspond & une combinaison

a

K-linéaire dansB qui estK-linéairement indépendant). MaiB, C G € S contredit la maximalité

=

deB. =

2 Rappel : Déterminants

Objectifs :
e Maitriser la définition et les propriétés fondamentales des déterminants;;
e savoir calculer des déterminants;;

e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

Définition et premieres propriétés

Les déterminants ont été introduits au semestre précédent. Ici on ledleappe autre point de
vue : on part des régles de calculs. En fait, notre premiére propositidrépre utilisée comme une
définition ; c’est I'axiomatique de Weierstrafl? (voir le livre de Fischer).

Dans cette section nous permettons desoit un anneau commutatif (mais vous pouvez encore
prendreK = R ou K = C sans perdre d’information).

mi,1 Mm1,2 r Min
. m21 m22 -+ M2n i - .
SiM = . .o . est une matrice, nous notong = (™1 mi,2 -~ min ) sai-ieéme ligne,
Myt M - Mo

mi

m2
doncM = ( : )

ma,

Proposition 2.1. Soitn € N+ (. Ledéterminanest une application
det : Maty, xn(K) = K, M — det(M)

telle que

D1 det estK-linéaireen toute ligne, c’est-a-dire pour tolit< i < n, sim; = r + Asaveci € K,
r={(rir2 m)ets=(s1s2 sn),alors

mi mi mi mi
mi'_l mi—1 mi‘—l mi.—l

det | mi =det | r+xs | = det T + A - det s
mitr1 M1 miy1 miy1

Mn, ’n’;n Mn mn

D2 det estalternantc’est-a-dire, si deux des lignes dé sont égales, alordet(M) = 0.

D3 det estnormalise c’est-a-dire,det(id,,) = 1 ouid,, est l'identité.
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Démonstration.Cela a été démontré dans le cours d’'algébre linéaire au semestre ptécéderi]

Souvent nous utilisons la notation

mi,1 mi2 - Min mi,1 mi2 - Minp
ma 1 M22 = M2n ma1 M22 - M2n
= det
Mnp,1 Mn2 * Mnn Mnp,1 Mn,2 * Mnn

Proposition 2.2. Les propriétés suivantes sont satisfaites.
D4 Pour touth € K, on adet(\ - M) = A" det(M).
D5 Siune ligne est égale@ alorsdet(M) = 0.
D6 SiM est obtenu dé/ en échangeant deux lignes, aleks: (M) = — det(M).

D7 Soient\ € A eti # j. SiM est obtenu dé/ en additionnant fois la j-iéme ligne & la-iéme
ligne, alorsdet(M) = det(M).

Démonstration.D4 Cela résulte de la linéarité (D1).
D5 Cela résulte de la linéarité (D1).

mi mi
- m;
D6 Disons que la-ieme et laj-ieme ligne sont échangées. Daht = .| etM =
m; mi
mn mn
mi mi
i m;
det(M) 4+ det(M) =det [ : [ +det| :
m; m;
Mmn Mn
mi mi mi mi
D2 ’VTij mz n%j m1
=det | : +det | : | +det]| : | +det
n?.,j my ml ml
mi mi mi
mﬂrm] ml+m_] mz+ma 2
2 det : + det : = det : %20.
""-bj "‘Li szrmJ

Mp mn Mn
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D7 Nous avons

mi mi mi
mi—i-l)\mj m; W;’j
det(M) = det : Ddet | ;[ +A-det | ;| Zdet(M)+ A0 = det(M).
TT;,]' mj T'ij
[
Proposition 2.3. Les propriétés suivantes sont aussi satisfaites.
D8 Si M est de forme triangulaire (supérieure)
A1 mi2 my3 - Mig
0 A2 mo3 =+ mon
0 0 A3 - m3n
o 6 o An
alorsdet(M) =TT, A
D9 Si M est une matrice en blocs] Z) avec des matrices carrée$ et C, alors det(M) =
det(A) - det(C).
Démonstration.Laissée au lecteur. O
Formule de Leibniz
Lemme 2.4.Pour1 < i < n, soite; := (0--010--0) ou le1 est a lai-eme position. Soit
€ (1)
o a2
o:{1,...,n} = {1,...,n} une application. Soil/ = . |- Alors
ea&n)
0 si o n'est pas bijectif,
det(M) = e
sgn(o) sio estbijectif ¢ € S,,).

Démonstration.Si ¢ n'est pas bijectif, alors la matrice posséde deux fois la méme ligne, donc le
déterminant esd. Si o est bijectif, alorss est un produit de transpositionas= 7, o - -- o 71 (voir
Algébre 1). Donegn (o) = (—1)". Commengons par = id. Dans ce cas le déterminant ésit donc

égal asgn(o). On continue par récurrence et on suppose donc (hypothéseuleerée) que le résultat

est vrai pour— 1 transpositions (avec> 1). Soit M’ la matrice qui correspond® = 7,_q0---o7y ;

son déterminant e$t-1)"~! = sgn(o’) par I'hypothése de récurrence. La matrideest obtenue par

M’ en échangeant deux lignes, dahe (M) = — det(M’) = —(—1)""1 = (=1)". O
mi,1 M1,2 + Min
. o . ma;1 mMm2,2 -+ M2n
Proposition 2.5(Formule de Leibniz) SoitM = : Co € Mat,,»,(K). Alors,
m’;L,l m;1,2 m*r.z,n

det(M) = Y sgn(0) - my (1) - Mao(@) - My o(n)-
0ESn
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Démonstration.La linéarité des lignes (D1) nous donne

€iy €iq

n mo n n €ig

ms3 m3

det(M) = E mi || = § E M1, Mo, |
i1=1 m i1=1145=1 m

n n

eil
€i2

n n n
— — E § § €ig
— e = . o m17i1m27i2 e mnﬂ:n .

i1=112=1 in=1 .
Cin

=) M) M@)o - 580(0),
UESn

€i1
61'2

ou la derniére égalité résulte du lemimé 2.4. Noter que le déterminant de la njafficd est non-nul

€in

seulement si les; sont tous différents ; cela nous permet de l'identifier avec la permutation= i;.
Que le déterminant est unique est clair parce qu'il est une fonctionoddfsogents de la matrice. [

Corollaire 2.6. Soit M € Mat,x,(K). On note M*" la matrice transposée. Alorslet(M) =
det(M*™).

Démonstration.Nous utilisons la formule de Leibniz2.5. Noter d’abord gg@(c) = sgn(oc~!)
pour touto danssS,, carsgn est un homomorphisme de groupés,! = 1 et(—1)~! = —1. Noter
maintenant

M1,0(1)M2,0(2) " Mno(n) = Mo=1(o(1),0(1)Mo1(0(2)),0(2) * " Mo~ 1(a(n)),o(n)
= Me—1(1),1Me-1(2),2 " Mo—1(n)n>
ou pour la derniére égalité nous avons seulement écrit le produit deastnenordre car les valeurs

o(1),0(2),...,0(n) parcourent, 2, ..., n (juste dans un autre ordre).
Nous avons donc

det(M) = Z Sgn(a)ml,a(l)mZ,a(Z) © My o (n)

UESn
= > sen(0 ) me-1(1)1Me-1(2),2 M1 (n)
O’ESn
-1 tr tr tr
= D sen(o il Mz i)
O'ESn
_ tr tr tr
= Z Sgn<g)m1,a(l)m2,a(2) © My o (n)
O'ESn
= det(M™),

ol nous avons utilisé la bijectia$y, — S,, donnée par — o' ; il est donc indifférent si la somme
parcourts € .S, ou les inverses. O

Corollaire 2.7. Les régledD1 a D9 sont aussi vraies pour les colonnes au lieu des lignes.
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Démonstration.En prenant la transposée d’'une matrice, les lignes deviennent les es)anais par
le corollaird 2.6, le déterminant ne change pas. O

Développement de Laplace

mi,1 mi2 - Min
L ope ey . m2,1 m2.2 - M2n o
Définition 2.8. Soientn € Nyg et M = . .o . € Mat,xn(K). Pourl <i,57 <mn
o _ Mt Mo - M
nous définissons les matrices
mi1 - migj—1 0 myijr1 0 man
mq',;1,1 mi—i,j—l (.)mi—i,j-u mi—.l,n
M;; = 0 - 00 1 o0 w0 € Maty, xn(A)
Mit1,1 0 Mit1,5—1 0 M1 541 = Mit1n
m;z,l mn,-jﬂ 0 mn:j+1 mnn
et
mi,1 ot M1gj—1 M1gG+41 . Min
! m';1,1 m'—i,'—1 m'—i,'+1 mi—ll,n
Mi,j - m§+1,1 mz+1,§—1 mz+1,§+1 e Migln € Matn—1><n—1(A)'
m';z,l mn,‘j—l mn,‘j+1 mnn
0
En plus, soitZ\ZZ-J la matrice obtenue a partir d&8/ en remplacant lgj-ieme colonne pa K ou
0

le 1 est a lai-ieme position.
Les déterminantdet (M ;) sont appelés lesiineursde M.

Lemme 2.9. Soientn € Ny et M € Mat,,«,(K). Pour toutl < i,j < n, nous avons
(a) det(M; ;) = (—1)™* - det(M]),
(b) det(Mm) = det(MZ-,j).

Démonstration.(a) En échangearitlignes, la ligne avec les zéros est la premiéere. En échangeant
colonnes, nous obtenons la matrice

1 0 - 0 0 - 0
0 mi1 - mij-1 Mijy1 - Migp

0Om;—11 =+ My—1j-1 Mi—1j41 = Mi—1n S Matnxn(A)
0mitr1,1 =+ Myp1j—1 Mit1,541 = Mitln

0 Mmn,1 =+ Mnj -1 Mnj+1 = Mnn

dont le déterminant edtet(Mi”j) (a cause d®9), ce qui montre le résultat.
(b) Additionner—m; , fois la j-iéme colonne sur la-iéme colonne déZ; ; rend le coefficienti, k)
égal a0 pourk # i sans changer le déterminant (corollairé 2.7). O
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Proposition 2.10(Développement de Laplace pour les ligneSpitn € N+ . Pour toutl < ¢ < n,
nous avons I'égalité

n

det(M) =) "(=1)"m; ; det(M] ;)
j=1
Démonstration.Par I'axiomeD2 (linéarité dans les lignes), nous avons

mi

det(M) = Z i ::J: Zm”det Z D*m, det(M; ;).
Jj=1 .

mn
O

Corollaire 2.11 (Développement de Laplace pour les colonn@sur toutn € N+ ettoutl < j < n,
nous avons la formule

n

det(M) := > (—1)"m; ; det(M] ).

i=1
Démonstration.ll suffit d’appliquer la propositiof 2.10 a la matrice transposée et depgeler (co-
rollaire[2.6) que le déterminant de la matrice transposée est le méme. Ol

Noter que les formules de Laplace peuvent étre écrites comme
n
det(M Z m;; det(M; ;) = Z m; ; det(M,
=1

Matrices adjointes

Définition 2.12. La matrice adjointexdj(M) = M# = (mfj) de la matriceM € Mat,,x,(A) est
définie parm = det(Mj;) = (=1)"" det(Mj,).

Proposition 2.13. Pour toute matricel € Mat,, «,,(K), nous avons I'égalité
M# .M =M - M# = det(M) - id,.

Démonstration.Soit N = (n; ;) :== M - M#. Nous calculonsy; ; :

n n
Nij = mekmm = Z det(Mkﬂ-)ka.
1 k=1
Sii = j, nous trouvonsy;; = det(M) par la formule de Laplace. Mais nous n'avons pas besoin
d'utiliser cette formule et nous continuons en généralité en utilidan(tV, ;) = det(My ;) par le
lemme[2.9 (b). La linéarité en faiéme colonne montre que;_, det(Mm)mk,j est le déterminant
de la matrice dont la-ieme colonne est remplacée parjl#&me colonne. Si = j, cette matrice
estM, alorsm; ; = det(M). Sii # j, ce déterminant (et dong ;) est0 car deux des colonnes sont
égales.
La démonstration pout/# - M est similaire. O
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Corollaire 2.14. SoitM € Mat,xn (K).

(a) Sidet(M) est inversible dang( (pour K un corps cela veut didet(M) # 0), alors M est
inversible et la matrice inversd/ —! est égale a—)M#.

\det%M
(b) SiM estinversible, alors/ —! det(M) = M#.
Démonstration.Propositior 2.113. O
Nous finissons ce rappel par le résultat fondamental suivant.
Proposition 2.15. SoientM, N € Mat,xn (K).
(@) det(M - N) = det(M) - det(N).
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes :

() M estinversible;

(i) det(M) estinversible.
Dans ce caslet(M~!) = m.

Démonstration.(a) a été démontré au cours d'algébre linéaire.
(b) est évident a cause de la Proposifion2.13. O

3 Valeurs propres

Objectifs :
o Maitriser la définition et les propriétés fondamentales des valeurs et k@ptepres ;
e savoir calculer des espaces propres;
e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

Exemple 3.1.(a) Considérons\/ = (3 9) € Matax2(R). Nous avons :

° (39)(5)=3-(§)et
e (59 () =2-(9).
(b) Considérons\/ = (3 1) € Matax2(R). Nous avons :
e (33)(8)=3-() pourtouta € R.
o (31)(2)= (%) =2-(¢) < a=—b. Donc pour tou € R, nous avons
(83) (L) =2-(%%)
02 a a
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o (P410) (1) =6(1)
(d) Considérons\/ = (31) € Matoy2(R). Nous avons :

e (33)(6)=2-(%) pourtoutaeR.

e SoitA € R. Nous regardon$2 1) (§) = (%%;°) = A-(§) & (2a+b=XaA2b=\b) &
b=0ANA=2Va=0))V (/\ ANb= O)<:>b:0/\()\:2\/a:O).
Donc, les seules solutions dé ( ) A- (%) avecunvecteuf?) # (9) sont de la forme
M(§)=2-(§)aveca € R.

e Considérons\/ = (%, §) € Matyy2(RR). Nous regardong °, §) (%) = (%, ). Ce vecteur
est égal a\ - (¢) sietseulement $i= \ - a eta = —\ - b. Cela donner = —\? - a. Donc
il "’existe aucunm\ € R avec cette propriété i ) # ().

Nous allons étudier ces phénomenes en général KSoit corps (commutatif, comme toujours)iét
un K-espace vectoriel. Nous rappelons qu’une applicafichnéairep : V' — V est aussi appelée
endomorphismet que nous écrivorBndg (V') := Homg (V, V).

Définition 3.2. SoientV” un K-espace vectoriel de dimension fini@ty € Endg (V).

e \ € K est appelévaleur proprede ¢ S'il existe0 # v € V t.q. ¢(v) = Av (ou de maniere
équivalente ker(p — A -idy ) # 0).

e On poseE,()) := ker(p — A -idy). En tant que noyau d’'une applicatidi-linéaire, £, ()
est unk-sous-espace dié. Si\ est une valeur propre dg, on appelleE, (\) I'espace propre
pour\.

e Tout0 # v € E,(\) est appelé&ecteur propre pour la valeur propke
e On poseSpec(yp) = {\ € K | X estvaleur propre de}.

e SoitM € Mat,«,(K). Nous savons que I'application

al al
om s K" — K™, <>r—>M()
an an

estK-linéaire, doncpys € Endg (K™). Dans ce cas, nous parlons souvent de valeurs/vecteurs
propres deM (au lieu depyy).

Proposition 3.3. Les espaces proprds, () et £ () sont des sous-espaces vectoriels.

Démonstration.C’est clair car les espaces propres sont définis comme des noyanexrdatric/d’'un
endomorphisme linéaire, et nous savons que les noyaux sont dessgaees vectoriels. O

Nous reprenons I'exemple précédent.
Exemple 3.4.

(@) SoitM = (39) € Mataxa(R).
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SpeC( ) =12,3};
En(2) ={((9));
En(3) = ((§))-

La matriceM est diagonale et la base standaff) , ({) est formée de vecteurs propres de
M.

(b) SoitM = (31) € Maty,o(R).

e Spec(M) ={2,3};

o En(2)=((1)):

o En(3)={(5))-

e La matriceM n’est pas diagonale, mai& posséde la basg} ), () dont les éléments
sont des vecteurs propres dé.

o Définissons la matrice dont les colonnes sont la base précédente( ; !, ). Cette matrice
est inversible (car les colonnes forment une base) et nous avons

CTIMC = (39),

une matrice diagonale avec les valeurs propres sur la diagonale ! Natemgus n’avons
pas besoin de faire le calcul de matrices, le produit matriciel n’est gereéfiormulation des
assertions que nous avons vues.

(c) SoitM = (% {y) € Matayxa(R).

e Spec(M) = {6,9};
o En(6) =((1));
o Em(9) ={(1));

e Les vecteurs propres! ) , (1) forment une base d&? et donc la matrice” := (1 }) dont
les colonnes sont les vecteurs de la base est inversible et

CTMO = (§9),
encore une matrice diagonale avec les valeurs propres sur la diagbnale
(d) SoitM = (21}) € Mataxa(R).
e Spec(M) = {2};
* En(2)=((4));

e K? ne posséde pas de base formée de vecteurs propras, dmnc nous ne pouvons pas
adapter la procédure des exemples précédents a ce cas.

(e) SoitM = (% §) € Mataxa(R).

e Spec(M) =0;
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e La matriceM ne posséde pas de vecteur propre d&ns

Exemple 3.5.SoientK’ = RetV = C*>°(R) le R-espace vectoriel des fonctiofis R — R infiniment
continuement dérivables. Sdit : V' — V la dérivationf — Df = % = f’. C'est une application
R-linéaire, doncD € Endgr (V).

Considérong (z) = exp(rx) avecr € R. Il est connu du cours d’analyse qui# f) = r-exp(rz) =
r- f.Donc(z — exp(rx)) € Endg (V') est un vecteur propre pour la valeur propre

Nous trouvons donSpec(D) = R.

Dans plusieurs exemples nous avons rencontré des mafricesles qu'il existe une matrice in-
versibleC avec la propriété qué'~! M C est une matrice diagonale. Mais nous avons aussi vu des
exemples ou nous n‘avons pas trouve une telle matrice

Définition 3.6. (&) Une matriceM est ditediagonalisables’il existe une matrice inversiblé' telle
queC~1MC est diagonal.

(b) SoientV un K-espace vectoriel de dimension fimieet o € Endg (V). On dit quey estdiago-
nalisablesi V' posséde un&’-base dont les éléments sont des vecteurs propres de

Cette définition exprime précisement I'idée de la diagonalisation suggénge ewenme le prochain
lemme l'affirme, dont la preuve nous renseigne sur comment trouver la métricgi n’est pas
unique, en général).

Lemme 3.7. Soity € Endg (V) etSpec(yp) = {\1,..., A\ }. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) ¢ estdiagonalisable.

(ii) Il existe une basé& deV t.q.

A1 00 00O O0OTO0OO0OTO O

[e=Resfen]
>
et
o
[e=NenYen]
[e=RenYen]

o
o
o
[e=]
[e=]
oo
=]
[e=]
=]
[e=]

MS,S(SO): 00000)\2' 0O 0 0 O

o
o
o
o
o
o
OO
o
>
o
(e}

Démonstration.« (i) = (ii) » : Par définition il existe uné-base dd/ consistant en vecteurs propres.
Nous les trions selon les valeurs propres :

S = {’Ul,l,...,1)1761,1}2’1,...,112,62,...,...,...,Ur’l,...,’Ur’er}

ou pour toutl <14 < rles vecteurs; 1, ...,v;., sont des vecteurs propres pour la valeur propre
La forme de la matricé/s s() est claire.
« (ii) = (i) » : La baseS consiste en vecteurs propres, donc par définiti@st diagonalisable. [J
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Proposition 3.8. SoientM € Mat,,«,(K) ety I'application K-linéaire K™ — K™ donnée par

al al
< : > — M( : ) Les assertions suivantes sont équivalentes.

an an

(i) s estdiagonalisable.

(i) 1l existe C' € Mat,,«,,(K) inversible telle que”—! M C est une matrice diagonale ; dord est
diagonalisable.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit S la K-base deK™ qui existe par la définition de la diagona-
lisabilité dep,,. Il suffit de prendreC’ comme la matrice dont les colonnes sont les éléments de la
basesS.

« (i) = (i) » : Soite; le i-eme vecteur standard. C'est un vecteur propre pour la maiticé//C,
disons avec valeur propre. L'égalite C~1MCe; = \; - e; donneM Ce; = \; - Ce;, i.e.Ce; est un
vecteur propre pour la matricel de méme valeur propre. Mai€ie; n'est rien d’autre que l&éme
colonne de'. Dong, les colonnes d€ forment une base d&™ consistant en vecteurs propres]

La question qui nous intéresse bien évidemment maintenant, est : commert dégidou M) est
diagonalisable et, si cela est le cas, comment calculer la matrcEn fait, il est utile de considérer
deux « sous-questions » séparément :

e Comment calculeSpec(p) ?
e Pour) € Spec(y), comment calculer I'espace propke,(\) ?

Nous allons répondre a la premiére question dans la prochaine sectioiif&ant nous regardons
la deuxieme question. Commencgons paf (). Il s’agit donc de calculeEy;(A) = ker(M — A-idy,).
Ce calcul se fait en utilisant la réduction de Gauf3.

Exemple 3.9.(a) Pour la matriceM = (5, ) € Matox2(R) et la valeur propred nous devons
calculer le noyau dé 5 1) —9-(§9) = (Z11). Se rappeler que pour calculer le noyau d'une
matrice, on doit seulement utiliser des opérations sur les lignes (et jaraaisgkrations sur les
colonnes car elles mixent les variables). Nous avons donc

ker((Z41)) = ker (5 3)) = ((1))-

Pour la valeur propres nous faisons un calcul similaire :

ker(( % 4p) —6-(§9)) =ker((Z4)) =ker(('5)) = (())-

(b) La matriceM = ( %3 %1 3 ) € Matsy3(R) posséde les valeurs propred, 1, 2.

Pour la valeur proprel, nous calculons le noyau

ke (3,5 3) =1 (§§1)) =rer (41, 3))

1

3

111 1
—ker (0—20) —ker((o

000 0

oo
[ele)og
~—
~—
|

—
/N
‘ (el
[

N~—
S~



36 3 VALEURS PROPRES

Pour la valeur propre—1, nous calculons le noyau

er (35 4) 41 (338 =rer (55, 4)

Pour la valeur propre2, nous calculons le noyau
2 1 1 100 0 1 1 101 1
e (44 3) =2 (§40)) = e ((34.5)) = wer((54)) = ((1)

L . 1 0 1 . ,
On écrit ces vecteur dans la matrice= ( Uy 11> de faconace que l'ona
100
c'.M-C= (071()).
00 2

Cela expligue comment trouver les vecteurs propres dans des exemptesv&ut plus abstraitement
calculer 'espace propre,(\) = ker(¢ — A - idy), on doit choisir une<-baseS deV et représenter
¢ par lamatriceM = Mg s(¢). Dans la bas¢, E,()\) s'exprime comme le noyaker(M — X -id,),
et nous avons déja vu comment calculer celui-ci.

Donnons finalement une réformulation de la diagonalisabilité plus abstraitetrémigtile. D’abord
une préparation.

Lemme 3.10. Soienty € Endg (V) et Aq,..., A, deux-a-deux distincts. Alory,";_; E,(\i) =
Di1 Eo(X)-

Démonstration.Nous faisons une récurrence pour 1. Le casr = 1 est trivial. Nous supposons le
résultat démontré pour— 1 > 1 et nous le montrons pout Il faut prouver que pour tout < i <r
ona

T r

0=E,()N Y Bo\) =E,00)n @ Eo),
J=Llj#i j=1,j#i
ou la deuxiéme égalité provient de I'hypothése de récurrence (la sommelafacteurs). Soitv €
Ep(Ni) N Doy iz Ep(Ag). Alors,v =370, ., vj avecu; € Ey();). Nous avons

T T T T
p)=Xiv= Y N-vi=0( D v)= D> )= > A,
j=1,j#i j=1,j#i j=1,j#i j=1,j#i
donc
r
0= Z ()\j—)\i)wj.
J=L1j#i
Comme la somme est directe Bt — \; # 0 pour tout: # j, on conclut quev; = 0 pour tout
1<j5<r,j=#1idoncv =0. ]

Proposition 3.11. Soity € Endg (V). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ estdiagonalisable.
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(”) V= @)\GSpec(Lp) ESD()‘)

Démonstration.« (i) = (i) » : Nous avons I'inclusior , cqe.(,) £ (A) € V. Par le lemmé3.10,

la somme est directe, donc nous avons InClusBf g peq() Lp(A) € V. Commeyp est diagonali-

sable, il existe und(-base dd/ consistant en vecteurs propres pgurDonc, tout élément de cette

base appartient déja® , cspec(,) L (), d'0U '€galite D cqpec(y) Eo(A) = V.

«(ii) = (i) » : Pour toutA € Spec(y) soit Sy une K-base de I'espace prop#€,(\). Donc S =

Usespec(y) Sx €StUnei-base dé” consistant en vecteurs propres, montrant la diagonalisabilité de
O

4 Excursion : division euclidienne et pgcd de polynbmes
Objectifs :
e Maitriser la division euclidienne et I'algorithme d’Euclide ;

e savoir calculer la division euclidienne, le pgcd et une relation de BéZitla de I'algorithme
d’Euclide.

Nous supposons connu du lycée et/ou des autres cours la notion dérpely@omme notation pour
I'ensemble de tous les polyndmes a coefficients dénsn utilise K[X] ou X désigne la variable.
Un polyn6me s’écrit alors comme une somme fiEél:O a; X' avecay, . ..,aq € K. On peut bien
évidemment choisir n’importe quel autre symbole pour la variable, par exemplegd ; dans ce cas,
nous écrivons?_ a;z’, Y4 a1 Y0, 0,0, Kz], K[T), K[O], etc.

Le degré d’'un polyndmg sera notéleg(f) avec la conventiodeg(0) = —oo. Rappelons que pour
tout pairf, g € K[X] on adeg(fg) = deg(f) + deg(g) etdeg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}.

Définition 4.1. Un polynémef = Zf:o a; X" de degréd est appeléinitairesi ag = 1.
Un polynémef € K[X]de degré> 1 est appeléréductibles’il ne s’écrit pas comme produjt = gh
avecg, h € K[X] de degré> 1.

C’est un fait que les seuls polyndmes irréductible d&h&| sont les polyndmes de degté (On
dit que C estalgébriguement cloy Tout polynéme irréductible dariB[X] est soit de degré (et
trivialement, tous les polyndmes de degyigont irréductibles), soit de deg2€il existe des polynbmes
de degré irréductibles commeX? + 1, mais aussi des polynémes réductibles comxite— 1 =
(X — 1)(X + 1); plus précisement, un polynébme de de@rést irréductible si et seulement si son
discriminant est négatif).

Définition 4.2. Un polynémef € K[X] est appel&iviseurd’'un polyndmey € K[X] s'il existe
g € K[X]tel queg = qf. Nous utilisons la notatiorf | g.

Si f divise g, nous avons bien évidemmetig(f) < deg(g).
Pour tout ce que nous allons faire dans le cours avec des polynbmégisiandeuclidienne sera
centrale. Nous démontrons ici son existence.
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Théoréme 4.3(Division euclidienne) Soitg = Z?:o b;X* € K[X] un polyndme de degié> 0.
Alors, pour tout polyndm¢ € K[X] il existe des uniques polynémes: € K[X] tels que

f=qg+r et deg(r)<d.
On appeller le restede la division.

Démonstration.Soit f(X) = > ,a; X* € K[X] de degrén.

Existence :Nous montrons I'existence par récurrencesuin < d, on pose; = 0 etr = fetona
terminé. Supposons domc> d et que I'existence est déja connue pour tous les polynémes de degré
strictement plus petit que. On pose

A(X) = F(X) = an - b X" (X).

C’est un polyndme de degré au plus— 1 parce que nous avons annulé le coefficient devaht
Alors, par I'hypothése de récurrence il exigier; € K[X] tels quef; = q1g + r1 etdeg(r1) < d.
Donc

F(X) = filX) + anby ' g(X) X" = ¢(X)g(X) + 71 (X)

ol g(X) == q1(X) + a,b; ' X"~ et nous avons démontré I'existence.

Unicité : Supposony = qg + r = q1g + r1 avecq, q1,r,r1 € K[X]| etdeg(r),deg(r1) < d. Alors

9(q—q1) =r1 —r.Siq = q, alorsr = r; eton aterminé. Sj # ¢, alorsdeg(q — ¢1) > 0 eton
trouvedeg(r; —r) = deg(g(q — q1)) > deg(g) = d. Cela est une contradiction, dogg# ¢; ne peut
pas apparaitre. Ol

Dans les exercices, vous allez vous entrainer pour calculer des dé/&iclidiennes.

Corollaire 4.4. Soitf € K[X] un polyndme de degrég(f) > 1 et soita € K. Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) fla)=0
(i) (X—a)l|f
Démonstration.(i) = (ii) : Supposongf(a) = 0 et faisons la division euclidienng X ) parX — a :
f(X)=q(X)(X —a)+7

pourr € K (un polyndme de degré 1). Evaluons cette égalité en nous avons) = f(a) =
g(a)(a —a) +r =r, donc le reste est zéro.

(i) = (i) : Supposons qué& — a divise f(X). Alorson af (X ) = ¢(X) - (X — a) pour un polynéme
g € K[X]. Evaluons-le em pour obtenirf(a) = ¢(a) - (a — a) = 0. O

Proposition 4.5. Soientf,g € K[X] deux polyndmes tels qué # 0. Alors il existe un unique
polynéme unitairel € K[X], appeléplus grand diviseur commupecd(f, g), tel que

e d| fetd| g (diviseur commuhet



e pour toute € K[X]on a((e] fete|g)=e]|d) (plus granddans le sens que tout
diviseur commun divisé).

En plus, il existe des polyndmesh € K|[X] tels qu'on a uneelation de Bézout
d=af + bg.
Démonstration.On montre que I'algorithme d’Euclide donne le résultat.
e Préparation On pose
fo=1[, fi=g sideg(f) > deg(yg),
{fo =g, i=[f sinon.
On pose aussBy = (§ 9).

e Si f; =0, onarréte et on posel := fj.
Si f1 # 0, on fait la division euclidienne

fo=fiqg + fo olgqy, fo € Atels que(fo = 00ou deg(f2) < deg(f1)).
On pOSGAl = (7{11 (1)), B = A1 By.

ona(f) =i (1) =B (%)

e Si fo =0, onarréte et on posel := f.
Si fy # 0, on fait la division euclidienne

f1= foq2 + f3 OUge, f3 € Atels que(fs = 0 ou deg(f3) < deg(f2)).
Onposed; := ("% 1), By := A3By.

ona(f) =4 (%) =5 ()

e Si f3 =0, onarréte et on posel := f5.
Si f3 # 0, on fait la division euclidienne

fo = f3qs+ f1 ougs, fy € Atels que(fy = 0ou deg(fs) < deg(fs3)).

On poseds := (7{13 (1)), B3 := A3Bs.

ona(f) =4 (1) = B (%)

e Sif, =0, onarréte et on posel := f,_1.
Si f,, # 0, on fait la division euclidienne

fo—1= fnqn + fn+1 ou dn, fn—i—l € Atels que(fn—i—l =0ou deg(fn-i—l) < deg(fn))

On posed,, := (7 ), By := ApBn_1.

On a(f;;:l) — A, (fjﬁl) — B, (jﬁo)

39

autre
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Il est clair que l'algorithme ci-dessus (c’est I'algorithme d’Euclide 'ydte car

deg(fn) < deg(fn-1) <--- < deg(f2) < deg(f1)

sont des nombres naturels euo.
Supposons que l'algorithme se termine ayge= 0. Donc,d = f,,—1. Nous avons par construction :

() == (B) =0 () = (3h20)
montrant
d=rf + sfo. (4.1)

Noter que le déterminant dg; est —1 pour touti, doncdet(B, 1) = (—1)""!. Alors C :=
(=)7L (5, ~P) estlinverse deB,,_;. Donc

(B) =B (B)=c (= (500).

montrantd | f; etd | fo. Ceci montre que est un diviseur commun dg et f;. Sie est n'importe
quel diviseur commun dé; et f1, alors par I'équation (4l19 divise d. Finalement on divisd, r, s
par le coefficient dominant dépour rendrel unitaire.

Si nous avonsly, ds des pgcd unitaires, alok$ divise ds et ds divise d;. Comme les deux sont
unitaires, il en suitl; = d», donc l'unicité. O

Dans les exercices, vous allez vous entrainer a calculer le pgcd dpalgn@mes. On n’exigera pas
I'utilisation de matrices pour obtenir la relation de Bézout; il suffira simplement demonter » les
égalités pour I'obtenir.

5 Polynbme caractéristique
Objectifs :
e Maitriser la définition du polynéme caractéristique ;
e connaitre sa signification pour le calcul des valeurs propres;
e savoir calculer des polynémes caractéristiques ;
e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

Dans la section]3 nous avons vu comment calculer I'espace propre p@ualeur propre donnée. Ici
nous allons répondre a la questiocomment trouver les valeurs propres ?
Commencons par I'idée principale. Sait K et M une matrice carrée. Rappelons

Ey(X) =ker(A-id — M).

Nous avons I'équivalence des assertions suivantes :
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() X estune valeur propre poid.

(i) Ear(N) #0.
(iii) La matrice A -id — M n’est pas inversible.
(iv) det(\-id — M) = 0.

L'idée principale est de considérecomme une variabl& . Ainsi le déterminant de la matricé-id —
M devient un polyndme dars|[X|. C’est lepolyndme caractéristiquéar les assertions équivalentes
ci-dessus, ses zéros sont précisement les valeurs propids de

Définition 5.1. e Soit M € Mat,x,(K) une matrice. Legpolyndme caractéristique de&/ est
défini comme
carp(X) := det (X -id, — M) € K[X].

e SoientV un K-espace vectoriel de dimension finiecet Endg (V') etS uneK-base dé/. Le
polyndme caractéristique deest défini comme

carg(X) = carpzg ¢(p)(X)-

Remarque 5.2.Informations pour les ‘spécialistes’ : Noter que la définition du polynénmaatéris-
tique utilise les déterminants dans I'anneAUX]. C’est la raison pour laquelle nous avons présenté
les déterminants d’une fagon plus générale dans le rappel. Alternatiteorepeut aussi travailler
dans le corps des fonctions rationnelles $0y c’est-a-dire, le corps dont les éléments sont des frac-
tions de polynémes a coefficient dakis

Lemme 5.3. Soit M € Mat,, x,, (K).
(@) carps(X) estun polynéme unitaire de degté

(b) carps(X) est invariant par conjugaison, c'est-a-dire, pour todt € GL, (K) on a I'égalité
carps(X) = cary-1n5(X).

Démonstration.(a) Cela se démontre par récurrenceneibe casn = 1 est clair car la matrice est
(X —myq,1), donc son déterminant et — my ;.

Pour I'hérédité, rappelons la notatidd; ; pour la matrice obtenue def en supprimant la-éme ligne
et le j-éme colonne. Supposons maintenant le résultat démontrépetr Par le développement de
Laplace, nous avons

n
carpy (X) = (X —ma1) caryy (X) — (—=1)'m; 1 - det (X -id— M); 1
=2

Par I'hypothése de récurrenceyr, , (X) est un polynéme unitaire de degré— 1, donc (X —
my,1) caryy, , (X) est unitaire de degré. Dans la matricg X - id — M);1 aveci # 1, la variable

X n'apparait que: — 2 fois. Donc dans le polynéme caractéristique, elle ne peut apparaitréaqu’a
n — 2-eme puissance au maximum. En conséquenaeg; (X ) est unitaire.
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(b) Nous utilisons la multiplicativité du déterminant pour I'annéélX | (propositior 2.15).
cary-1p 5 (X) = det(X -id, — N"'MN) = det(N~}(X -id,, — M)N)
= det(N) "t det(X -id,, — M) det(N) = det(X -id,, — M) = carp(X).
O
Corollaire 5.4. SoitV un K-espace vectoriel de dimension fimie
(a) cary,(X) estun polynébme unitaire de degee
(b) car,(X) ne dépend pas du choix de la baseldgui entre dans sa définition.

Démonstration.(a) Lemmd 5.8 (a).
(b) SoientS et T deux bases d¥. L'assertion suit du lemnie 5.3 (b) et I'égaliddr () = C;lT o
Ms,s(p) o Csr. O

Nous reprenons les exemples de la sedtlon 3.
. 30
Exemple 5.5.(a) SoitM = 0 9 € Matax2(R). Nous trouvons

caryr(X) = (X — 3)(X — 2).

(Il est important de connaitre la factorisation en polyndmes irréductiblepalyndme caracté-
ristique. Donc il est inutile de I'écrire commE? — 5X + 6.)

(b) SoitM = (3 ;) € Matayx2(R). Nous trouvons encore
carpr(X) = (X — 3)(X —2).

5 1

(c) SoitM = (_4 10

) € Matay2(R). Nous trouvons encore
cary (X)) = (X —=5)(X —-10)+4=(X —-6)(X —9).

Noter que pour simplifier le calcul, le leminel5.3 (b) nous permet d'utiliserdaxio® conjuguée

—1
1 1 5) 1 1 1 6 0 R L
= pour le calcul du polynédme caractéristique, donc
1 4 —4 10 1 4 09

on peut directement écrire la factorisation en facteurs linéaires (en génégela ne sera pas
possible).

(d) SoitM = ((2) ;) € Matayx2(R). Nous trouvons

carpr(X) = (X — 2)2,

un polyndme avec une double racine.
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(e) SoitM = 0 1
-1 0

) € Matay2(R). Nous trouvons

caryr(X) = X2 +1,
un polynéme qui ne se factorise pas en produit de polyndmes linéaims®R{& .

. 2 1 1 A L e -
() Soit M = (}3 2 }2) € Matsx3(R). Pour le polynébme caractéristique, nous calculons le
déterminant

= (X =2)- | +3- | xle 3 x5

=(X-2)((X=2)(X+2)+3)+3- (- (X+2)+1)+3-(3+ (X —2))
=(X-2)(X?-1)=(X-2)(X -1)(X+1)

Proposition 5.6. (a) PourM € Mat,, «,(K) nous avons
Spec(M) ={a € K | carpr(a) =0y ={a e K| (X —a)|carpy(X)}.
(b) Pourp € Endg (V') avec unk -espace vectoriel’ de dimension finie nous avons
Spec(p) ={a € K | cary(a) =0} ={a € K| (X —a)|car,(X)}.
Démonstration.ll suffit de montrer (a). La premiére égalité suit comme ceci (avecK) :

a € Spec(M) < ker(a -id, — M) # 0 < det(a - id, — M) = 0 & carps(a) = 0.

=cars(a)

La deuxieme égalité est seulement le fait que K est un zéro d’'un polyndbmé si et seulement si

(X —a)|f (corollairel4.4). O

Nous avons donc identifié les valeurs propres comme les zéros du polyadawéristique. Cela
répond a la question du débupour calculer les valeurs propres d’'une matrice, calculer son
polynéme caractéristique et trouver ses zéras

Mais le polyndme caractéristigue possede encore une autre propriétéanipaui a été découverte
par Cayley et Hamilton. D’abord il faut introduire de la terminologie.

Définition 5.7. (a) Soit M € Mat,x,(K) une matrice. Sif(X) = .7 ,a; X" € K[X] est un
polynéme, alors nous posoifis M) := Z?:o a;M* € Mat,, x,(K). Noter : M° = id,,.

(b) Soity € Endg (V) un endomorphisme d’ui-espace vectorieV. Si f(X) = Z?:o a; X' €
K[X] est un polynéme, alors nous posof(s) := Zf;l:o a; ', ce qui est encore un endomor-
phisme dan&ndx (V). Attention ;¢! = popo---o0pete? = idy.

—_—
i fois

Définition-Lemme 5.8(Pour les mathématiciens uniquemer{g) L'application « évaluation »
evy : K[X] = Matyun(K), f(X)— f(M)

est un homomorphisme d'anneaux (mémédalgebres).
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(b) L'application « évaluation »
evy : K[X] = Endg(V), f(X)— f(p)
est un homomorphisme d’anneaux (mémédalgebres).
Démonstration.Calculs faciles. O
Théoreme 5.9(Cayley-Hamilton) SoitM € Mat,,«,,(K). Alors,
carpr (M) = 0, € Maty,xpn(K).

Démonstration.L'astuce est d'utiliser les matrices adjointes. Nous avons ¥&#1s, ., (K[X])

(X -idy — M)# - (X -idy, — M) = det(X -id, — M) -idy  carps(X) -idp.  (5.2)

L'idée de la preuve est trés simple : si I'on rempla€ear M dans[(5.R), on obtiertt, car a gauche
nous avons le facteydV/ -id,, — M) = M — M = 0. Le probléme est que daiat,, «, (K [X]) le X
apparait dans les coefficients des matrices, et nous n'avons certatrpgasde droit de remplacer un
coefficient d’'une matrice par une matrice. Ce qu’on fait est d’écrieeraatrice dont les coefficients
sont des polynédmes comme un polynéme dont les coefficients sont des matrice

d k d k
Dohe0 011k XY e Y00k X da [k 0 Qlak

:Z ; : Xk id,,.

d k d k k=0
szO anvlka T Ek:() an7n7kX anvl’k e anyn’zk

Ayant fait cela, il faudrait montrer que I'évaluation de ce polyndme aftmefits matriciels en une
matrice donne lieu a un homomorphisme d’anneaux. Malheureusementaiades matrices n’est
pas commutatif, donc la théorie développée ne s’applique pas. La preevegs donnons contourne
ce probléme en faisant une comparaison de coefficients au lieu d’'uhméea, mais est basée sur
I'idée exposée.

La définition de la matrice adjointe montre que la plus grande puissankegdépeut apparaitre dans
un coefficient de la matriceX -id,, — M)# estn — 1. Comme indiqué ci-dessus, nous pouvons alors
écrire cette matrice en tant que polynéme de degrél a coefficients danslat,, «, (K) :

n—1
(X -id, — M)#* => " B;X" avec B; € Matyxn(K).
1=0

Nous écrivongar,/(X) = Y"1 ;a; X' (0Ua, = 1) et reprenons I'équation (5.2) dalBat, x,, (K) :

n n—1
carpr(X) -idy = Y a;-idy - X' = (D BiX)(X -id, — M)
=0 =0
n—1 4 ' n—1 4
=> (BX™' -~ BMX")=-ByM+» (Bi-1 — BiM)X'+ B, 1 X"
=0 =1
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Nous comparons les coefficients (encore des matrices!) pour obtenir
agp id,, = —B()M, a; -id, = B;_1 — BiM pOUfl <i1<n—-1 et B,_1=id,.
Cette comparaison de coefficients nous permet de continuer nos caksiMag, ., (K) pour obtenir

carps (M) = 0, ainsi :

n n—1
cary (M) -id, =Y a;- M' = —BoM + Y (Bi-1 — BBM)M' + B, 1 M"
1=0 =1
= —ByM + BoM — B{M?* + ByM? — BoM? + BoM? — - — B,_1M™ + B,,_1M" = 0,,.
O

Le théoréme de Cayley-Hamilton reste évidemment vrai si I'on remplace la madrigar un endo-
morphismep € Endg (V).

Théoréme 5.10(Cayley-Hamilton pour endomorphismes§oitV un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie etp € Endg (). Alors,car,(p) = 0 € Endg (V).

Démonstration.Nous avons par définitiorar, (X) = carjyg ¢ (,)(X) et par le théoremie 3.9
0 = car g 5(p) (Ms,5(0)) = Ms,s(car 5(0)(¢) = Ms s(cary(p)),

donccar,(¢) = 0. Ce calcul repose sutlg s(¢") = (MS,S(gp))i (voir exercices) O

6 Polynéme minimal
Objectifs :
e Maitriser la définition du polynédme minimal ;
e connalitre sa signification pour le calcul des valeurs propres;
e savoir calculer des polynémes minimaux ;
e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.
A part le polyndme caractéristique, nous allons également introdur@yadme minimal
Définition-Lemme 6.1. Soit M € Mat,,»,,(K) une matrice.

(a) Il existe un unique polyndme unitaireipo,,(X) € K|[X] de degré minimal avec la propriété
mipo,,; (M) = 0,,. Ce polynbme est appelépelyndme minimal de\/.

(b) Tout polyndbmg € K[X] avec la propriétéf (M) = 0,, est un multiple denipo,,(X).

(c) Pour toute matrice inversibl& € Mat,,«, (K'), nous avonsnipoy -1, (X) = mipo,,(X).
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(d) Soity € Endg (V) pour un K-espace vectoriel’ de dimension finie ave& -baseS. Nous
posons

mipo,, (X) := mipoyy () (X)

et I'appellonspolyndme minimal de». Ce polynbme ne dépend pas du choix de la Isase

Démonstration.(a,b) Par le théoréme de Cayley-Hamilion 5.9 il existe un polynésgef € K[X]|
qui annuleM. Considérons maintenant I'ensemble de tels polynémes

E={f € K[X]| f #0etf(M)=0}.

On choisit ung € E unitaire de degré minimal parmi les élémentsiie
Nous allons utiliser la division euclidienne pour montrer l'unicité et (b). ot E. On a donc
q,r € K[X]tels quer = 0 oudeg(r) < deg(g) et

f=a9+r,
ce qui implique
0= f(M) =q(M)g(M) +r(M) = q(M) -0+ r(M) = r(M).

En conséquence, sait = 0, soitr € E. La derniére possibilité est exclue car le degrérdest

strictement plus petit que celui dequi est minimal. Le fait- = 0 signifie f = gg, donc tout autre
polynéme dang est un multiple dg. Cela implique aussi l'unicité : &i est de méme degré qgest

aussi unitaire, alorg = g.

(c) Il suffit de notef N"' M N)* = N~ M?N, donc pour touff € K[X]

F(NT'MN) = N"'f(M)N =0, & f(M) = 0,.

(d) L'indépendance du choix de la base est une conséquence eel'@alité M1 r(p) = Csle o

Ms s(¢) o Csr pour toute autre bask. O

Proposition 6.2. SoientV un K-espace vectoriel de dimension finieete Endg (V). Alors,
Spec(¢) = {a € K| (X —a)|mipo,(X)} = {a € K | mipo,(a) = 0}.

Evidemment, la méme assertion est vraie pour des mathices Mat,, ., (K). Comparer cette pro-
position avec la propositidn 3.6.

Démonstration.La deuxiéme égalité est claire (méme argument que dans la démonstrationale la pr
position[5.6). Pour voir la premiére égalité supposons d'apard- a) { mipo,,(X). De cela nous
déduisons que le pgcd d& — a) etmipo,,(X) est égal &, ce qui nous permet (par I'algorithme
d’Euclide/Bézout) de trouver, c € K[X] tels quel = b(X)(X — a) + ¢(X) mipo,,(X). Soit main-
tenantv € V t.g. p(v) = av. Nous avons

v =idyv = b(¢)(¢(v) — av) + ¢(p) mipo,(¢)v = 0+ 0 = 0,

alorsa ¢ Spec(yp).
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Supposons maintenafX’ — a) | mipo,,(X) ce qui nous permet d’écrit@ipo,,(X) = (X —a)g(X)
pour ung € K[X]. Puisque le degré deest strictement plus petit que celui ggpo,,(X), il doit y
avoir unv € V tel quew := g(¢)v # 0 (sinon, le polyndbme minimahipo,,(X) serait un diviseur
deg(X) ce qui est absurde). Nous avons alors

(¢ — a)w = mipo,(p)v =0,
alorsa € Spec(yp). O

Il est utile de remarquer que les propositions 5.6 et 6.2 disencaug X) et mipo,(X) ont les
mémes facteurs de degreEn plus, le polyndme caracteéristiquer, (X ) est toujours un multiple du
polynéme minimaimipo,,(X), par le théoreme de Cayley-Hamilton comme nous le voyons mainte-
nant.

Corollaire 6.3. Soit M € Mat,«,(K). Alors, le polyndme minimahipo,;(X) est un diviseur du
polynéme caractéristiquear;(X). Nous avons aussi la méme assertion pow Endg (V).

Démonstration.Par le théoréme de Cayley-Hamiltbn15:8r),(M) = 0,,, donc mipo,,(X) di-
visecar;(X) par le lemmé6]1. O

Exemple 6.4.Voici des exemples clés pour comprendre la différence entre polyminiaal et po-
lyndme caractéristique :

e Les trois matrices suivantes ont le méme polynéme caractéristigue, 1) :
— (1 — (11 .— (1691
Ml'_(0(1])7 MQ'_(Ol)v M3'—(06S1))'

Le polynéme minimal d&/; estX — 1. PuisqueMy — 1-idy = (§3) # 02 et M3 —1-idy =
(9691 #£ 09, le polyndme minimal e$tX —1)2 dans ces deux cas. Noter que nous avons utilisé
le fait que les seuls diviseurs normalisés non-constants\de 1)% sontX — 1 et(X — 1)2,
alors le polynéme minimal doit étre un parmi les deux.

e Les mémes arguments donnent les polynébmes minimaux des matricegesu{ynais, noter
gu'il y a une possibilité de plus) :

100 110 110
My = (010),M5 = <010),M6 = (011).
001 001 001
Exemple 6.5. Nous faisons encore un exemple un peu plus complexe. Soit

4 3 -37
_ (7 0 -37
M_<6—1—26>'

“1-4 4 —4

Il'y a (au moins) deux facons de procéder :

(I) Calculer le polyndme caractéristique et en déduire le polyndme minimal.

Un calcul montre :

caryr(X) = X4 4+2X% —11X%2 — 12X + 36 = (X +3)2- (X —2)2.
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Nous savons que les facteurs linéaires dans le polyndme minimal sonéfessngue dans le
polynéme caractéristique. On sait donc

mipoy (X) = (X +3)* - (X —2)°
pourl <a,b < 2.
On calcule le polynéme minimal en essayant les possibilités.

e On part de la possiblité du plus petit degré :

7 3—:37 2 -3 7
M_3::M+3-id=<§31‘13§>, MQ;:M_2.1d=<g—%-2g>
—1-4 4 —1 —1-4 4 —6

et on calcule
10 —10 10 10
]\473 . M2 — ( 150 :150 150 150) # 0.
-5 5 -5 -5
Donc (X — 3)(X + 2) n'est pas le polynédme minimal.
e On augmente les exposants, I'un apres l'autre.
On calcule
2 20 —50 50 30
MZ3- M = < 25 —25 25 25 > 7 0.
—25 25 —25 —25
Donc le polynéme minimal n’est paXx’ — 3)2(X + 2).
On doit continuer et on calcule
)
0
0 -
0

mipoy, (X) = (X +3) - (X —2)? = X3 - X? - 8X +12.

2 _ (000
M_g-MZ= (990
000

Nous avons donc terminé et trouvé

(I) Si 'on ne connait pas le polyndbme caractéristique et si I'on net yas le calculer, on peut
procéder autrement. Cela nous amenera a la réponse standBwlr calculer le polynéme
minimal, il faut résoudre des systémes d’équations linéaires.

Nous procédons par récurrence sur le degré (potendiely polyndme minimal.

d =1 Sile degré était, la matrice serait diagonale. Cela n’est visiblement pas le cas.

d = 2 Nous calculons
12 —13 13 3
M2 — < 3 —4 13 3 )

-1 —4 13 -1
-4 9 -9 5

Maintenant, il faut considérer le systeme d’équations linéaires :

0:a2M2—|—a1M—i—a0:

12 ~13 13 3 4 3 -3 7 10
3 —4 13 3 7 0 -3 7 01
a2'(1 -4 131>+a1'(6126)+a0'(00
-4 9 -9 5 1 -4 4 —4 00
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Ce sont donc 16 équations linéaires. En pratique, on peut écrire |dfigerts dans une
grande matrice. La premiére ligne contient les coefficignitd) des trois matrices, la
deuxiéme ligne les coefficients 2), etc., jusqu’a la 16eme ligne qui contient les coeffi-
cients(4,4) :

I
wwh D
W

w
| | |1 | |

il ol logloaal s
OO0 ORO0OO—OOO O

On trouve que ce systéeme n'admet pas de solution non-zéro car |eledagnatice est.

32 11 —11 59
M3 — ( 59 —16 —11 59 >

d = 3 Nous calculons

47 —12 —15 47
—12 —-23 23 -39

Maintenant, il faut considérer le systéme d’équations linéaires :

0=azM?>+aaM? + a1 M + ag =

32 11 —-11 59 12 —-13 13 3 4 3 =37 1000
59 —16 —11 59 3 —4 13 3 7 0 -3 7 0100
a3-< 47 —12 —15 47 >+a2-<_1 —4 13 _1>+a1-< 6 —1 -2 6 >+a0‘<88(1)?>'

—-12 —-23 23 -39 -4 9 -95 -1-4 4 —4

Ce sont donc encore 16 équations linéaires. Nous écrivons encoratt&cendes coef-
ficients (noter gu'il suffit d'ajouter la premiére colonne). Nous damhégalement un
générateur du noyau (obtenu par I'algorithme de Gaul (en général)) :

32 12
11 —13
—11 13
59 3
59 3
—16 —4
—11 13
59 3
47 -1
—12 —4
—-15 13
47 -1
—12 —4
-23 9
23 -9
-39 5

N 0o =

| | | I | |

sl ool oNu s
\_/

[elalalelelelelelelelelelelelel)

HOOOOHROOOOHOOOOH

On voit que le résultat est le polyném& — X2 — 8X + 12, le méme que dans (1).

7 Diagonalisation et décomposition spectrale
Objectifs :
e Connaitre et maitriser la décomposition spectrale ;

e savoir décider si une matrice/un endomorphisme est diagonalisable ; sagair calculer la
forme diagonale et une matrice de changement de bases;
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e savoir calculer la décomposition spectrale d’'une matrice/d’un endomorphisme ;
e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

Une forme diagonale est certainement la forme la plus simple qu’on puisGeeppur une matrice.
Mais nous avons déja vu qu’en général les matrices n'admettent padlefertae. Ladécomposition
spectraleet laforme de Jordarsont des formes simples qu’on peut toujours obtenir. Dans les cas les
plus avantageux, ces formes sont diagonales.

SoientV un K -espace vectoriel (de dimensiohety € Endx (V') un endomorphisme. Nous faisons
d’abord une observation fondamentale, mais simple, concernant les matnitéocs.

Lemme 7.1.(a) SoitWW <V un sous-espace tel quéiV) C (W). SoitS; une base dé& que nous
étendons a une basedeV. Alors,

MS,S(SO):( ]\041 ’ Z:: ‘)

avecM; = Mg, s, (¢lw)-

(b) SoitV =W, @ Ws tel quep(W;) C W, pouri = 1,2. SoitS; une K-base ddV; pouri = 1,2;
donc,S = 57 U S, est uneK-base dd/. Alors,

v~ (] £2)

avecM1 = Msl’sl (gD‘Wl) etM2 = M52752(QD|W2).

Démonstration.|l suffit d’appliquer les regles pour écrire la matrités s(¢). O

Nous poursuivrons par un lemme vers ces formes spéciales.
Lemme 7.2. Soity € Endg (V).

(@) Soitf € K[X]etW := ker(f(y)). Alors, W est un sous-espace dé stable pary, c’est a
dire : pour toutw € W on ayp(w) € W. Ceci nous permet de restreindgea W ; on notera
I'application restreinte parp|y : W — W,

(b) Soientf,g € K[X] deux polynébmes premiers entre eux, c’est & dipged(f(X), g9(X)) = 1.
Alors,
ker(f() - g(p)) = ker(f(p)) @ ker(g()) -

—_——
=W =W =:Wa

Avant la preuve, un petit mot sur la notatiotf(y) est une applicatiod-linéaireV. — V, alors on
peut I'appliquer & un vecteur € V. Notre notation pour ceci estf(y)(v) ou bienf(p)v. Noter les
rbles distincts des deux paires de paranthéses dans la premiére iexpi@sspourrait aussi I'écrire
(f(¢))(v), mais je trouve cette écriture un peu lourde.
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Démonstration.(a) Nous savons que le noyau de toute applicaficfinéaire est un sous-espace.
Ecrivonsf(X) = .7 , a; X*. Soitalorsw € W, i.e. f(p)w = 3%, a;¢*(w) = 0. Nous calculons

d d d
Fl@) W) = aig' (p(w) = aip™(w) = (D aig'(w)) = ¢(0) =0.
1=0 1=0 i=0

(b) Il est clair queli; € W etW, C W, alorsWi + Wo C W. Nous devons démontrer
e W1 N Wy =0 (le K-espace vectoriel zéro) et
o W1 +Wy =W,

PuisqueK'[X | est un anneau euclidien, nous pouvons utiliser I'algorithme d’Euclide éde) pour
obtenir deux autres polyndmesb € K|[X] tels quel = a(X)f(X) + b(X)g(X). Soit d'abord
w € Wi N Ws. Alors

w = idy (w) = a(p) f(p)w + b(p)g(p)w =0+ 0 =0,

ce qui montre le premier point. Pour le deuxiéeme soié W. L'équation qu’on vient d’utiliser s’écrit
comme

w = we + wy avecws = a(p) f(p)w etw; := b(v)g(p)w.

Mais, on a
fl@)(w1) = b(p) f(p)g(p)w = b(p)0 =0 = w; € Wy
et
9(p)(w2) = a(p) f(p)g(p)w = a(p)0 = 0 = wy € Wa,
achevant la démonstration. O

Théoreme 7.3(Décomposition spectralefSoity € Endx (V') un endomorphisme avec polyndéme
minimalmipo,,(X) = f{*(X) - f5*(X) - ... f77(X) ou les polyndmeg; (X)) sont irréductibles (ce
sont alors des éléments premiers dans I'anneau principgX|) et premiers entre eux, c'est a dire
pged(fi, fj) = 1 pour toutl < i < j < n (sil'on choisit lesf; unitaires, alors la condition ne
revient qu’a dire que les polynémes sont distincts). Pod®hs= ker(f{*(¢)). Alors, les assertions
suivantes sont vraies.

(a) V= @221 Wi.

(b) Sil'on choisit une bas§; du sous-espach’; pourl < i < r,alorsS =5, USU---US, est
une base déV pour laquelle on a :

My || 0 ]| 0O

0 M, 0

Mss(¢) = :
Lo | .. 0 M,
o] ... [[o ]|l o

avecM; := Mg, s,(¢lw,) pourl <i <r.

|

GEm:
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Démonstration.(a) suit du lemmg&7]2 (b) par récurrence.
(b) est clair : Ecrire la matrice selon les régles pour obtenir cette former §ogeles blocs hors la
diagonale sont zéros parce quéV;) C W;. O

Le cas le plus important pour nous est celuip0X) = X — a; aveca; # a; pouri # j (ce qui
implique que lesf; sont irréductibles et distincts). La décomposition spectrale n’est enufaih gpas
(décisif!) vers la réduction de Jordan. Nous voyons dans la proehmaiposition aussi son utilité
pour la diagonalisation. Pour I'instant nous illustrons I'effet de la décaitipo spectrale a 'aide
d'un exemple. Avant cela, il peut étre utile de se rappeller comment appliemeésultats pour les
applications linéaireg aux matrices.

Remarque 7.4.SoitM € Mat,,x,, (K ). On peut appliquer la décomposition spectrale a la matfite

1 0
0| (o 0

comme suit. Pour la base canoniqie:= (| . [,| . |,...,| . |) la matrice M décrit une
0 0 0
0 0 1

applicationK-linéaire p = s etlonaM = Mp p(p).
La décomposition spectrale nous donne une assoitC := Mp s(id) la matrice de changement
de bases entre la baseet la base canonique. Alors, nous avons

Ms s(p) = cmc.

Pour étre encore un peu plus concret, rappelons comment écriretidcmé’. SiS = (vy,...,v,) et
les vecteurs); sont donnés en coordonnées pour la base standard, alarime colonne dé€’ est
juste le vecteun;.
Alors, la décomposition spectrale peut étre utilisée pour calculer une reaggmblable (par défini-
tion, deux matricesd, B sontsemblablesi I'une est une conjugée de I'autre : il existe une matrice
inversibleC telle queB = C~'AC) a M ayant la jolie forme du théoréme.
1 2 3
Exemple 7.5.(a) SoitM := |0 1 4| a coefficients dan®. Le polyndbme caractéristique est
0 0 5
(X — 1)2(X — 5). Il est clair queker(M — 5 -id3) est de dimensio; c’est & dire queb est
une valeur propre de multiplicité (par définition : son espace propre est de dimendiprSans
calcul il est clair quedim ker((M — id3)?) =3 — 1 = 2.

Le théoreme 713 implique I'existence d’'une matiiteelle que

1
ct'MmM-Cc= 1|0
0

S = 8
g o O

pour unx € R qui reste a étre déterminé.

En fait, on voit facilement que # 0, car dans ce cas le polyndme minimal sefait—1)(X —5)
ce qui est faux (voir aussi la Propositibn 77.7).
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Calculons une telle matric€'. Pour cela, il nous faut calculer une base du noyau de la matrice

0 2 3 0 2 3 0 0 20

(M —id3)?=10 0 4[]0 0 4|=[0 0 16

0 0 4 0 0 4 0 0 16
1 0
On peut donc juste prendrg0 | , | 1
0 0

Il nous faut aussi calculer une base du noyau de la matrice

-4 2 3
M-5-idg=] 0 -4 4
0 0 O

Pour calculer ce noyau, nous additiono%asfois la deuxieme ligne sur la premiére pour obtenir

-4 0 5 5
0 —4 4 |.Lenoyau estdonc engendré par le vecteur | .
0 0 O 4
1 0 5
La matriceC recherchée estdonf0 1 4 |. Pour nous convaincre de |'exactitude du calcul,
0 0 4
nous le vérifions
10—5/4 1 2 3 1 0 5 1 20
c'mMc=101 -1 01 4]0 1 4]=]010
0 0 1/4 0 0 5 0 0 4 0 0 5

Le théoréme sur la réduction de Jordan nous dira (plus tard) que nouggns choisir une autre
matriceC telle que méme I2 dans la matrice est remplacé par

2 -1 3
SoitM := | =2 1 —4 | a coefficients danR. D’abord nous calculons son polynéme ca-
1 1 0
ractéristique :
X -2 1 -3
carpr(X) = det( 2 X—-1 4 |)
—1 —1 X

= (X—2)(X—1)X—4+6—3(X —1)+4(X —2)—2X = X3-3X%4 X -3 = (X—3)(X2+1).

Pour ce calcul nous avons utilisé la regle de Sarrus. Pour obtenir |la feggtion, nous pouvons
essayer des petits entiers pour trouver un zéro3jcPuis I'autre facteurX? + 1 provient de la
division deX® — 3X?2 + X — 3 par (X — 3). Noter queX? + 1 est irréductible dan®[X] (mais
pas dansC[X]).
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Commencons par le calcul de

-1 -1 3
En(3) =ker(M —3-id,) =ker(| -2 -2 —41).
1 1 -3

Maintenant on devrait faire des opérations sur les lignes pour obtenir lméogchelonnée de la

matrice pour en déduire le noyau. Mais nous avons de la chance, dijysée ‘voir’ un vecteur
1

dans le noyau, notamment—1 |. Ce vecteur génére doric,,(3) (la dimension ne peut éti2
0
car dans ce cagX — 3)? serait un diviseur du polyndme caractéristique).

Calculons mainteant

10 0 10
ker(M? + M%) = ker(| =10 —0 —10 ).
0 0 0
1 0
Ce noyau est clairement de dimensibangendrépal 0 |, |1
-1
1 1 0
Donc nous pouvons écrire la matrice recherchée= | -1 0 1
0 -1 0

10 1 2 -1 3 1 1 0 3 0 0
c'Mc=10 0 -1 -2 4l =1 o 1l=(0 -1 -1
11 1 1 0 0 -1 0 0 2 1

Avant de donner une autre caractérisation de la diagonalisabilité, nopsloas dans un lemme de
propriétés faciles des matrices diagonales.

Lemme 7.6. Soit D € Mat,«,(K) une matrice diagonale avec coefficietts Ao, ..., A\, sur la
diagonale.

(@) Spec(D)={\;|i=1,...,n}.
Noter que# Spec(D) < n si et seulement s'il existemt< i < j < n tel que); = ;.
(b) mlpOD(X) = H)\ESpec(D) (X - >\)
Démonstration.Ces assertions sont claires. O

La forme du polyndme minimal dans le lemme, nous permet de donner encoaeitnaearactérisa-
tion de la diagonalisabilité :
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Proposition 7.7. SoientV” un K -espace vectoriel de dimension finiecet Endg (V). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) o estdiagonalisable.

(i) mipo,(X) = HaGSpec(cp) (X —a).

Evidemment, les mémes assertions sont vraies pour des matfieedlat,, x, (K).

Démonstration.On écritSpec(p) = {ai, ..., ar}.
« (i) = (ii) » : On choisit une bass telle queM := Mg s(y) est diagonale (voir la proposition 3111).
Un calcul trés simple montre qi¢;_, (M —a;) = 0,,. Alors, mipo,,(X) estun diviseur dg[;_, (X —
a;). Mais la propositiofi 612 montre que pour téwin a(X — a;) | mipo,(X). Donc,mipo,,(X) =
[T;-, (X — a;) (les deux polynébmes sont unitaires).
« (i) = (i) » : On applique la décomposition spectiialg 7.3 et il suffit de noter que lexew\/; sont
diagonales cal/; = E,(a;) est I'espace propre pour la valeur propge O
1 0 2
Exemple 7.8.Considérons la matricd/ := | 0 1 3| a coefficients danR. Son polynéme mini-
0 0 4
mal est(X — 1)(X — 4), alors, elle est diagonalisable.
(Pour obtenir le polyndme minimal il suffit de voir que I'espace proprargda valeur proprel est de
dimensiore.)

8 Réduction de Jordan
Objectifs :
e Connaitre et maitriser la réduction de Jordan;

e savoir décider les différentes possibilités pour la réduction de Joraencsinnait le polynébme
minimal et le polynéme caractéristique ;

e savoir calculer la réduction de Jordan d’'une matrice/d’'un endomorphisrsieqai® d’'une ma-
trice de changement de bases si le polyndbme caractéristique se factdiaseeairs linéaires ;

e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

Nous avons vu dans la proposition 3.11 que les matrices diagonalisabteestriables a des ma-
trices diagonales. L'utilité d’'une matrice diagonale pour des calculs esréeidMalheureusement,

les matrices ne sont pas toutes diagonalisables. Notre but maintenanchsisileune bas& deV/

de fagon a ce qu#/s s() ait une forme « simple, jolie et élégante » et soit le plus proche possible de
la forme diagonale.

Nous avons aussi vu que la décomposition spedirale 7.3 nous donrmmesdiagonale « en blocs ».
Notre but pour la réduction de Jordan sera de rendre les matrices shisdgle plus simple possible.
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Nous présentons f&duction de Jordaflaforme normale de Jordgml'un point de vue algorithmique.
Les preuves peuvent étre abrégées un peu si on travaille sansieoéed, mais dans ce cas, le calcul
de la réduction n’est pas clair.

Pour la suite, soierit” un K -espace vectoriel de dimensiaretp € Endx (V') un endomorphisme.

Définition 8.1. Soitv € V. Nous posons
(v)p = (¢'(v) | i €N),
le sous-espace dé engendré paw, ¢(v), 2(v), . . ..

Remarque 8.2. Les assertions suivantes sont claires et seront utilisées sans étre mméasoexpli-
citement.

(a) (v), eststable parp, c'est-a-dire,p((v),) C (V).

(b) SiW C V estun sous-espace vectoriel stable pat siv € W, alors (v),, C W.

Lemme 8.3. Le polyndme minimal de la matrice dakat,, «,, (K)

a1 0 0 ... 0
0 a 1 0o ... 0
0 O
0 0 0 a
0 0 0 0 a
estégal X — a)".
Démonstration.Exercice. O

Cette matrice apparait de facon trés naturelle, comme nous le voyons maintenan
Lemme 8.4. Soienta € K, e € Nyg etv € V tels que
(p—a-id)(w) =0 et (p—a-id)* (v)#£0.
Nous posons :
Ve

ve—1 = (p —a-1d)(v),

vy = (p — a-id)* 2 (v),
vy = (¢ —a-id)* 7 (v).
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(a) Nous avons :

©(Ve) = Ve—1 + ae.

(b) (v)y, = (v1,...,ve), le sous-espace dé engendre par lesi, ..., ve.

(c) Le polynbme minimal de agissant sufv),, est égal { X — a)°.

(d) Lesuvy, ..., v, sontK-linéairement indépendants et, en conséquence, forment uné'loese) .
a 1 0 0 ... 0
0O a 1 0 ... 0
0 0
(€) Mss(plw),) =
Do .. 100
0O 0 ... 0 a 1
0 0 ... 0 0 a

Démonstration.(a) C’est un calcul trés facile :

(p—a-id)v; = (¢ —a-id)v=0 =p(v1) = avy.
(p—a-id)vy =11 =p(v2) = v1 + avs.
(p—a-id)ve = ve_1 =p(Ve) = Ve—1 + ave.

(b) Les équations dans (a) montrent que, ..., v.) est stable pap. Commev = v, € (v),, ON

obtient I'inclusion(v), C (v1,...,v.). Linclusion inverse se voit par définition :
ve—i = (p—a-id)'(v) = 3 (}) o "¢ (v). (8.3)
k=0

(c) Le polyndme(X — a)¢ annulev et donc(v),,. Comme(X — )¢~ ! n'annule pas, le polynéme
minimal dey| (), est(X — a)°.
(d) Supposons que nous avons une combinaison linéaire non-trivilddatene

J
0= E QiVe—j
i=0

poura; # 0 et0 < j < e — 1. Par I'égalité[(8.B), nous obtenons

j-1
(i) a7 @) =" (D ai () a )¢k () + aje (v).
k=0

i=k
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Nous avons donc un polynéme non-zéro de dggré e — 1 qui annulev et donc(v),. C'est une

contradiction avec (c).

(e) La partie (a) donne précisement les renseignements pour poui@racenatrice selon les régles.
O

Nous allons maintenant préciser ce que nous entendons par « la formelde 3.

Définition 8.5. Une matriceM € Mat,,»,,(K) est dite ayant « la forme de Jordan »/i est diago-
nale en blocs et tout bloc a la forme du lenimé 8.4(e).
Plus précisement}/ a la forme de Jordan si

M | [ o | [ o] L 0 ]
0 M, 0 L0 ]
M= :
o] .. 0 ] [M_] [0
Lo ] ... [o][o M,
(matrice diagonale en blocs), ou, pour tau < r,
0 a 1 0O ... 0O
M, = 0 0
N . .1 0
0 0o ... 0 a; 1
0 0 e 0 0 a;

(On ne demande pas, ici, que lessoient deux-a-deux distincts. Mais on peut rassembler les blocs
ayant le méme; ; cela va étre le cas dans le théoréme principal 8.8.)

La procédure pour trouver une matrice inversildleelle queC—! M C ala forme de Jordan s’appelle
réduction de Jordar©n appelle égalememn¢duction de Jordala procédure (a présenter) pour trou-
ver une bases telle queMg () possede la forme de Jordan (pour un endomorphiginél peut
arriver que I'on appelle la matrice obtenue aussiréduction de Jordan de ou dep.

Exemple 8.6.Nous reprenons les matrices de I'exeniplé 6.4.

e Les matricesM; := (3 9), My := (1) ont la forme de Jordan, mais pas la matrigé; :=
(3 991) (sa réduction de Jordan est,).

e Les matrices

1 00 110 110
My:=|0 1 O|,Ms:=|0 1 O|,Mg:=|0 1 1
0 01 0 01 0 01

ont également déja la forme de Jordan.



59

1 20
e La/une réduction de Jordan de la matriged 1 0 | obtenue de la décomposition spectrale
0 0 5
1 10
dans I'exemplé7l5(a) e3t0 1 0 | (expliqué plus loin).
0 0 5

Attention : avec nos définitions, il existe des matrices qui ne possedewepasiuction de Jordan
(sauf si I'on travaille surC, mais pas suR); on peut relaxer un peu les exigences pour avoir une
réduction de Jordan pour toute matrice ; nous n’allons pas pours@erelans ce cours par manque
de temps. Dans les exercices, vous voyez quelques pas vers le ées.gén

Nous présentons maintenant I'algorithme de réduction de Jordan. Raurotes posons :
® Yo :=p—a-id,
o Vi = ker(p;)
Pour l'instant, nous faisons I'hypothese
mipo,,(X) = (X —a)°.
De cela nous obtenons
V=VeDdVe1DVeoD---DVi=E,(a) D Vy=0.

On peut s'imaginer I'espace vectorigla I'intérieur d’'une boite rectangulaire :

Ve\Veer | u
Vee1 \ Ve—a H N
Veea \Ve—s || B C I
v\ W EE N m
Vil B B B 0 0 0 N

Tout bloc noir représente un vecteur non-zéro, et I'ensemble désusalans le diagram est linéai-
rement indépendant. |l s'agit dans I'algorithme de mettre de I'ordre dabsita. Pour I'instant, on
a mis les blocs noirs de facon arbitraire pour indiquer que nous n'avan®ipcore beaucoup de
connaissances sur ses vecteurs (il n'y a pas de sens profondmage). Le fait qu’il y a deux blocs
dans la premiéere ligne veut dire qdan V., — dim V,_; = 2, etc. On peut faire I'observation que le
nombre de blocs par ligne ne diminue pas en allant d’en haut vers le bas.

(1.) Nous choississons un vecteyre V. \ V._;. Alors, nous avons les vecteurs non-zépgér, ) €
Vo1, ¢2(z1) € Vi_o, et plus généralemenp; (z1) € V.—; pouri = 0,...,e — 1. Nous modi-
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(2)

3)

8 REDUCTION DE JORDAN

fions notre image :

Ve \ Vet 1 [ ]
Veer \ Vea || @al21) L
Veea \ Vees | @2(a1) NN
VoAV || @5 2 (1) W I u
Vileel(zy) @ B ®# H B H H

La premiére colonne contient donc une baseadé,,.

Si(x1), = V (si aucun bloc noir ne reste), nous avons terminé. Sinon, on continue.
Maintenant nous calculons I'entigrtel que(z1), + Vi = V, mais(z1), + Vi—1 # V. Dans
notre exemple c’est = e.

Nous choisissons un vectetyr dansV;, \ ({(x1),+Vi—1). Nous avons donc les vecteurs non-zéros

¢t (z2) € Vk_; pouri = 0, ...,k — 1. Nous modifions notre image :
Ve \ Vet x1 T2
Vee1 \ Ve—2 | @alz1) Pa(z2) N
Ve \Ves || gilen)  ¢i(an) W u
VoAV || e 2 (21) 05 2 (2) I n
Villeit@) ¢i'(z2) @ @ B B B W

La deuxieme colonne contient donc une basgxdg,. Le lemme 8.7 nous dit que la somme
(z1)p + (x2), est directe.

Si(x1), @ (x2), = V (si aucun bloc noir ne reste), nous avons terminé. Sinon, on continue.
Maintenant nous calculons I'entigrtel que(z1), @ (z2), + Vi = V, mais(z1), @ (z2), +
Vi_1 # V. Dans notre exemple c'est= ¢ — 1.

Nous choisissons un vectewy dansV, \ ((z1), @ (z2), + Vi—1). Nous avons donc les vecteurs

non-zérosy’ (x3) € Vy_; pouri = 0, ..., k — 1. Nous modifions notre image :
Ve\ Vet x1 T2
Vecr \ Ve || @al21) ©alx2) T3
Voo \Veus | @a(x1)  wi(xa)  wal23) u
Vo \ W1 || 05 %(x1) @5 2(w2) @53 (x3) u u
Vi et @) ¢ (m2) ¢iP(z;) ®oE H OH OB

La troisiéme colonne contient donc une base(dg,,. Le lemme 8.7 nous dit que la somme
(21)y @ (22)y + (23),, €St directe.

Si(z1), @ (x2)p @ (x3), = V (si aucun bloc noir ne reste), nous avons terminé. Sinon, on
continue.
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(...) Ainsi on continue jusqu’a ce qu’aucun bloc noir ne reste. Dansrgke on obtiendra I'image :

Ve \ Vet x1 T2
Ve_1 \ Ve_a Soa(xl) QOa(l?) L3

Veeo \ Vees || @2(z1) ©2(x2) va(T3) T4

Vo \ Vi || 95 2(21) @& 2(w2) @& 3 (x3) @5 *(aa) x5
Vil @it (@) ot (we) @8 (as) ¢S (xa)  walws) we a7 as

Chaque colonne contient une base(dg, et correspond a un bloc. Plus précisement, nous mettons
les vecteurs qui se trouvent dans la boite dans une$jase commengant a gauche en bas, puis on
remonte la premiére colonne, puis on commence en bas de la deuxiéme colonmeraonte, puis la
troisieme colonne d’en bas vers le haut, etc. Aldis; s(¢) sera une matrice en blocs. Chaque bloc
aa sur la diagonale principale et des 1 sur la diagonale au-dessus de laal@gdncipale. Chaque
colonne correspond a un bloc, et la taille du bloc est la hauteur de la colonne

Dans notre exemple, on a doBdlocs, deux de taille, un de taillee — 1, un de taillee — 2, un de
taille 2 et trois de taillel.

Pour justifier I'algorithme, il faut encore démontrer le lemme suivant.

Lemme 8.7. Soit L = (x1), ® (x2), ® --- ® (x;), construit dans l'algorithme précédent. Par
I'algorithme, on a en particulier

dimpg (21) > dimg (r2), > -+ > dimpg (@) .

(La dimension ici est égale a la hauteur de la colonne correspondante.)

Soitk I'entiertelqueL + Vy =V etL+ V1 #V.OnaVy € L+ Vi_;.

Par I'algorithme, on a aussk < dimg (x;).,.

Siy € Vi, \ (L + Vi—1) est n'importe quel vecteur, alors la somuer- (y),, est directe.

Démonstration.SiV, C L+ Vj_q, alorsVy, + L = Vi1 + L (commeV,_; C V;). Celaimplique la
premiére assertionV, € L + Vj_;.

Démontrons maintenant que la somier- (y),, est directe, c’est-a-dird, N (y), = 0. Soitw €
L N (y),. On supposev # 0. Soit j le maximum tel quev € V;_;. Ona0 < j < k—1. En

conséquence, on peut écrive= S"i— 7 ¢, (y) pourc, € K aveccy # 0. Donc

k—j—1
w=@l(coy+ D cgpl(y)).
q=1
Par construction dé, on peut écrire
w = ¢}({)

pourl € L. C'est le cas cal. N Vj,_; est engendré pas;™ (x,,) pourl < m < ietj < e, =
dimg (Tm)e — (k — 7).

Nous obtenons donc
k—j—1

0=l(coy—L+ D cqply)).
q=1



62 8 REDUCTION DE JORDAN

Cela implique
k—j—1

zi=coy— L+ Y cqpl(y) € V; € Vin
q=1

Utilisant qued-¥—{ " ¢,%(y) € Vi1, nous obtenons finalement

k—j—1
1 J

1
=l —z4 — Uy) € L+ Viy,
y= ol ot q; capl(y) € L+ Vi

une contradiction. Done = 0. O

En mettant ensemble la décomposition spectrale avec 'algorithme ci-desagsplitenons finale-
ment le théoréme sur la réduction de Jordan.

Théoréme 8.8(Réduction de JordanSupposons que le polynbme minimalgdest égal a

T

mipo,(X) = H(X —a;)"
i=1

avec différents; € K ete; > 0 (ceci est toujours le cas lorsque€ est « algébriquement clos » (voir
Algébre 3), par exempl& = C).

Alors, ¢ posséde une réduction de Jordan.

On peut décrire la réduction de Jordan précisement, comme suit. Enlaatd/; := ker ((<p —a; -
id)ei), on obtient ladécomposition spectra(goir le théoréme 713), c’est a dire :

V=@V et o(Vi)C V;pourtoutl <i<r.
=1

Pour toutl < i < r, on applique I'algorithme ci-dessus pour construire dgs, ..., z;,, € V; tels
que

Vi={@in)e @ ®(Tis)e € 0((Tij)e) C (Tij)e-

Soite; ; I'entier positif minimal tel quey — a; - id)% (z; ;) = 0 pour toutl <i <retl <j <s;.
Pour tout espacéz; )., on chosit la base; ; comme dans le lemrhe B.4. On pose

S = 5171 U 51’2 U---u 51151 U 5271 U 5272 U---u 52752 U...... - U ST751”'

Alors, S est unek -base dé&/ telle que

Lo ]| e [0 ]
M, . [ o]
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(matrice diagonale de blocs), ou, pour tauk ¢ < r,

0 u
R
o] ... [0

N“\O\ 0 |
0

‘ 0 Ni,Sz‘
(matrice diagonale de blocs), ou, pour tauK j < s;,
a; 1 0 0 0
0 a 1 0 0
0 0 °
N;ij= ;
-

0 O 0 a 1
0 O 0 0 a

qui est d’ordree; ;. On appelle lesV; ; lesblocs de Jordagpour la valeur propreu;).

Remarque 8.9. Explicitement, la basé est la suivante :

((p —aj - id)elvl_l(CL‘l,l), ((p —aj - id)€1,1—2($1’1)’ ... (90 —ai - id)(l‘l,l), 11,
(QO —aj - id)elvz_l(xlvg), ((p —aj - id)el*z_Q(l'l’z), ce (g@ —aj - id)(l’l,g), 12,
(p—ar-id)* 1 Hzrs), (p—ar-id)* 1 (z1s), ... (p—ar-id)(@1s), Tis,
((p — a9 - id)ezlfl(wgyl), ((p — a9 - id)627172($271), R (QO —ay - id)(l‘gl), 21,
((p — a9 - id)62’2_1(x272), ((p —as - id)€272_2($272), e (QO —as - id) (37272), 22,
(4,0 — a2 id)62’52_1($2,32)7 (80 —az- id)eQ’SQ _2(1'2,82)3 s (80 —az- id) (1'2,32)7 L2 595
(p —ag-id)=® 1 Hzz1), (p—az-id)® (231), ... (p—az-id)(z31), w31,
(p—ayp- id)er’sr_l(xr,sr)a (p—ar- id)e""s’"_Q(er,sT)) coo (p—ar-1d)(Trs,),  Trs,

Noter que laréduction de Jordan n’est pas unigue en général (on peut, par lexgrepmuter les
blocs). Alors, pour étre précis, on devrait parler plutot d’udduction de Jordan, ce que nous allons
faire parfois. SiS' est une base telle ques s(¢) a la forme du théoréme, on dira qiés s(¢) est
la/une réduction de Jordaou bien qu’elle da/une forme de Jordan

Pour appliquer le théoréerhe 8.8 aux matrices, regarder (encore un&fas)arqué 714.
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1 20
Exemple 8.10.(a) La/une réduction de Jordan de la matri¢g) 1 0 | obtenue de la décomposi-
0 0 5
1 1 0
tion spectrale dans I'exempdle 7.5(a) gsb 1 0 | pour la raison suivante.
0 0 5

La matrice satisfait aux hypothéses du théorémk 8.8, donc elle poss®déduiction de Jordan.
Comme elle n’est pas diagonalisable, il ne peut y avoir qu'un seul blec asur la diagonale,
mais le polyndme caractéristique montre queoit apparaitre deux fois sur la diagonale. Donc,
il n'y a pas d’autre possibilité.

1 10
(b) Considérons la matrica/ := | —1 3 0 | a coefficients dang.
-1 1 2

Un calcul montre quear);(X) = (X — 2)3. Alors,r = 1 dans les notation du théorémelg.8 et,
alors, la réduction de Jordan doit étre parmi les trois matrices suivantes :

2 00 210 210
0 2 0], 0 2 0f, 0 2 1
0 0 2 0 0 2 0 0 2

On calcule facilement queipo,, (X) = (X — 2)2. De ce fait nous pouvons déja déduire que la
2 10
réduction de Jordanest0 2 0
00 2
La question devient plus désagréable si on nous demande de calogenatriceC' telle que
210
C~'MC =10 2 0].Maiscelan’estpas aussi difficile que ¢ca. Nous suivons I'algorithme de

0 0 2
la réduction de Jordan :

e OnaM —2ids = | —1

1 0
10
10
0
e Alors,ker(M —2id3) = (| 0|,
1

e Nous savons queipo,,(X) = (X — 2)? (ce qu’on revérifie facilement(M — 2 -id3)? =
03). Selon I'algorithme, nous choisissons

1
1)
0

0 1
x1 € ker((M — 2id3)?) \ ker(M — 2id3) =R3\ (| o |, [1]),
1 0
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1
par exempler; = | 0
0

e Nous commencgons a écrire notre basele premier vecteur de la base est, selon I'algo-

rithme,
-1 1 0 1 -1
vy :=(M—-2id3)z;=1-1 1 0 0| =1-1
-1 1 0 0 —1

et le deuxiéme est juste := z;.

e Dans la deuxiéme étape, nous devons choisir un vegteuiker (M — 2ids) \ (v1,v2) =

0 1 -1 1
1 0 -1 0
0
On choisity = | 0 | et on pose directement = y.
1

o |l suffit d'écrire les vecteurs;, v9, v3 dans les colonnes d’une matrice :

-1 1 0
C=]1-10
-1 0 1
Le théoréemg 818 nous dit que
0 -1 0 1 10 -1 1 0 2 10
Cc'MC=(1 -1 0f|[-1 3 0f]-100|=(f02 0],
0 -1 1) \—-1 1 2 -1 0 1 0 0 2

ce gu’on peut vérifier pour se convaincre des calculs.

Remarque 8.11.Dans des exemples et des exercices vous avez vu/voyez que lssamrea du
polyndme minimal nous donne déja beaucoup de renseignements éduldion de Jordan.

Plus précisement, si est une valeur propre de et (X — a)€ est la plus grande puissance de— a
qui divise le polyndme minimabipo,,(X), alors la taille du plus grand bloc de Jordan avesur la
diagonale est.

En général, on n’obtient pas toute la réduction de Jordan de cette mgrserpar exemple(X —
a)“™2 est la plus grande puissance &e— a qui divisecar,,(X), alors, on a deux possibilités : (1) il
y a deux blocs de Jordan pour la valeur proprele taillee et2; ou (2) il y a trois blocs de Jordan
poura de taillee, 1 et1.
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Exemple 8.12.Nous faisons encore un exemple. Soit

-2 -1 =5
-1 2 -1
M= 2 1 4
4 2 4
0 1 -1
1 -1 1

Son polynéme caractéristique est

-3 6
-1 1
2 =2
6 -5
1 3
0 -1

8 REDUCTION DE JORDAN

caryr(X) = X0 — 18X5 +135X1 — 540X3 + 1215X% — 1458X + 729 = (X — 3)S.

Calculons d’abord

-5 -1
-1 -1
2 1
Mz .= M + 3id =
3 + 31 4 5
0 1
1 -1
puis
o 5 -1 3 -2 -5
0 0 0 0 0 0
-1 1 -1 1
Mz = | / , M =
0o -3 1 -2 1 3
0 1 1 0o -1 -1
0o -2 0 -1 1 2

Nous avons donc

o
S = W N

o oo o oo
|
)

mipoy, (X) = (X — 3)°*

et

Vi =ker(My) =R 2 V5 2V 2 Vi = Exf(3) 20.

Nous calculons d'abord

-1 -1

V3 = ker(M3) = ker

O O O O o O
O O O O O
O O O O O
O O O O o O
o O O o O
o O O O O

6 —4
1 0
-2 1
-5 ’
0 -1
-1 2
3 0 -3 -3
0 0 0 0
-1 0 1 1 , M§1:O
-2 0 2 2
0 0 O 0
-1 0 1 1
0 0 0 0
0 1 0 1
0 -1 0 0
1{’to o[’ [oO )
0 0 1 1
0 0 -1 0
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En fait, il n’est pas nécessaire pour I'algorithme de donner toute une pasrVj, il suffit de trouver
0

un vecteur qui n'appartient pas au noyau. C'est trés facile. On peeng = et on calcule

(el g

Tr =

OOoOOoOO+—O

, M3z =

-1

-1
1
2
1

-1

2
,M3l‘1 =

-2

3
,Mgl‘l ==

3
0
-1
-2
0
-1

Nous avons alors déja un bloc de Jordan de tailldl y a donc soit encore un bloc de taille ou
deux blocs de taillé. Nous calculons maintenant

01 1 0 -1 -1 011 0 -1 -1
00 -6 3 3 0 00 1 —1/2 —1/2 0
00 2 -1 -1 0 000 0 0 0
_ 2\ _ _
Ve=ker@Mg)=ker |00y 9 o o | TR g 0 0 o 0 0
00 2 -1 -1 0 000 0 0 0
00 0 0 0 0 000 0 0 0
010 1/2 -1/2 -1 1\ /o 0 0
00 1 —1/2 —1/2 0 ol {1] |1/2] |-1/2
B 000 0 o ol o o] |12 1/2
=kl 00 o o ol Yol ol o | 1 |”
000 0 0 0 of fo 1 0
000 0 0 0 o/ \u 0 0
Finalement, nous calculons 'espace propre pour la valeur pr@pre
-5 -1 -5 -3 6 -4 1 -1 1 0 -1 2
1 -1 -1 -1 1 0 01 -1 1 0 -1
2 1 1 2 -2 1 0 -6 0 -3 1 6
Viker(M) =ker| oy 5 5 o | TR 9 g L1 0 9
0 1 -1 1 0 -1 0 3 -1 2 0 -3
1 -1 1 0 -1 2 0 6 0 3 -1 —6
10 0 1 -1 1 10 1 -1 1
01 -1 1 0 -1 01 -1 1 0 -1
00 -6 3 1 0 00 ~1/2 0 0
“loo -2 1 0 o “loo -6 3 1 o0
00 2 -1 0 0 00 -1 0 0
00 6 -3 -1 0 00 0 0 0
100 1 -1 1 100 1 0 1 -1 -1
010 1/2 0 -1 010 1/2 0 -1 1 ~1/2
001 —-1/2 0 0 001 -1/2 0 0 0 1/2
= k —k _
“looo o 1 o “looo o 1 o Yol |1 |
000 0O 0 0 000 0O 0 0 0 0
000 0O 0 0 000 0 0 0 1 0

Il'y a donc2 vecteurs propres, donc deux blocs en total. Alors le deuxieme bloe ¢sitld 2. Nous
devons trouver un vecteur dais qui n'appartient pas &4 + (x1, M3z, ngl, M§’x1>, donc un



68 8 REDUCTION DE JORDAN

élément dans

1\ /0 0 0 ~1 ~1 0\ /-1 5 3

o] |1 12| | -1/2 1 -1/2] |1 —1 0 0

ol o] |1/2 1/2 0 1/2 0 1 -1 ~1
Qol-folfol ] 1+ P\Yol] 1 [']o] s || =2 |

o] o 1 0 0 0 0 1 1 0

0/ \1 0 0 1 0 o/ \-1/ \-2/ \-1

Pour trouver un tel élément, on teste I'un apres l'autre si les vecteuns tiabase dé/’; sont linéai-

rement indépendants de I'espace a droite. Nous avons de la charcdéjpir, := marche

[elelelelel

(comme on le voit en faisant un calcul standard). Nous calculons donc

1 -5
0 -1
0 2
2=, Mszg = 4
0 0
0 1
Nous pouvons maintenant écire la matrice
3 5 -1 0 -5 1
0 0 -1 1 -1 0
-1 -1 1 2
o 0 0
-2 -3 0 4 0
0 1 1 0 0 O
-1 -2 -1 0 1 0
et un calcul vérifie
310000
03 1000
1
C-1MC — 0 0 3 0 0
000300
000031
000O0O0 3

Remarque 8.13.Voici quelques remarques faciles a montrer qui sont parfois utiles paicaleuls.
Supposonsipo,,(X) = (X — a)°.

(a) Lataille du plus grand bloc de Jordan est
(b) Chaque bloc de Jordan contient un espace propre de dimemnhgionr la valeur proprex.

(c) Le nombre de blocs de Jordan est égal & la dimension de I'espapeeour la valeur proprex.
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9 Espaces hermitiens

Objectifs :
e Connaitre la définition d’espaces euclidiens et hermitiens ;
e connaitre les propriétés fondamentales des espaces euclidiens et hermitien
e savoir calculer des bases orthonormales par la méthode de Gram-Schmidt ;
e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

Nous commencons par une motivation de quelques-uns des sujets gsiuixwat
Soit M € Mat,, . (K) une matrice. Considérons I'application :

A by
<a >M:KnXKn—>K7 < : ) : >M = (al az - an)M :
an bn b

Nous avons donc I'égalité

Si M est I'identité, alors

ay 21 21 n
a2
<< : > ) 2 > = (al az - an) 2 :Zazbz

an b:ﬂ b.n =1

C’est le produit scalaire canonique bien connu. Cela donne en pliS+£siR)

a1 a1
a2 az
<< : >7< ; ))zaf+a§+-"+ai>0
an an
ay
a2
pourtout( . ) # 0.
an

Faisons un autre exempléf = (1 %). Alors

(@), (,lg)> = (a1 a2)(12) (’g;) = ayby + 2a1by + 3azby + dashs.
En général, nous observons immédiatement les propriétés suivantes :

(a) Linéarité dans la premiére variablePour touty € K™, I'application
<'7y>M:Kn_>K7 I’_><x7y>M
estK-linéaire, c'est-a-dire, pour tout;, zo € K™ ettouta € K, on a

(21 + az2, y)m = (21, y) M + alz2, y) mr-
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(b) Linéarité dans la deuxiére variablePour toutr € K™, I'application
<x7'>M:Kn_>K7 y’_><x7y>M
estK-linéaire, c'est-a-dire, pour toyt, yo € K™ ettouta € K, on a

(w,y1 +ay2) v = (x,y1) M + alz,y2) M-

Question : Quand avons-nous que ), est symétrique, c’est-a-dirér, y)as = (y, z) s pour tout
x,y e K"?

Pour voir la réponse a cette question, prenonrs e; comme lei-eéme vecteur canonique gt= e;.
Alors

(€iyej)m = engej = e;(j-eme colonne dé/) = i-eme coeff. dej-eme colonne d&/) = m; ;.

Donc, (e;,ej)m = (ej, ;) impliquem; ; = m;,; pour toutl < 7,5 < n, en d'autres mots, la
matriceM est symétriqué/ = M.

Inversement, partons d’une matrice symétrigue= M. Nous faisons un petit calcul formel et
assez élégant :

<$7y>M — xtrMy — (xtrMy)tr — ytthr(xtr)tr — yter — <y7x>]\/[7

ou nous avons utilisé que® My est une matrice de taille, donc égalé a sa transposée, ainsi que le
lemme suivant :

Lemme 9.1. SoientM € Mat,, ,,(K) et N € Mat,, ((K) des matrices. Alors
(M . N)tr — Ntr . Mtr.
Démonstration.Exercice. O
Nous avons donc obtenu I'équivalence :
(, Y est symétrique= M est symétrique M = M*".

Question : Pour K = R, quand avons-nous&:, x) s > 0 pour toutz € R™ ?

Nous avons vu que c’est le casMiest I'identité et , ) est donc le produit scalaire canonique. Nous
allons revoir cette question plus tard.

Pour l'instant, passons& = C. Nous nhotong = x — iy le conjugué complexe de=z + iy € C
avecr = Re(z) ety = Im(z).

Pour des nombres complexes, il n’est pas vraiyjije, 27 est plus grand ou égalien fait, cela n’est
méme pas une question admise g¢an’est pas réel en général, donc demander si c’est plus grand
que zéro n’a pas de sense. Par contre, la valeur absaiue |z;|? est toujours réelle et non-négatif.
Donc il est utile de modifier la définition dans le dés= C :

(, )m:C"xC"—=C, (z,y)m:= = My
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ou 7y est le vecteur obtenu en appliquant la conjugaison complexe a tout eodffidoter que cette
définition revient a la définition en hautKi = R car la conjugaison complexe n’a pas d’effet sur les
nombres réels.

Avec M l'identité, cela donne

ay b1 E n
a2 bo ba —
<<;>, ) =(aaz o oan) | :Zaibi-
an : : i=1

bn Z

C’est encore le produit scalaire canonique bien connu. On obtierien p

al al
a2 2 2 2 2
<< : )( : >>=Ia1\ + laz|”+ -+ 4 fan[” > 0
an an
al
a2
pourtout( . ) # 0.

an .7 ’ .
Regardons encore les propriétés suivantes :
(a) Linéarité dans la premiére variablelnchangé !

(b) Sesqui-linéarité dans la deuxiére variablBour toutz € C", I'application
(, ) K" = K,y (z,9)m
est sesqui-linéaire, c’est-a-dire, pour tguty, € K" ettouta € K, on a

(91 + ay2) v = (T, y1) M + alz, y2) v

Par les méme calculs que ci-dessus, nous obtenons I'équivalence :

(x,y)pm = (y,x)p pour toutr,y € C" <—= M = M.

Une matriceM telle queM = Mt est appeléaermitienne
Pour la suite, de cette section nous posoris = R ou K = C.

Définition 9.2. SoitV un K-espace vectoriel. Une application
(,):VxV =K, (v,w)— (v,w)
est appelééorme hermitiennesi pour toutv, vq, ve, w, w1, we € V et pour touta, b € K on a
o (avi + v2,w) = a(vi, w) + (v2, w) (linéarité dans la premiére variable),

o (v, bwy + ws) = b{v,w1) + (v, ws) (sesquilinéaritéans la deuxiéme variable) et

o (v,w) = (w,v).

Une forme hermitienné, -) est ditepositivesi
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o VveV:(v,u)>0.(Noter(v,v) = (v,v), donc(v,v) € R.)
Elle est ditedéfinie positivesi
e VO#veV:(vuv)>0.

Une forme hermitienne définie positive s’appelle apssduit scalaire
On appelleespace hermitietout tuple(V;, (-, -)) ou (-, -) est une forme hermitienne définie positive.

Remarque 9.3. Noter que pourK = R les deux derniéres conditions de la définition d’'une forme
hermitienne deviennent

o (v,bw; + w2) = b(v,w1) + (v, ws) (linéarité dans la deuxiéme variable) et
o VoeVVweW: (v,w) = (w,v).

On parle d’'une forme bilinéairsymétrique

Si K = R, dans la littérature on utlise plutbt le noespace euclidieau lieu d’espace hermitien (qui
est souvent reservé pol¥ = C). Ici, pour simplifier la terminologie, nous allons toujours parler
d’espaces hermitiens, mémefsSi= R.

Nous avons déja vu les produits scalaires canonique ci-dessusRffoer C*. On peut faire des
définitions similaires aussi dans des espaces de fonctions (de dimensia@) infi

Exemple 9.4.(a) Le produit scalaire canoniqué , )»; pour M l'identité est en effet un produit
scalaire siKk = Rou K = C.

(b) SoitC = {f : [0,1] — R | f est continu} 'ensemble de toutes les fonctions continue$ide]
dansR. C’est unR-espace vectoriel pout et- définis point par point. L'application

1
() CxCo R (g) = [ f@gla)da
est une forme hermitienne définie positive.

(c) SoitC = {f :[0,1] — C | f estcontinu} 'ensemble de toutes les fonctions continue$0de|
dansC. C’est unC-espace vectoriel pouf et- définis point par point. L’application

1
() CxCsT () = [ S
est une forme hermitienne définie positive.

Définition 9.5. Soit(V;, (-, -)) un K-espace hermitien.

On dit quev, w € V sontorthogonaux L w si (v, w) = 0. Noter:v L w < w L v.

SoitW < V un sous-espace. On dit ques V et W sontorthogonauxy 1. W siv 1 w pour tout
w € W.Noter:v L W < W L v (avec les définitions évidentes).

SoitU < V encore un sous-espace. On dit quet W sontorthogonawt L W siU L w pour tout
weW.Noter:U LW W LU.
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Le complément orthogonal dé& est défini comme
Wt={veV]vlW}

Lanorme («longueur »jev € V est définie comme| := /(v, v) et|v —w| est dit ladistanceentre
v etw.

Proposition 9.6. Soit(V, (-, -)) un K-espace hermitien.
(a) Pourtoutv € Vonalv| >0etjv] =0« v=0.

(b) Pourtoutv € V ettouta € Kona: |a-v| = |a| - |v]
~—~— ~ =~

|-| dansV/ || dansK |-| dansV/
(c) Pourtoutv,w € Vonal(v,w)| < |v] - |w| (inégalité de Cauchy-Schwarz
—— ~—~ ~—~
|-| dansK |-| dansV  |-| dansV

(d) Pourtoutv,w € Vonalv+w| < |v| + |w| (inégalité triangulairg
~~ ~~
|| dansV/ |-| dansV || dansV’

{

Démonstration.(a) Définition.
O |a-v?>={a-v,a-v)=a
(c) ler cas w = 0. Alors, (v
2éme casw # 0. Soitc :=

@ (v,v) = lal?- |v|%
w) = (v,0 - w) = 0{v,w) = 0, donc|(v,w)| =0 = |v]| - |w|.

)
(v,w

TR Alors

I~

0<|wf? (v—rc-w,v—c-w)
= wl? - (v,0) = [w? - ¢ (w,v) — w2 (v, w) + w|* e T (w, w)

= ’w‘Q : ‘fU,Q - <U7w> ’ <w7v>_m' <U7w> + (v,w> W

=l(vw)] =0
(d)

v +w|? = (v+w,v+ w)
= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w, w)
= [ + [w]® + (v, w) + (v, w)
= [vf* + [w]* + 2 - Re((v, w))
< o] + w* + 2 - [{v, w)|
< ol +w® +2 - o] - |w]
= (ol + [w])*.

Proposition 9.7 (Pythagore) Siv 1 w, alors|v + w|? = |v|? + |w|?.

Démonstration.|v + w|? = (v + w,v + w) = (v,v) + (w,w) = |[v|* + |w|>. O
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Noter que toute forme hermitienne définie positive est non-dégénérée usi= 0 pour toutw € W,
alors en particuliefv, v) = |v|?> = 0, doncv = 0. Le méme argument montre aussi que= 0 si
(v, w) = 0 pour toutv € V.

Définition 9.8. Soient(V, (-, -)) un K-espace hermitien &t = {s; | i € I} (avec un ensemblg par
exempleS = {s1,...,s, SIT ={1,2,...,n}).
On dit queS est unsystéme orthogonai

e (s;,5;) > 0 pour touti € I et
e (si,s;) =0 pourtouti,j € I, # j.

On dit queS est unsystéme orthonormai (s;, s;) = d; ; pour touti, j € I.
Si S est une base d& qui est un systeme orthogonal/orthonormal, on parle d’base orthogo-
nale/orthonormale

Exemple 9.9.La base canonique d&" (ou deC™) est une base orthonormale pour le produit scalaire
canonique de I'exemple 9.4.

Proposition 9.10(Orthonormalisation de Gram-Schmid8oient(V, (-, -)) un K-espace hermitien et
des vecteurs(-linéairement indépendants, so,...,s, € V.
Laméthode de Gram-Schmifltoir la démonstration) calcule des vectetysts, ..., t, € V tels que

o (t;,t;) = d0;; pourtoutl <i,j <net

o (51,82,...,8;) = (t1,ta,...,t,) pour toutl < r < n (les sous-espaces déengendrés par
81,89,...,8 etparty,ta, ..., t. sont égaux).

Démonstration.Nous présentons la méthode de Gram-Schmidt.

C’est une récurrence pour=1,2,...,n; donc il y an étapes.

Til.tl = %

r = r + 1. Par hypothése de récurrence nous avonsdg¢ja. , t, tels que(t;, t;) = J; ; pour tout
1<i,j<ret(s;,sa,...,8) = (t1,ta,..., t).

Nous devons trouver. ;. D’abord on définit

T

Wry1 i= Spy1 — E (841, ta)ts.
i—1

Ce vecteur satisfait pour tolit< j < r

T

(Wry1,t5) = (Sp41 — Z<Sr+bti>ti7tj>
=1
T

= (sr1,ty) = Y _{((8r41, t)tis 1)

=1
= (841, t5) — ({841, t5)t5, L))
= (841, t5) — (Sr+1,t5) - (tj, 1)
=0
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Comme(si, sa,...,8) = (t1,ta,...,t), ON Qw41 & (t1,t2,...,t,), doONc, en particulieny, ;1 #
0. Cela nous permet de définir
Wr41
tr,«+1 = .
‘wr—‘rl‘
Ce vecteur satisfait claireme(t}.1,t;) = d,+1,; pourtoutl < i <r+1et(sy,s2,...,Sr,Sp41) =
<t17t27"'7t7‘7t’r‘+1>- ]

Exemple 9.11.Nous appliquons la méthode de Gram-Schmidt aux vecteurs suivants :

1 1 —1
1 5 ;
s1 = (1) yS2 = 3 yS3 = -3
0 ~2 -6
i 5 3
surRS avec le produit scalaire canonique.
(1) Calculons la longeur de; :
|81| = \/ZI = 2.
Donc
1/2
1 1/2
t1 = =81 = 102
2y
1/2
(2) Calculons maintenant
1/2
3 1/2
-2
(s2,t1) = ( 32 ) 1(/)2 ) = 6.
- 0
5 1/2
Donc
1 1/2 2
3, 1/2 0
Wy = S9 — <82, t1>t1 = 32 —6 1(/)2 = 702
- 5 -
La longeur dews est
lwa| = V16 = 4.
Donc
-1/2
0
1 ~1/2
to = ng = 0/
-1/2
1/2
(3) Calculons maintenant
1 1/2
5 1/2
(s3,t1) = ( —22 e |) =2

0
3 1/2



76 9 ESPACES HERMITIENS

et
—-1/2
ANE?
(s3,t2) = (| 2% |, 70/ ) =4
—6 —1/2
3 1/2
Donc
1 1/2 -1/2
5 1/2 7?/2
wg = 83 — (83,t1)t1 — (s3,t2)ta = —23 -2 1(/)2 —4 0
_6 0 —1/2
3 1/2 1/2
La longeur dews est
Donc
1(/)2
b | 1
37 QW= | 12
—-1/2
0

||
ol Lewo

Corollaire 9.12. Soit(V, (-,-)) un K-espace hermitien de dimension finie (ou méme dénombrable).

Alors, V possede un&’-base orthonormale.

Démonstration.Conséquence directe de Gram-Schrinidt]9.10.

Corollaire 9.13. Soit(V, (-, -)) un K-espace hermitien 8/ < V' un sous-espace de dimension finie.
Soitsy, ..., s, € W une K-base orthonormale d& (qui existe a cause du corollaife 9]12). Nous

définissons
n
aw V=W, v Z(v,si>si.
i=1

Cette application est appelé& projection orthogonale sti¥’.

(a) mw estK-linéaire et satisfaitry, o myy = myy.
b)) V=wWwaowt.

(c) Pourtoutv € V,ona

n

[mw ()]* = (v, s0) > < Jol*.

i=1

C'estl'inégalité de Bessel

(d) Pourtoutv € V, my (v) peut étre caracterisé comme 'uniquec W tel que|v —w| est minimal.

L'application 7y est donc indépendante du choix de la base.

Démonstration.(a) Calculs simples.
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(b) Soitv € V. Nous écrivons = my (v) + (v — 7 (v)). Nous avons clairementyy (v) € W.
Montrons quev — my(v) € W+ pour cela il suffit de prouver que — mw (v), s;) = 0 pour tout
I<j<n:

n n

(v —mw(v),85) = (v,55) = O (v, 8)s0,85) = (v,85) = Y (v, 80) - (s, 55) = (v,8;) — (v, 55) = 0.

i=1 i=1

Cela nous donn& = W+, donc il suffit de montrer que la somme est directe. Soit W NV -,
En particulierw | w, c’est-a-dire{w, w) = |w|? = 0, doncw = 0.
(c) Nous venons de voity (v) L (v — 7w (v)), donc par Pythagofe 9.7 nous avons

| 2 2

[o? = Jaw (o) + [o — 7w (0) 2,

donc|my (v)|? < |v|?. C’est déja I'inégalité. Calculons maintenant I'égalité :

mw (v)* = (7w (v) ZZ v, 55) (v, k) (55, 1) Z’ v, 55)|

7=1 k=1

(d) Nous utilisons encore une fois Pythagore 9.7 pour obtenir poaiiy’

v —wl? = (v — 1w () + (1w (V) = w) 7 = [v— 7w (V) +|mw () — w]?.
————

ewd ew indépendant de

Donc|v —w| est minimal si et seulement|siy (v) —w| = 0, donc si et seulement&i = my (v). O

10 Opérateurs adjoints, autoadjoints, normaux et isométries

Objectifs :
e Maitriser les concepts d’opérateur adjoint, normal et autoadijoint;;
e maitriser la notion d’'isométrie, et les notions de matrice unitaire et orthogonale ;

e connaitre les propriétés fondamentales des opérateurs normaux efj@nteaet des isomé-
tries;

e savoir décider si ces notions sont satisfaites ;

e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

On continue aved € {R, C}. Dans cette section, on s'intéresse a la question quand dans un espace
hermitien une application linéaire est « compatible » avec le produit scalaire pgaisement, on
voudrait comparer

(Mv,w), (Mv, Mw), (v, Mw), et{v,w)

ou M est une matrice et, w sont des vecteurs.

Cela nous amenera aux matrices symétriques, hermitiennes, orthogomigairesi et aux isométries.
On démontrera plus loin notamment que toute matrice symétrique a coefficidstestdiagonali-
sable, et des généralisations.

On fait/rappelle les définitions suivantes :
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Définition 10.1. (a) On appellematrice symétriqueu autoadjointeéoute matriceM € Mat,, «,(R)
telle queMt™ = M.

(b) On appellematrice hermitienneu autoadjointe¢oute matriceM € Mat,, ., (C) telle queM™ =
M.

Noter qu’'une matrice symétrique n’est rien d’autre qu’une matricenfigenne a coefficients
réels.

(c) On appellematrice orthogonaleuisométrietoute matriceM € Mat,,x,(R) telle queM ™ M =
id.

d) On appellematrice unitaire@uisométrietoute matriceM € Mat,,x,(C) telle queM ™ M = id.
( pp q

Noter qu’une matrice orthognale n’est rien d’autre qu’une matrice uréta coefficients réels.

Définition 10.2. Nous définissons les groupes de matrices suivants ou la loi de multiplicatide e
composition de matrices :

(@) GL,(K) = {M € Mat,«,(K) | det(M) # 0}, le groupe linéaire généralr K,
(b) SL,,(K) = {M € Mat, x,(K) | det(M) = 1}, le groupe linéaire spécialr K,
(€) O, ={M € GL,(R) | M**M = id}, le groupe orthogonal

(d) SO,, = {M € SL,(R) | M**M = id}, le groupe orthogonal spécijal

(e) U, = {M € GL,(C) | MM = id}, le groupe unitaire

(f) SU, = {M € SL,(C) | MM = id}, le groupe unitaire spécial

Lemme 10.3.Soit M € Mat,, <, (K) une matrice carrée.

(a) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M est autoadjoint.
(i) Pour toutv,w € K™ ona v M"w = v Mw.
Noter qu’en termes du produit scalaire canonique, I'assertion serittg@mme :
(Mv,w) = (v, Mw).
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M estune isométrie.

(i) Pourtoutv,w € K™ ona:v""M"Mw = v w.
Noter qu’en termes du produit scalaire canonique, I'assertion serittgmmme :
(Mv, Mw) = (v, w).

Démonstration.Nous avons démontré la partie (a) au début de la selction 9. La démonstiatian
partie (b) procéde par exactement les mémes arguements. Plus précisdimest,immédiate de la
formuleef* Me; = m; ; pour toute matrice carré®l = (m; ;). O
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Il est trés facile de donner des exemples de matrices symétriques ou harast{ehoisir n’importe
quels coefficients réels sur la diagonale, écrire n'importe quels coaffigiéels ou complexes (selon
la situation) dans la partie sous la diagonale principale, remplir la partie ausddsda diagonale
principales par les valeurs correspondantes).

Lemme 10.4.SoitM € Mat,,«,,(K) une matrice carrée. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) M estune isométrie (i.e. unitaire ou orthogonal) ;

(i) les colonnes dé// formes une base orthonormale &&" (pour le produit scalaire canonique) ;

(i) les lignes deM formes une base orthonormale #&" (pour le produit scalaire canonique).

Démonstration.Par la définition de la multiplication de deux matrices, I'assertion (ii) est préciteme
I'égalité MM = id, donc l'assertion (i). L'assertion (iii) est I'assertion (ii) pour la matricg”.
Donc I'équivalence entre (iii) et (i) revient a I'équivalence

MYM =id & MMt = id.

Comme dans les groupes les inverses sont uniques, I'égalité a gauélaigatente a7 M*™ = id,
et il suffit d’appliquer la conjugaison complexe pour obtenir I'égalité atero O

Lemme 10.5.0n a

Oy = {(((a; —Si“@) € GLy(R) | 0 < a < 27} U {(COS((‘” sin(a) ) € GLy(R) | 0 < a < 27}

sin(a) cos(a) sin(a) — cos(a)

cos(a) —sin(a)
sin(a) cos(a)

M — ( cos(a) sin(a)) (cos(a) 7sin(a)) _ (cos2(a)+sm2(a) 0 ) — (10,

—sin(a) cos(a) sin(a) cos(a) 0 cos?(a)+sin? ()

Démonstration.Notons d’abord que la matricel = ( ) est bien orthogonale :

cos(aw) sin(a)
sin(a) — cos(«

Soit maintenanfi/ = (¢ %) une matrice orthogonale, donc

Le calcul pour la matrica{ ) ) est similair.

t 24+c? abtcd
MUM = (59) (24) = (Giaiie) =

—=Oo

).
Des égalités? + ¢ = 1 etb? + d2 = 1, on obtient) < «, 8 < 27 tels que
a = cos(a), ¢ = sin(a), d = cos(B), b = sin(f).
L'égalité ab + c¢d = 0 donne donc
0 = cos(a) sin(3) + sin(«) cos(fB) = sin(a + B).

Nous en concluons
a+ [ =mnm

pour unm € Z. Sim est pair, nous trouvons :

cos(f) = cos(m — a) = cos(m) cos(a) + sin(m) sin(a) = cos(av)
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et

sin(8) = sin(m — a)) = sin(m) cos(a) — cos(m) sin(a) = — sin(«)
ce qui donne
ab) _ [ cos(a) —sin(e)
(c d) - (sin(a) cos(a) ) ’
Sim est impair, nous trouvons :

cos(f) = cos(m — «) = cos(m) cos(a) + sin(m) sin(a) = — cos(«)
et
sin(8) = sin(m — a) = sin(m) cos(a) — cos(m) sin(a) = + sin(«)
ce qui donne
ab) _ [ cos(e) sin(a)
(c d) - (sin(a) fcos(a)) )
comme voulu. O

Nous changeons maintenant de point de vue : au lieu de matrices, nandareg des applications
linéaires entre espaces hermitiens.

Proposition 10.6. SoientV et W deuxK-espaces hermitiens de dimensienstm ety : V. — W
une applicationk -linéaire.

(a) Il existe une unique applicatiok -linéaire v*! : W — V telle que pour tout € V et tout
weWw

(p(v), w) = (v, " (w)).
Noter que le produit scalaire a gauche est celuiltie et le produit & droite celui d&’.
L’application ¢*1 est appelé#adjointe de.

(b) SoientS une K-base orthonormale d¥ etT" une K-base orthonormale d&/. Alors

Mg (™) = My s()™
(la matrice obtenue de la transposée par la conjugaison complexe).

Si M est une matrice, nous noton$d la matrice M = M et I'appelons lamatrice adjointe
Donc Mg 7(¢*) est la matrice adjointe dé/r ().

Démonstration.SoientS = sq,...,s, etT =t1,...,t, les deux bases orthonormales. Soit
Mr s(¢) = (aij)1<i<m,1<j<n,

c'est-a-direp(s;) = Y ;v ax;tx. Nous allons prendre (b) comme la définition,ef€ : c’est I'appli-
cation K -linéaire représentée palr s(p)™. Concrétement, nous avopsd(t;) = > 7_, @ ksk.
Nous vérifions d’abord :

m m

(e(si)st) = O anitusty) =Y aniltn, t;) = aj;
k=1 k=1
m m

(50, 0°(85)) = (s, Y Timsw) = Y ajr(si, sk) = aj,;
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Nous pouvons maintenant obtenir (a) par la linéarité : soieat) i, b;s; etw = > 0", c;t;; nous
avons

(), w) = (O bisi), > cjt;)
i=1 j=1

n

= () bip(si),

i=1 j

=30 Y elelsi )

i=1 j=1

= by s, 0™ (1))

i=1  j=1

m
cjts)
=1

m

= O bisi, Y il (t;)
=1

J=1

= bisi, ™ ejty)
i—1 j=1
= (v, "} (w)).

Pour I'unicité dep®d, écrivonsp?d(t;) = S°7_, di. ;s et calculons

aji = (p(s:),t5) = (50, 0°Ut;)) = (s, > djse) = > dij(sir ) = dij.
k=1 k=1

On obtient donal; ; = a;;, I'unicité. O
Noter que siK = R, I'adjointe d’'une matricé\/ est la matrice transposée.

Proposition 10.7. SoientU, V. W desK-espaces hermitiens de dimensions finids ErN V4w
des applicationd<-linéaires. Alors :

(a) id§ = idy,

(0) (¢ + )™ = + 92,

(€) Vo€ K : (zp)* = T2,

(d) (nop)* =p*dondet

€) (p*1)* = o.

Les mémes assertions sont vraies pour des matrices.

Démonstration.Les assertions pour les matrices sont facilement vérifiées. Le sewlitemalil faut
faire attention estM o N)' = N o M, c’est le lemm¢gQl1l. O
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Définition 10.8. SoientV’ un K-espace hermitien de dimension finiecet V' — V un K-endomor-
phisme.
On dit quey estautoadjoint (selbstadjungiert, self adjoist)y = ¢*9.

En vue de la propositidn 10.6, nous avons donc
¢ est autoadjoint= Mg s(¢) est autoadjoint,

pour S une base orthnormale dé
Pour la démonstration de la proposition suivante, nous avons besoipetitifemme.

Lemme 10.9.Soit(V, (,)) un espace hermitien. Alors,siL V pourv € V, alorsv = 0.

Démonstration.Siv L V, on a en particuliery 1 v, doncO = (v,v) = |v|? ce qui implique bien
v=0. 0

Proposition 10.10. SoientV un K-espace hermitien de dimension finieset V' — V un K-endo-
morphisme.

(a) Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) ¢ estautoadjointp = %),

(i) (v,w), = (p(v), w) pourv € V etw € V est une forme hermitienne.
(b) Siy estautoadjoint, alorse =0 < Yv eV : (v,v), =0.

Démonstration.(a) Il est toujours vrai (méme si n'est pas autoadjoint) qug, -),, est linéaire dans
la premiere variable et sesquilinéaire dans la deuxieme. Il faut dondegda troisieme propriété
dans la définition des formes hermitienhes 9.2. Saieant € V. D’abord on fait le calcul

(v, w)p = (p(v),w) = (v, p*d(w)) = (P*(w), v) = (W, V) yaa.

Nous avons donc

par le lemmé_10]9.
(b) Sie = 0, il en suit trivialement

<U,U><p = <90(U)7U> = <O,U> =y
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Supposons maintenaft, v), = 0 pour toutv € V. Soientv, w € V' et soita € K. On calcule

0= (v+aw,v+ aw),

= (p(v),v) +(p(v), aw) + (p(aw),v) + (p(aw), aw)
=5 D

= a(p(v), w) + alp(w),v)

= a(p(v), w) + a(w,¢(v))

= a(p(v), w) + alp(v), w)

=2 Re(a{p(v),w)).

Avec a = 1, nous obtenon® = Re({p(v),w)), et aveca = i on trouve0 = Im({p(v),w)). En
conséquence, Nous avons pour toub € V

0= (p(v), w).

Pour toutv € V, nous trouvons dong(v) L V, d’ou le résultat vouly(v) = 0 par le lemmé&_10I9.
0

Si'on applique la proposition précédente ayeg pour une matrice carréd, on retrouve le résultat
de la discussion au début de la secfibn 9. Alors :

(@) M = M < M est autoadjoint (v, w) — v* Aw est une forme hermitienne.
(b) SiM est autoadjoint, alorst/ =0 < Vv € K" : " Mv = 0.

Nous introduisons maintenant les applications qui ne changent pas legloagice sont les « iso-
métries ».

Définition 10.11. SoitV un espace hermitien. On appelfométrietout o € Endg (V) tel que pour
toutv e V

[o(v)] = Jvl.

Lemme 10.12.SoientV” un espace hermitien et € Endx (V). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) ¢ estune isométrie.
(i) ¢*d oy =idy (en particulier,p est un isomorphisme).
(iii) Pour toutv,w € W : (p(v), p(w)) = (v, w).
Démonstration.« (i) = (i) » : Nous avons pour tout € V' :
(v,0) = (p(v), p(v)) = (v,*}((v))),

donc

ad

(v, (p* 0 —idy)(v)) = 0 et, alors,((npad o p —idy)(v),v) = 0.
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Noter quep®d o » — idy est autoadjoint, donc la propositibn 10.10(b) impligti€ o ¢ — idy = 0,
alorse®d o ¢ — idy.
« (i) = (iii) » : Soientv, w € V, alors
(p(v), p(w)) = (v, 0™ (p(w))) = (v, w).
« (iif) = (i) » : Soitv € V. Alors,

() |* = {p(v), p(v)) = (v,v) = o],

Par ce lemme, nous avons
p est une isomeétrie=- Mg s(¢p) est une isometrie (i.e. orthogonal ou unitaire)

pour S une base orthonormale de

Jusgu’ici nous avons considéré deux types d’endomorphismes/mateagsadjoints et isomeétries.

On aimerait pouvoir traiter quelques-unes de leurs propriétés en par@lietderche donc une géné-
ralisation commune. Les opérateurs normaux sont une telle généralisatiosrdnnons d’abord la

définition de facon « métrique ».

Définition 10.13. SoitV un espace hermitien. On appetpérateur normabut ¢ € Endg (V) tel
que pour touy € V'

lp(v)] = ™ (v)].

Exemple 10.14. e Siy est autoadjoint, on @*1 = ¢, donc,y est normal.

e Sip est une isométrie, on a qyeest un isomorphisme efd = =, Commegy(v)| = |v| on
trouve|¢®d(v)| = |~ (v)| = |v|, donc,e est normal.

Proposition 10.15. SoientV' un espace hermitien et € Endg (V). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) ¢ estnormal.
(i) *op=gpopH
Démonstration.Faisons d’abord le calcul
le(@)]* = 1™ (V)] = (p(v), p(v)) = (¥*(v), ™ (v))
= (p(v), (¢ (v)) = (" (v), ¢ (v))
< o
=

™o p(v),v) — (o™ (v),v)
(™ 0 — o ™)(v),v).

Notons quep o p*d — 24 o » est autoadjoint. En conséquence (proposfiion 10.10(b)) nous avons

(Vo eV lp@)]* = [¢*()?) & ¢* oy = pop™
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En termes de matrices, nous avons donc :

—t —tr définiti
pestnormal< M M = MM “E=" M est normal

ouM = Mg s(p) pourS une base orthonormale de

Lemme 10.16.SoientV" un espace hermitien et € Endx (V') normal. Soita € Spec(y) une valeur
propre dey.

(@) Ep(a) = Eua(a).
(b) Siy est autoadjoint, alorg € R.
(c) Sip estune isométrie, alofa| = 1

Démonstration.(a) Nous démontrons d’aboiar(y) = ker(¢®?) pour tout opérateur normal. Soit
v e V,alors,

déf. normalité

v € ker(p) & p(v) =0« |pv) =0 & I ()| = 0 = ¢*(v) =0 < v e ker(p?).
Posons maintenant := ¢ — a - idy . C’est aussi un opérateur normal :
Yo = (p—a-idy)o(p—a-idy)? = (p—a-idy)o(p?—a-idy ) = o —a-0*—a-p+a-a-idy
=¢op—a- " —a-pta-a-idy =(p—a-idy)* o (p—a-idy) =¢* 0.
Le calcul précédent nous donne donc
Ey(a) = ker(¢ — a - idy) = ker(¢) = ker(¢*?) = ker(¢* — @ - idy) = E a(a).

(b) Pour touty € E,,(a) nous avons € E,(a), donca - v = p(v) = ¢*(v) =@ - v, alorsa = a et
en conséquengec R.

(c) Pour touty € E,(a) nous avons = 1 (p(v)) = ¢ Ha-v)=a- ¢ (v) =a-a v =la|]? v,
doncla|? = 1. O

Exemple 10.17.Cet exemple nous donne un avant-goQt du théoréme spectral.
(a) D’abord nous continuous I'analyse d& du lemmé_1015.

(1) SoitM = (Cos(a) ~sin(e) ) Son polyndme caractéristique est

sin(a) cos(a)
(X — cos(a))? 4 sin?(a) = X2 — 2cos(a)X + 1

dont le discriminant est cos?(a) — 4 < 0 avec égalité si et seulementsbs(a)| = 1, si et
seulement siv € 7Z.

En conséquence, si¢ 77, alors M n'admet pas de vecteur propre et n'est donc pas diago-
nalisable. Cela est aussi géométriquement clair dareprésente la rotation par I'angle

qui ne fixe aucun vecteur sauf si I'angle est un multiplerde

Sia estun multiple pair de, alors M = id. Sia est un multiple impair de, alors M = —id.
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(2) SoitM = (COS("‘) sin(a) ) Son polyndéme caractéristique est

sin(a) — cos(a)
X2 —cos?(a) —sin®(a) = X2 - 1= (X —1)(X +1).

La matriceM est donc diagonalisable avec valeurs propreket 1.
Il s’agit géométriquement d’une réflection a une axe (vecteur prppur la valeur proprd).

(b) SoitM € Mats«3(R) une matrice orthogonale. Son polyndme caractéristique est unitaire de
degré3 et admet donc un zéro réal. Par le lemmé_10.16, ce zéro est shitsoit —1. Il existe
donc un vecteur propre; pour la valeur propre\;. Nous pouvons le normaliser tel qlg| = 1.

Par Gram-Schmidt, nous pouvons trouver des vecteurs; tels quevy, v2, v3 forment une base
orthonormale déR?. En plus, comma@/ est une isométrie, pour= 1, 2, nous avons

0 = <UZ',’U1> = <MUZ',MU1> = )\1<M’U¢,U1>.

Cela veut dire qué// envoie le sous-espad® < R*® engendré paw-, vz dans lui méme.

Si I'on écrit les vecteurs, v2, v3 comme colonnes dans une matricgqui est orthogonale'!),
nous obtenons alors

A 0 0
C"MC=|0 a b
0 ¢ d

La matrice4 := (2 %) est orthogonale et appartient@,.

Sidet(A) = det(M)/A; = 1, nous avons quel = (‘:5((3)) ‘Czlsr(l&‘;)) pour un0 < a < 2.
Sidet(A) = —1, nous pouvons trouver une basg, ws de IV consistant en vecteurs propres
normalisés :|w;| = 1 pouri = 2,3 pour les valeurs propres, —1. En conséquencey , wo, ws

est une base orthonormale &&. Si D est la matrice (orthogonale!) dont les colonnes sont ces

vecteurs, nous avons finalement

A 0 0
DYMD=10 1 0
0 0 —1

pour Ag € {1,—1}.

11 Théoréeme spectral

Objectifs :

e Connaitre et maitriser les théorémes spectraux ;

savoir calculer la diagonalisation de matrices normales complexes, des matiticadjointes ;

savoir calculer la forme normale des matrices orthonormales ;

connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.
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Soit V' un espace hermitien et soidiifiV < V deux sous-espaces vectoriel. Nous écriian® W
pourU + W sila somme est directé/( W) et les deux espaces sont orthogonauixl( ).

Lemme 11.1.SoientV” un espace hermitien et € Endx (V') normal. Alors, pour touty, . . ., a,, €
Spec(¢y) distincts, nous avons

Ey(a1) + Ey(az) + -+ Ey(an) = Ey(ar) OEy(a2) O - DEy(an).

Démonstration.Nous avons déja vu dans le lemme 3.10 que la somme d’espaces propiiescést d
Soient0 # v € Ey(a;) et0 # w € Ey(aj) aveci # j (doncw € E.a(aj) par le lemmé_10.16).
Nous avons
<SO(U)> w> = (aw, w> = ai<U7 ’LU>,

mais aussi

<90(,U)7w> = <U7 (Pad(w» = <U7a7jw> = aj <Ua w>?
donc (v, w) = 0. O
Nous démontrons d’abord le théoréme spectral pour les opératearaunroa coefficients complexes.
La raison en est que dans ce cas nous disposons du théoreme suivant.

Théoréme 11.2Théoréme fondamental de I'algébrd&out polyndmef € C[X]| de degré> 1 pos-
sede un zéro.

Démonstration.Cours d’analyse. O

Théoréme 11.3(Théoréme spectral pour opérateurs norma®gientl” un C-espace hermitien de
dimension finie ep € Endg (V). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ estnormal.
(i) V =Quaespec(y) Ey(a) (€n particulier,p est diagonalisable).
(iii) V possede une base orthonormale de vecteurs propresgaour

Démonstration.« (i) = (i) » : Nous savons déja qué’” := D, cgpec(,) Eio(a) €St Un sous-espace
deV et nous savons que la somme est orthogonale a cause du [emine 11.1.llage@d3(b) nous
renseigne sur I'existence d’un complément orthogdhat W & W L. Le but est de montréi’ - = 0.
Le lemme[10.16 implique qu&” = (0) Epaa (@), donc® (W) C W. Soit maintenant
v € W, Alors pour toutw € W,

a€Spec

{p(v),w) = (v, (w)) =0,

montranty(v) € WL, Donc nous pouvons restreindgesur W+. Soit f = cary € C[X]le
polyndme caractéristique. Supposons §ié # 0, doncdeg(f) > 1. Par le théoréme fondamental
de l'algébrd_11.2, ce polynébme possede un zéro C. CommecaumwL | car,,, nous trouvons €
Spec(y), doncW+ N W # 0, contradiction. Alorsi¥+ = 0, comme énoncé.

« (i) = (iii) » : Il suffit de choisir une base orthonormale de chadia) et prendre la réunion; on
aura automatiqguement une base orthonormal€ decause de I'orthogonalité des espaces propres.
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« (iii) = (i) » : SoitS = s1, ..., s, une base orthonormale diede vecteurs propres. Saif la valeur
propre associée & (nous ne demandons pas que dessoient deux-a-deux distincts). Nous avons
doncy(s;) = a; - s;. Soitl < j <n.Ona

(55,90 (si) — @isi) = (55,907 (s5)) — (85, ss) = (p(s5), 8} — ai(s5, 8:) = (aj — a5)(s5, s;) = 0.

Donc (™ (s;) — @s;) L V, alorsp®(s;) = @; - s;. Le calcul

p(0(si) = (@i - 5i) = @i - p(si) =T - a; - 54
U p(si) = ™ (ai - 8i) = ai - (1) = @i - @ - 54,
implique p o ?d = 24 o , la normalité dep. O

Donnons maintenant la traduction en termes de matrices du théoreme $pgke&tral 1

Corollaire 11.4. SoitM € Mat,x,(C) une matrice. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) M estnormal, c'est-a-dirdl" - M = M - M,
(i) Il existe une matricainitaireC' € Mat,,,,(C) telle que@tr - M - C est une matrice diagonale.

Démonstration.« (i) = (i) » : Soit ¢ = ¢, I'endomorphisme d€™ tel queMs s(¢) = M ou S est

la base canonique (qui est orthonormale pour le produit scalaireicaiedh Selon la propositidn 10.6
nous avonsiI' = Mg s(¢*%). Donc I'nypothése qué/ est normal revient a dire queest normal.

Nous utilisons le théorenie 11.3 pour obtenir une base orthonorfhdke vecteurs propres. Donc
Cgf -Ms s(¢)-Cs,r = Mt 7(p) €stune matrice diagonale. Rappelons maintenant que les colonnes
de C := Cg,r sont les vecteurs de la bage CommeT" est orthonormal pour le produit scalaire
canonique, nous avords - " = id,, et 'assertion est démontrée.

« (i) = (i) » : Soit c" M.-C = diag(as,...,ay), la matrice diagonale aveg,...,a, sur la
diagonale. Notons d’abord

tr

(C"-MC) =C"-M"-C = diag(a, ..., an).
Comme des matrices diagonales commutent, nous trouvons

—tr tr —tr —tr ——=tr —tr —tr ——tr
(c -MmMC) -(C"-MC)=C"-M" -C-C -MC=C" -M"-MC
—tr —tr tr —tr —tr=—tr —tr ——tr
=(C"-MC)-(C"-MC) =C -M-C-C"M" -C=C"-M-M -C,
doncd"™ - M = M - 1. O
Lemme 11.5.Soit M € Mat,,x,(R) une matrice que nous considérons §ur
(a) Pour toutu € C ettoutv € C™ on al'équivalence v € Ey () <= v € Eyn ().

(b) Pourp € Conaléquivalence u € Spec(M) <= 11 € Spec(M).

(c) Pourp € R, I'espace propreFy; (1) € C™ possede une base daRs.
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(d) Soity € Spec(M) tel quep € C\ R et soitv € Ejr(p) tel quejv| = 1.
Posonse := %(v +7),y = %(v —7) € Ey(p) @ Ep(p).
Alors|z|=1,]y| =1,z Ly, Moz = Re(p) - * — Im(p) - y et My = Re(p) - y + Im(p) - .

Démonstration.(a) On observe Mv = p-v <= Mv = Mv = 1-v = i - © ce qui implique le
résultat. (b) en est une conséquence directe.

(c) Il suffit de montrer que&,, (1) admet un systeme de générateurs dAhsSoit vy,...,v, €
C" une C-base deE)(i). Posonsr; = Re(v;) ety; = Im(v;) pourj = 1,...,r. Ces vec-
teurs appartiennent &), (x) carv; y appartient pour touj. Commev; = z; + iy;, les vecteurs
Tlyeeoy Ty Y1y - -,y €Ngendrentyy (u).

(d) Notons d’abord que L v carEy () L Ep() commeu # . On a

j2|? = (z,2) = (—=)*(v + 0,0 +7) = %((v,w +(0,7) + (v,7) + (v, v)) = 1.

N

Le calcul dejy| est similair :

2 = () = ()0 =T =) = L ({,0) + {5,7) — {0.7) — (5,0)) = L

Sl

Onaaussi ;
7

(z,1) = %<v+6,v %) = £ ((0,0) = @7) + (B,0) ~ (0,7)) =0.

Calculons maintenant I'action d¥ :

Mz = jE<Mv+Mv> - \}i(/er/W) - 2\1/5((u+u)(v+v) (A —1)
= S0+ e — (= By = Re() - — Tm(y) -

My = (Mo = M) = (= 70) = 2= ((u+ 7)o = 7) + (1 = )0 +7))
= %(u+ﬁ)y+%(u—ﬁ)w=Re(ﬂ)-y+lm(u) (T

Corollaire 11.6. Soit M € Mat,,»,(R) une matrice normale, c'est-a-dir®/** - M = M - M*.
Soient\y, ..., Ap, (41, vy flsy @1, -+, fls POUrN =17 4+ 2s €A1, ..., A\, € Retug,...,us € C\R
les coefficients diagonaux de la matrice du corolldire 111.4. On pgse: Re(u;) et 8; = Im(u;)
pourl <i <s.
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Alors, il existe une matricerthogonale”’ € Mat,,»,,(R) telle que

AN 0 0 0 0 0 0 0 0 o0
0O X 0 0 0 0 0 O

@)
o

o
o

0O A 0 O

0 0
ap B 0O 0 0 0

tr _
¢r-M-C= B, ay 0 0O 0 0
0 0 0 0
0 0

o O O o O O

0 0 P

0 0 0 0 g /Bs

0 0 0 0 —B o

Démonstration.Selon le corollair€ 1114 et le lemrhe I11.5, nous avons une base orthonormale
W1, W2, ... 7w7“7/017v717 ’U27’U727 .. 'USan

deC™ consistant en vecteurs propres pour les valeurs propres

)\17A27"'7>‘7’7M17m7,u’27m7"'7/'687m

oun = r + 2s et la propriétéw; € R™ pourl < ¢ < r est satisfaite. Comme dans le lemme, posons
wj = 5 (v +75) ety; = -5 (v; — 75).

Alors, wy,wa, ..., w,, X1,Y1, T2, Y2, ..., Ls, Ys fOrment une base orthonormale B&. Si cette base
orthonormale est écrite dans les colonnes d’'une matti¢gui est alors orthogonale), alofs ' M C

est de la forme énoncée. Cela suit des calculs dans le lemme 11.5. Ol

Remarque 11.7.Soit M € Mat,,«,(K) pour K € {R,C}. Pour calculer la matriceC' des corol-
laires[11.4 ef 1116, on peut utiliser les techniques déja appris. On praaiede:

(1) Calculer le polyndme caractéristique.
(2) Calculer les valeurs propres dafis(comme zéros du polynéme caractéristique).
(3) SiM € Mat,«,(C), pour touta € Spec(M), calculer uneC-base deEy,(a).

(4) SiM € Mat,x,(R), pour touta € Spec(M) réel, calculer uneR-base deF,,(a), et pour tout
a € Spec(M) non-réel, calculer un€-base deF,(a).

(5) En utilisant Gram-Schmidt, calculer une base orthonormal&gea) (surR sila base d’origine
est surR) pour touta € Spec(M).
Noter que sk € C \ R et M € Mat,x,(R), alors on obtient une base orthonormale Hg; (a)
en appliquant la conjugaison complexe a la base orthonormalE géa).

(6) SiM € Mat,«,(C), €crire les vecteurs des bases orthonormales dans les colonnes de la m
trice C.
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(7) SiM € Mat,x,(R), trier les valeurs propres d&/ (vu comme matrice a coefficients complexes)
ainsi : d’abord les valeurs propres réelles, ..., A, puiSg1, . .., s, i1, - - -, s € C\ R.

Pour tout vecteurn de la base orthonormale d’'un espace progtg;(u;) pouri = 1,...,s,
calculer les vecteurs, y comme dans le corollaife 11.6 et ainsi obtenir une base orthonormale a
coefficients réels d&y, (1;) ® Enr ().

Ecrire les vecteurs des bases orthonormales réellegides\;) pouri = 1,...,r etdeE (u;)®
E\(f;) dans les colonnes de la matricé

Exemple 11.8.Nous faisons un exemple concret pour une matrice symétrique. Soit

14 38 —40
M=1 38 71 20
—40 20 5

Son polynéme caractéristique gsf + 45)(X — 45)(X — 90).
Calculons les expaces propres :

59 38 —40 2
Eyv(—45)=ker | 38 116 20 | =(| -1,
40 20 50 2
—31 38 —40 4
Ev(5) =ker [ 38 26 20 | =(| -2]|)
—-40 20 —-40 -5
et
—76 38 —40 1
Epn(90) =ker | 38 —-19 20 | =([2]).
—-40 20 -85 0

Ces vecteurs sont déja orthogonaux par le lenime] 11.1. On peut le wvéaifieement pour s’en
convaincre. |l suffit donc de les normaliser et de les écrire dansdiEsioes d’'une matrices :

2 4 1
3 3V5 5

O— =2 =2 =
3 3v/5 V5
2 =6
3 3

Par construction,C' est orthogonal, ce qu’on vérifie aussi par un calcul direct. Nousrairis par
construction (a vérifier par un calcul) :

—45 0 0
CY*MC=1| 0 45 0
0 0 90

Nous pouvons maintenant déduire un résultat plus fastest autoadjoint.

Corollaire 11.9. SoitK € {R,C}. SoitM € Mat,,«,(K) une matrice. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
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(i) M est autoadjoint (symétrique/hermitien).
(i) Il existe une isométrie (matrice unitaire/orthogonatgé)c Mat,, ., (K) telle que@tr M- C =
diag(ay,...,a,) avecay,...,a, € R.

Démonstration.« (i) = (ii) » : CommeM est autoadjoint, il est normal. Nous pouvons donc appliquer
le corollaird 11.B. En plus, on obtient= n ets = 0 dans la notation du corollaire, c&pec(M) C R
par le lemmé 10.16.

«(iiy = (i)»: SoitC" - M - C = diag(ay,...,a,), la matrice diagonale aveg, . ..,a, € R surla
diagonale. En prenant encore I'adjointe des deux cotés, nous @vond/ - C = C" - M" - C car
la matrice diagonale est invariante. Dof¢,= . O

Corollaire 11.10. Soit K € {R,C}. SoientV un K-espace hermitien de dimension finiegete
Endg (V). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) o estautoadjoint.
(i) V =Daespec(p) Ep(a) (€N particulier,y est diagonalisable) eipec(¢) C R.
(iii) V posséde une base orthonormale de vecteurs propres pour dessvatepres réelles poup.

Démonstration.Nous allons déduire ce théoreme du corollaire [11.9. Pour cela,Ssaite base
orthonormale dé&/. Alors, ¢ est normal/autoadjoint si et seulementigi := Mg s(p) est nor-
mal/autoadjoint (cela provient de la proposition 10.6).

« (i) = (ii) » : Il suffit d’appliquer le corollairé_11]9 a la matrice .

« (ii) = (iii) » : Il suffit encore une fois de choisir une base orthonormale dhague espace propre.

« (i) = (i) » : SoitT la base orthonormale dans I'’hypothése. &bia matrice dont les colonnes sont
les vecteurs de la bage Alors, C" - Ms s(p) - C est diagonal avec des coefficients réels, donc le
corollaire[11.9 nous dit qu&/s s() est autoadjoint, alorg I'est aussi. O

Corollaire 11.11. (a) SoitM € Mat,x,(C) une isométrie. Alors il existe une matrigaitaireC' €
Mat,, x»(C) telle queC"" M C est diagonal et tous les coefficients sur la diagonale sont de valeur
absoluel.

(b) SoitM € Mat,xn,(R) une isométrie. Alors Il existe une matriogthogonaleC' € Mat,,xn(R)
telle que

A 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 X 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 A 0 0 0 O 0 0
0 0 cos(ag) sin(aq) 0 O 0 0
C"- M- -C=
0 0 —sin(ag) cos(a;) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 cos(as) sin(ag)
0 0 0 0 0 0 —sin(as) cos(as)
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OUM,...,\ € {—1, 1}.

Démonstration.(a) Cela est une conséquence directe du coroflairé 11.4 et du lemme 10.16.
(b) Cela suit du corollairg_111.6 et du lemime 10.16 car poarC de valeur absolug on aRe(z) =
cos(a) etIm(z) = sin(a) sil'on écritz = exp(ic). O

La partie (b) est une généralisation de I'exenfiple 10.17.

Corollaire 11.12. Soit K € {R,C}. SoientV un K-espace hermitien de dimension finie et soit
¢ € Endg (V') une isométrie.

(i) Si K = C, alors il existe uneC-base orthonormalé de V' telle queMg () est diagonal et
tous les coefficients sur la diagonale sont de valeur absblue

(i) Si K = R, alors il existe unéC-base orthonormale de V' telle quelMs s(¢) est comme dans
la partie (b) du corollaird 11.111.

Démonstration.C’est la traduction du corollaife 11111 au cas des endomorphismes. O

Définition 11.13. (a) SoitV un K-espace hermitien de dimension finie et soit Endx (V') au-
toadjoint. On dit quep est(défini) positifsi la forme hermitienné, ), de la propositiorh 10.70 est
(définie) positive.

(b) SoitM € Mat,x,(K) une matrice autoadjointe (symétrique (si = R) ou hermitienne (si
K = (C)). On dit queM est(défini) positif si la forme hermitienngv, w); := v Mw est
(définie) positive.

Lemme 11.14.SoitV un K-espace hermitien de dimension finie avec base orthonorfalesoit
v € Endg (V') autoadjoint. Alors :

(a) ¢ est (defini) posititk=- Mg s(¢) est (defini) positif.

(b) ¢ est positif<= Spec(¢) C R>o.

(c) o est défini positik=- Spec(¢) C Rxo.

Démonstration.Exercice. O

Lemme 11.15.Soit M € Mat,x,(K) une matrice autoadjointe (symétrique {si = R) ou her-
mitienne (siK' = C)) et positive. Alors il existe une matrice positidé € Mat,, ., (K) telle que
N? =M etNM = MN. En plus,M est defini positif si et seulement/$il'est aussi.

Démonstration.Exercice. O

Théoréme 11.1§Décomposition polaire)SoitV un K-espace hermitien de dimension finie et soit
¢ € Endg (V) un isomorphisme (c’est-a-dire un endomorphisme inversible).
Alors il existe un unique® € End g (V') autoadjoint et positif et une unique isométgiec Endg (V)

tels quep = x o 1.
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Démonstration.Existence :Par un exercicep®? est aussi un isomorphisme. Définissons l'isomor-
phismef) := x*d o . |l est autoadjoint :

Had — (Soad o So)ad — (pad o (Soad)ad — ()Oad op= 9,

doncSpec(f) C R par le lemmé&10.16. Montrons maintenant qu'’il est défini positif :

(v,0)9 = (0(0),v) = (™ (p(v)),v) = (p(v), p(v)) = | (v)[* > 0

pour tout0 # v € V. Par le lemmé&1I1.15 il existe domcc Endg (V) défini positif tel que? = 6.
Posonsy := p o4~ 1. Pour terminer la démonstration de I'existence il suffit de montrengcest une
isométrie :

X_lzwogp_l:¢_low20@_1:11}_1090(’0_1
:wilo(padogoogpil :wflogoad: ((powfl)adzxad

ol nous avons utilis@)y—1)2d = (¢2d)~1 = ¢~ cary est autoadjoint.
Unicité : Supposong = y1 o 11 = 2 o Yo pour des isométrieg;, x» et des isomorphismes autoad-
joints définis positifg)q, 1. On obtient

Xzt oxi =0yl = B.

A gauche nous avons une isométrie et a droite un endomorphisme autoadjoinpdsitif. Il existe
donc une base orthogonadetelle quelMs s(3) est diagonal, et les coefficients sur la diagonale sont
d’'un part réels et positifs (cét est autoadjoint positif) et de valeur absolu@ar 5 est une isométrie).
C’est donc l'identité3 = id d’ou x; = x2 ety = s. O

12 Quadriques

Objectifs :
e Savoir faire des opérations simultanées sur les lignes et les colonnes;;
e connaitre le liens avec les matrices élémentaires;;

e savoir calculer une matrice diagonale en utilisant des opérations simultamdes Bgnes et
les colonnes;

e connaitre la définition des quadriques;

e connalitre la définition de I'’équivalence de quadriques;

e connaitre la classification des quadriques;

e savoir calculer le type dans la classification pour quadrique donnée;

e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.
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Opérations simultanées sur les lignes et les colonnes

On reprend I'étude des opérations élémentaires (de I'algorithme de Gaug3 Bgnes et les colonnes
(voir la définition[1.39 et la suite), sauf que nous faison maintenant deatapé simultanées sur les
lignes et les colonnes, c’'est-a-dire que toute opération qu’on faitsliglees doit aussi étre faite sur
les colonnes. Par exemple, sil'on additionne la 3-eme ligne sur la 5-éme lifmé,alussi additionner

la 3-éme colonne sur la 5-eme colonne. L'avantage est gu'une matricérgyraéestera symeétrique.
En paralléle avec le lemnie 1140, on a le lemme suivant.

Lemme 12.1.Soient\ € K, i,j,n € Nyg, i # j et M € Mat,,xn(K).

(a) Pﬁ;MPM est la matrice obtenue a partir d&/ en échangeant l&ieme et laj-iéme ligne ainsi
gue lai-ieme et laj-iéme colonne.

(b) S;(N)'MS;()\) est la matrice obtenue a partir d&/ en multipliant lai-iéme ligne ainsi que la
i-eme colonne pak. En particulier, le coefficient &, i) est multiplié par\2.

(€) Qi;(N)"MQ; ;(\) est la matrice obtenue d&/ en additionnant\ fois la i-iéme ligne sur la
j-ieme ligne, ainsi qua fois lai-ieme colonne sur lg-ieme colonne.

Démonstration.ll suffit d’appliquer le lemmé&_T.40. O
1 2 3

Exemple 12.2.SoitM = | 2 4 5 |.C’estune matrice symétrique. On écrit la matrice augmentée
3 5 6

et on fait les opérations sur les lignes et sur les colonnes (seulemeld switié droite). On n'a
besoin de la moitié gauche que si on veut une matrice régéltelle CM C*'™ (Attention : dans les
considérations précédentes, nous avions la transposée a gauchedraite) est égal a la matrice
obtenue par les transformation simultanées sur les lignes et les colonnes.

1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
-3 0 1/V3 0 -3 0 |w

-3 V3 -1/¥3 0 0 1/V3

1 0
-3 0 1//3 0 -1 0
-3 V3 —-1/V/3 0 0 1

100123 1 0012 3 1 001 0 3
010245[=|-21000-1|—]-2100 0 -1
001356 0 01375 6 0 013 -1 6
1 001 0 3 1 001 0 0
-2 100 0 -1|~|-2100 0 -1
-3 010 -1 -3 3010 -1 -3
1 001 0 0 1 001 0 0
—»|1-3010 -1 -3|—=]|-3010 -3 -1
2100 0 -1 2100 -1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
—»|-30 1 0 -3 -1|=[-30 1 0 -3 0
-1 1 -1/3 0 0 1/3 -1 1 -1/3 0 0 1/3
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Notons que le-1 au milieu de la partie a droite ne peut pas étre transformélerar on peut
seulement multiplier/diviser par des carrés. S@itla moitié gauche de la matrice finaleC' =
1 0 0
—/3 0 1/4/3 |.La moitié droite est la matrice obtenue par des opérations simultanées
V3 V3 —1/V3
sur les lignes et les colonnes. Par le lemime 112.1, on a I'égalité suivante gfuconvaincre, on
peut la vérfier par un petit calcul) :

1 0 O

CMC" =10 -1 0

0 0 1
1 0 O
En posantD = C" on a la transposée a gauchd>)"MD = [0 —1 0
0 0 1

Nous généralisons maintenant ce que nous avons vu dans I'exemple.

Proposition 12.3. Soit K un corps tel qué+1 # 0 et soitM € Mat,, x, (K) une matrice symétrique.
Alors il existe une matric€’ € GL,,(K) tel queC*™ M C est une matrice diagonale.

Démonstration.La démonstration se fait par récurrence suke casn = 1 est trivial (rien a faire).
Supposons la proposition démontré pour les matrices de tailld.

mi1 Mmi2 ... Min
_ ma1 M22 ... M2y _ . L D
SoitM = ] . Si M est la matrice nulle, il n’y a rien a faire. Donc suppo-
mn,l mn’Q Ce. mn’n

sonsM non-nul. On utlisera des transformations simultanées des lignes et desel@n procéde
en 2 étapes.

(1) Transformer la matrice a ce que ; # 0.

Cas 1:il existe tel quem,; ; # 0 : Dans ce cas, on échangeit@me et la premiere ligne et la
i-eme et la premiere colonne.

Cas 2:m;; = 0 pour tout: = 1,...,n : Commel n’est pas la matrice, il existe: # j tels que
m;; # 0. On additionne la-eme sur lgj-eme ligne et la-eme sur lgi-eme colonne. Cela donne
m;; +m;j; = 2m; ; alaplacgj, j) et on s’est donc ramené au cas 1.

(2) Par (1), nous avong, ; # 0. Pour touti = 2, ..., n, on additionne-m ;/m; ; fois la premiere
ligne sur lai-éme ligne et-m; ;/m ; fois la premiére colonne sur faéme colonne.
mi 0 PN 0
mao ... Ma2n

Ainsi on obtient une matrice de la forme
0 mp2 ... Mpn

L'hypothése de récurrence appliquée au bloc de taillel qui reste finit la démonstration. Ol
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Corollaire 12.4. Le rang d'une matrice est invariant par des opérations simultanéekesuignes et
les colonnes.

Démonstration.Supposons qué&/ est obtenue dé/ par des opérations simultanées sur les lignes et
les colonnes. Par la propositibn 12.3 o608 M C = N pour une matrice inversible’. CommeC'*
est aussi inversible (par exemple, Gag det(C') = det(C™)), nous avonsk(N) = rk(C*"MC) =

dim(im(C*MC)) = dim(im(C*"M)) = dim(C*" (im(M)) = dim(im(M)) = rk(M). O
Quadriques
Dans toute cette section, s@itun corps tel qué +1 # 0, par exempld< = R ou K = C. Rappelons
d’abord queK[X, X, ..., X,] note 'anneau des polyndmes dans les varialilesXs, ..., X, a
coefficients dang(. Un élément de&<[ X, X», ..., X,,] est de la forme

di  d2 dn

o .oyl iz i
E E g iy in,in X1 XKoo - Xy

i1=0i2=0  in=0
Dans la suite, nous ne regardons que des polynémes quadratiques.

Définition 12.5. On appellgpolyndme quadratique (avariable et a coefficients dais) tout élément
de K[X;, Xo,...,X,] delaforme

n
q(X1, Xo,..., Xp) = Z i j XiXj + Zao,in‘ + ao .

1<i<j<n i=1

Exemple 12.6.(a) Soitn = 1. On nomme la variabl&’. Tout polynbme quadratique est de la forme
a11X? + a1 X +apo = aaX? + a1 X + ag
ou nous avons rénumeroté les coefficients de fagon habituelle.
(b) Soitn = 2. On nomme les variable¥, Y. Tout polyndme quadratique est de la forme
6L1,1X2 + a1 2 XY + a2,2Y2 +ag1X + ap2Y + ap .
En particulier, on a les exemples :

Q) 5 +¥ 1

@ %~ -
@) % -Y

Lemme 12.7.Soitn € N et soitA € Mat(,,;1)x(n41) (/) une matrice symetriqueses coefficients
seront appelés; ; pour0 < i, j < n (noter qu’on commence la numerotation §. Soit X le vecteur
des variables précedé de

ap,0 ap1 ... Qon 1
a071 a171 al,n Xl

S
I

agn Aln --- Qnn Xn
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Alors le polyndme

n n
qA(Xl, . ,Xn) = XtrAX =2 Z ai,inXj + Z amXZ-Q +2 Z ao,,‘XZ' + ap,0
1<i<j<n =1 =1

est quadratique et tout polynd6me quadratique provient d’'une unicateaa symétriqued par cette
formule.

Démonstration.C’est clair. O
1

~ Il 7 7

) € K", onnotez = | . |, levecteur: précedé

Tn

1

Comme dans le lemme précédent, pout ( :
parl. "
Définition 12.8. On appellequadrique (en dimensiom) tout ensemble

Qa = Qa(K) := {z € K" | #" A% = 0}
ou A est une matrice symétrique daiBat 11y (n+1) (K)-

Exemple 12.9.0n considérer = 2.

-1 0 0
(1) SoitA = [ 0 = 0].OnaQs = {z € R?| f—; + %22 — 1 = 0}. Géométriquement, il
0 0 4
s’agit d’'une ellipse.
-1 0 0
(2) SoitA=|10 L 0 [.OnaQa = {zecR?| f—; — ’g—; — 1 = 0}. Géométriquement, il
0 0 7
b2

s’agit d’'une hyperbole.

.0naQ4 = {z € R? | f—; —Y = 0}. Géométriquement, il s’agit

o8~ o
o O M‘L

0
(3) SoitA = | 0
-1

2
d’'une parabole.

Nous définissons aussi une matrice augmentée Cssit(c; ;) € Mat, x, (K ) une matrice ey € K"
un vecteur. Nous posons :

1 o ... O
— Y1 61,1 ... Cln
Cy =

Yn Cna1 ... Cpn

Lemme 12.10.Soit A € Mat (1 1)x (n+1)(K) Une matrice symetrique €14 la quadrique associée.
Soity : K™ — K™ uneaffinité, c’est-a-dire, une application de la forme

¢(v) = Bv+ By
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1 0 0

. o~ R —Y1 61’1 . CL
ouB € GL,(K) ety € K". SoitC := (B~!)_, = "
—Yn Cn1l ... Cpn

Alors o(Q4) = Qsu - L'image d’une quadrique par une affinité est donc aussi une qgadr

Démonstration.Tout repose sur I'égalité

e —~—— - P

Co(x) =C(Bx+By) =(—y+z+y) =17

Nous avons donc I'égalité

—_—~ e~ —_~—

7 A7 = (Co(@) " ACo() = plo) (CTAC) g (o),
d’ou le résultat. O

Définition 12.11. Soientq; (X1, ..., X,) etg (X, ..., X,,) des polyndbmes quadratiques provenant
de matrices symétrique$, B € Mat ,, ;1) (n+1)(K), C'est-a-direg1 = qa, 2 = q5-

On dit queq; (X1, ..., X,) etg(Xy,. .., X,) sontéquivalentss’il existeC' € GL,,(K),y € K" et
0#xc Ktels queCA’;trAa; =zB.

On a donc par le lemnie 12110 que( X, ..., X,) etgp(X1, ..., X,) sont équivalents si et seule-
ment s'il existe une affinité : K™ — K™ tel quep(Q4) = Qp.

Notre prochain but est de caractériser les quadriques a équivgarscdour cela, nous avons besoin
de la définition suivante.

Définition 12.12. On appellesysteme de représentantsid& modulo les carré®ut ensembld? ¢
K \ {0} qui satisfait que pour tout € K* il existe un unique € R etuny € K tels quer = r - y2.

Exemple 12.13.(a) SiK = C, alors R = {1} est un systéme de représentantstdemodulo les
carrés. En effet, tout élément @eest un carré.

(b) SIK =R, alorsk = {—1, 1} estun systéme de représentant®demodulo les carrés. En effet,
tout élément positif dR est un carré, et tout élément négatif est moins un carré.

(c) On appellesans carréout entierm € Z tel qu’il n'est divisible par aucun carré d’'un nombre
premier. SoitkR = {m € Z | m est sans carrg.
Si K = Q, alors R est un systeme de représentantsdemodulo les carrés. En effet, on peut
écrire
a 1 q\ 2
p = =m(3)

N e . 2 z
ol ab = mgq? pourm € Z sans carré. En plus, sh = m’ (£)” pour m,m’ sans carré, alors
m’ | m; de la méme fagonp | m’; commem etm’ ont le méme signe, on obtient = m/,
l'unicité.
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Dans le théoréme de la classification des quadriques, nous utiliserongdéenmssuivantes : Pour
n € N, les coefficients des matrices symetriques Mat,, 1)« (n41) (/) Seront numérotés ainsi :

a070 ao,l . ao,n

ap1 ai1 ... Qin
A=

ap.n a17n . anm

Soit 4,, le bloc de taillen x n de A en bas a droite :

ailr ... Q1n
A, =

ain .-+ Gnpn

Lemme 12.14.SoientA € Mat(,,41)x (n+1) (/) SymétriqueC’ € GL,(K) ety € K". Alors
(C,"AC,) = C"A,C.

o . ~tr . .
En particulier, le rang de4,, est égal au rang déOy rACy)n. Donc le rang de4,, est invariant par
équivalence de polynémes quadratiques.

1
P . . .y —~—tr 0
Démonstration.Les faits que la premiére colonnedg estle vecteu<

— 0
deC, estle vecteu(1o .. o) montrent le résultat. O

) et que la premiere ligne

Théoréme 12.15(Classification des quadriques$oit R un systéeme de représentants H& mo-
dulo les carrés. Soij4(X1, ..., X,) le polyndbme quadratique associé a la matrice symétrique
Mat (4 1) (n41) (K)- Soitr le rang de la matriced,,.

Nous avons les trois cas :

(I) Sirk(A) = r, alors il existe dess, as,...,a, € Rtels quega(Xy,...,X,) est équivalent a
X2 +as X3 +azX?+-- +a. X2

() Sirk(A) =r+1, alors il existe deg1,as, . ..,a, € Rtelsquegs (X, ..., X,) est équivalent
aaX?+aXi+-+a X2+ 1.

() Sirk(A) =r+2,alorsr <n —1etil existe des, as,...,a, € Rtels quega(Xi,..., X,)
est équivalent & X7 + as X3 + -+ + a; X2 + 2X,41.

Démonstration.Pour obtenir ces formes spéciales, nous avons le droit d’utiliser seules®npé-
rations simultanées sur les lignes et les colonnes qui correspondetmtaﬂalﬂxxes@; avecC' une des
matrices de la définition 1.B9 gte K™ n'importe quel vecteur.

On procéde en plusieurs étapes :
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(1) A cause du lemnie 12114, la proposition 12.3 montre qu’en utilisant des nsafri¢a matriceA
peut étre transformée en

boo bo1 ... bor bor41 ... bon

bop b1p 0 O 0 0

: 0 .0 0 0

B=| by, 0 ... by 0 0
boysi O ... 0 0 0

bow O ... 0 0 ... 0

pourd; ; # 0 pourl < i < r de fagon a ce que, etgp soient équivalents.

- R . . . N i tr
(2) Noter qu'additionner la-eme ligne (pout > 1) sur la premiere correspond a la matride,
ol e;_; est lei-eme vecteur canonique. Nous pouvons donc transformer notre mdtrscpqur
obtenir

boo 0 ... 0 bosr1 bo,n

0 b1 0 0 0 0

: o 0 0 0

B = 0 0 ... by 0 0

bory1 O 0 0 0

bon O ... 0 0 ... 0

(3) Cestici ou la distinction des cas intervient.
(I) Supposonggg = byr+1 = bor42 = -+ = by, = 0. Dans ce cas le rang d@ (qui est

égal au rang det) est egal a. On pourra encore diviser paf; (a cause de I'élement
0 # x € K dans la définition de I'équivalence) pour obtenir

0 0 . 0 0 ... 0
01 0 ... 0 0...0
0 boo 0 . 0
g_l0 0 o 0 0 ...0
0 0 0 by O ... 0

0 0 0 0 ... 0
00 ... 0 0 0..0

Finalement, par la muliplication de fa&éme colonne et l&éme ligne poul < i < r par
un élément convenabtedansK (ce qui revient & multiplied; ; para?) on peut choisib; ;
dansR. Maintenant;p est précisement de la forme de (I) dans I'assertion.
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() Supposongg 1 = bo,+2 = -+ = by, = 0, Maisby o # 0. Dans ce cas le rang de (qui
est égal au rang dé) est égal & + 1. Apres division paby o, on obtient

1 0 ... ... 0 0 ..0
0 byy O ... 0 0 ... 0
C 0 by 0 .0
B0 0 0 0 0..0
000 ... 0 by O ... 0
0 0 0 0 ... 0
00 ... 0 0 0 ...0

Comme dans (1), on peut aussi forégr € R pourl < ¢ < r. Maintenantyg est précise-
ment de la forme de (ll) dans I'assertion.

(Ill) Supposons qu'il existe + 1 < i < n tel queby; # 0. En échangeant des lignes et des
colonnes simultanément, on peut d’abord obténir,; # 0. En divisant la matrice par
bor+1, ON peut donc mettre ce coefficient égal.&n additionnant-b ; fois la (r + 1)-

tr
eme ligne sur lg-eme pour- 4 2 < j < n (ce qui correspond a la matri¢€, ;1) ) on
arrive a annuleb, ; pour cesj. On a donc la matrice

00 ... 0 0 1 0 0
0 by 0O 0 0 0 0

0 byy O 0 0

00 0 "~ 0 0 0 0
B=10o 0 0 0 b, 0 0 0
1 0 0 ... 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
P R :
00 ... ... 0 00 0

On voit que le rang d& est eégal a+2. Comme dans (1) et (I1), on peut aussi forégr € R
pourl < i < r. Maintenantyg est précisement de la forme de (l1l) dans I'assertion.

Cela finit la démonstration. O

Corollaire 12.16. Soit K = C. Soitq(X1,...,X,) € C[Xi,...,X,] un polyndbme quadratique
non-nul. Alors il est équivalent & un unique polyndme parmites- 1 polynémes suivants :

() X2+---+X2pourl <r <n;
() X2+---+X2+1pourl <r<n;

any X2+ +X2+2X,qpourl <r<n-1.
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Démonstration.On sait queR = {1} est un systéme de représentants gotirmodulo les carrés.
Donc le théoréemg_12.15 implique qyeest équivalent a un des polyndémes dans la liste. L'unicité
provient du fait que dans ce cas le rang ensemble avec le type {(IjlI()) est assez pour uniqguement
caractériser le polynéme. O

Notre prochain but est une classification explicite des quadriques rd&dlescela, il nous faut encore
montrer le théoréme suivant de Sylvester. D’abord nous avons bésaitechme.

Lemme 12.17.Soit A € Mat,«,(R) une matrice symétrique et sdit, w) 4 := (Av,w) la forme
symétrique définie pad surR™.

(a) Il existe des sous-espaces, V_, 1V < R™ tels que

e R" =V, OV_ DW,

e pourtoutd # v € Vi, ona(v,v)4 > 0,

e pourtoutd #v € V_,ona(v,v)4 <0 et
e pour tout0 # v € Vp, on a(v,v)4 = 0.

(b) SiV,,V_ 1V, sont des sous-espaces ayant les propriétés dans (a), alors

e dim V, est le nombre de valeurs propres positivesAje
e dim V_ est le nombre de valeurs propres négativesidst

e dim V| est le nombre de valeurs proprésie A.

On doit compter les valeurs propres avec multiplicités, c’est-a-dire letmerde fois la valeur
propre apparait sur la diagonale apres diagonalisation.

Démonstration.Par le théoreme spectral, nous avons une base orthonormale

Ulu‘"7US7US+17'"7U7‘7U7"+17"'7vn

deR" telle quev; pourl < i < s sont des vecteurs propres pour une valeur propre positiaur

s+ 1 < i < r sont des vecteurs propres pour une valeur propre négatiyepetirs +1 < i < r
sont des vecteurs propres pour la valeur pr@p®n prendl,. comme le sous-espace engendré par
vy, ..., vs €tV; comme celui engendré pay, 1, . . ., v, etV comme celui engendré pay. 1, .. ., vy.

Il est clair que toutes les propriétés de (a) et (b) sont satisfaites pew@spaces.

Soient maintenarit’], V!, Vj d’autres espaces ayant les propriétés de (a). On montrg,quél” @

Vo) =0:8i0 # v = w_+wo pourw_ € V' etwy € Vj était un vecteur dans l'intersection, on aurait
d’un part{v,v)4 > 0 et d'autre par{w_ + wo, w— + wo)a = (w_,w_) 4 + (wo, wo)a < 0. Cela
montre qué/; &V’ & Vj est un sous-espace B&, doncdim V. < dim er. Par symétrie, on a aussi
dim V] < dim V4, donc I'égalité. Les arguments pour les deux autres égalités sont similairg.]

Théoreme 12.18Sylvester) Soit A € Mat, «,(R) une matrice symétrique et sdit € GL,(R).
Alors, A et C*" AC possédent le méme nombre de valeurs propres positives. La méengoassst
vraie pour les valeurs propres négatives.
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Démonstration.On utilise la notation du lemnie_12]17 pour la forme bilinédirg,. Considérons
C~'V,.Si0# v € C~'V, (doncCwv € V), alors

0 < (Cv,Cv)a = (ACv, Cv) = (C"ACv,v) = (v,v) ¢ ac-
En plus, siw € C~'V_, alors
0 = (Cv,Cw) s = (ACv, Cw) = (C*" ACv,w) = (v, w)cwr ac,

doncC~'V, ©C~'V_. Faisant des arguments similaires, on obtient uéV,, C—'V_, C~11;
sont des sous-espaces qui satisfont aux propriétés dans (a) du[[Ehidepour la forme bilinéaire
(,)ctac- Donc la dimension d&. (qui est le nombre de valeurs propres positives pbuest égal

au nombre de valeurs propres positives potirAC. L'argument pour les valeurs propres négatives
est le méme. O

Corollaire 12.19. Soit K = C. Soitq(X1,...,X,) € C[Xi,...,X,] un polyndme quadratique
non-nul. Alors il est équivalent & un unique polyndme parm?ﬂé";@ — 1 polyndmes suivants :

N Xi+ - +X2-X2,—-—XZpourl <s<r<mn;
M X+ +X2-X2, - —X2+1pour0<s<r<n,1<r;
my X3+ +X2-X2, - —X24+2X,pour0<s<r<n-11<r.

Démonstration.On sait quekR = {—1, 1} est un systéme de représentants [timodulo les carrés.
Donc le théorémg_12.15 implique qyeest équivalent & un des polynémes dans la liste. L'unicité
provient du fait que la différence entre le rang de la grande matricelgtcie bloc de taillen en

bas a droite détermine le type ((1), (II), (1I)). Donc il suffit de caiiin le nombre de valeurs propres
positives (et négatives), a cause du théoréme de Sylyestef 12.18.

Le nombre de polyndmes de type (I) de rangst égal & (le signe devank; est toujourst), donc
ilexistel +2+---4+n = ”(”T“) polynémes de type (I). Le nombre de polynémes de type (ll) de
rangr est égal & + 1 (le signe devank; peut étrel ou—1), doncilexist&2 +3+--- 4+ (n+1) =

n+1)(n+2 A e . A~
()2# —1 polynédmes de type (Il). Similairement, Le nombre de polynémes de type € Kiaigr

est égal & + 1, maisr est borné par — 1, doncilexist2 + 3+ --- +n = % — 1 polynébmes
de type (lll). On obtient donc
n(n+1) N (n+1)(n+2) 14 n(n+1) 1= 3n2 + 5n _,
2 2 2 2
le nombre dans I'assertion. O

13 Dualité

Objectifs :
o Maitriser les concepts d’espace dual et d’application duale ;

e connalitre la relation avec les matrices transposées;;
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e connaitre la définition et les propriétés fondamentales des forme bilinéaires;;
e connaitre I'application aux rangs des lignes et des colonnes de matrices;;
e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

Dans cette section, nous introduisons une théorie de dualité valable pbcotpsK (non seulement
pourR etC).
Les résultats principaux de cette section sont

o l'interprétation des matrices transposées comme les matrices qui représiestapplications
«duales »;

e le rang des colonnes d’'une matrice est égale au rang des lignes ; qadafest utile pour des
calculs.

Nous commencons par l'interprétation des matrices transposées comme lessnapiésentant les
applications duales. Pour cela nous introduisons d’abord I'espaterietdual V* d’un espace vec-
toriel V.

Lemme 13.1. SoientV, W deuxK-espaces vectoriels.
(@) L'ensemble des applicatiods-linéaires
Hompg (V,W) :={f:V — W | f estK-linéaire}
est unK-espace vectoriel pour I'addition
(f +9)(v) == f(v) + g(v) pour f, g € Homg (V, W) etv € V
et la multiplication scalaire
(x.f)(v) :=z.(f(v)) = f(z.v) pour f € Homg (V,W), z € K etv € V.

(b) SoientS une K-base deV” et f : S — W une application. Alors, il existe un uniqué <

Hompg (V, W) tel queF|s = f, notamment’(}_ g ass) = > g asf(s).
Démonstration.Calculs simples. O
Définition 13.2. SoitV un K-espace vectoriel. L& -espace vectoriel (voir le lemrhe 1B.1(a))

V* := Homg(V, K)

est appeld'espace dual d&’.
Proposition 13.3. SoitV un K-espace vectoriel de dimension fimie

(@) SoitS = {s1,...,s,} une K-base del/. Pour toutl < i < n, soits;} 'unique (par le lemme
1 sii=j,

[13.1(b)) élément darig* tel que pour toull < j < nonas](s;) = d;; = { J

0 sii#j.

Alors, S* := {s7,..., s} } estuneK-base dé&/*, appelé labase duale
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(b) SiV estdeK-dimension finie, alordimg (V*) = dimg (V).

n

Démonstration.(a) Indépendancé’-linéaire :Soit0 = > " | a;s] avecay, . .., a, € K. Alors, pour
tout1 < j < n nous avons

n n
*
0= E a;S; (Sj) = E CLZ‘(SM' = aj.
=1 =1

Génération Soit f € V*. Pourl < j < n, posonsi; := f(s;) etg:=> ., a;s; € V*. Nous avons
n
g(s;) = aisi(s;) = aj = f(s;)
1=1

pour toutl < j <n,doncf =g.
(b) La dimension dé/ est le cardinal de toute base pdar Par (a), la base duale possede le méme
cardinal que toute base dg donc la dimension d&* est égale a celle dé. O

Définition-Lemme 13.4. SoientV, W deux K -espaces vectoriels et : V' — W une application
K-linéaire. Alors, I'application

Pt WE =SV fe et (f)=Ffop
estK-linéaire. Elle est appelékapplication duale dep.

Démonstration.D’abord il faut observer que o f est K-linéaire ; mais, cela résulte du fait que la
composition de deux applications linéaires est linéaire. Sgigne W* etz € K. Nous concluons
la preuve par le calcul

e (x-f+g)(v) =z - f+g) op)(v) = (z-f+g)(p(v)
=zf(p(v)) + g(p(v)) = (2" (f) + ¢ (9))(v).
pour toutv € V, doncyp*(z - f + g) = z¢*(f) + ¥*(9)- O

Proposition 13.5. SoientV/, W deuxkK -espaces vectoriels et: V' — W une application/ -linéaire.
Soienten plu$ = {si,...,s,} uneK-base d&/ etT = {t1,...,t,} uneK-base ddV. Alors,

(Mrs(0))" = M= 7(%).

Donc, la matrice qui représente* pour les bases duales est la matrice transposée de la matrice qui
représentep.

Démonstration.Nous écrivons
a1 a2 o Glp big big2 - bim
a1 G2 - G2y bo1 baa - by

Mrs(p)=1{ . . . . | etMsr(p)=

am,1 Om,2 " OGmn bn,l bn,2 bn,m
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Cela signifie
m n
p(s5) =Y aijti €t (t) = Y bis;
i=1 =1
pour toutl < j < netl <k < m.Donc, d'un cété
m m
(@ (t7) () = t((s7) = h (D aigt) = D aigti(t:) = an,
=1 =1
et de l'autre coté
n
(" (1)) (55) = D bigsi (55) = by,
=1
d’'ouay ; = bjx, comme énonceé. O

L'espace dual donne lieu a une forme bilinéaire naturelle, comme nous kdlgas dans I'exemple
[13.8(b) ; d’abord nous faisons les définitions nécessaires.

Définition 13.6. SoientV, W deux K -espaces vectoriels. On appel@me bilinéairetoute applica-
tion
(,): VxW—=K

telle que

e Va € K Vu,vg € VVYw € W : (av; + v, w) = alvi,w) + (ve,w) (linéarité dans la
premiere variable) et

e Vb e KVv eV Vw,w € W: (v,bw; +wa) = b{v,w;) + (v, ws) (linéarité dans la
deuxieme variable).

Soit(-,-) : V. x W — K une forme bilinéaire. Pour un sous-espdée< V, on appelle
Vit i={weW |YweV: (v,w) =0} <W

le complément orthogonal dé dansiV.
Pour un sous-espadé; < I, on appelle

Wir={veV|VweW; : (v,w)=0}<V

le complément orthogonal dé&; dansV'.
On dit que la forme bilinéairest non-dégénérés

e VOAveV IweW: (v,w) #0et
e VOF#weW 3veV:(v,w)#0.
Dans la suite, nous allons écrife, W) = 0 pourVw € Wi : (v, w) = 0 (et aussi dans 'autre sens).

Lemme 13.7.SoientV, W deux/-espaces vectoriels &t -) : V' x W — K une forme bilinéaire.
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(a) Pourtout sous-espadg < V, le complément orthogonal d§ dansi¥ est un sous-espace té
et pour tout sous-espad&; < W, le complément orthogonal d&; dansV” est un sous-espace
deV.

(b) SoientiV; < W, < W des sous-espaces. Aloi&;- < Wi

Egalement ¥;- < V;* pour tous sous-espacs < V, < V.

(c) Laforme bilinéaire est non-dégénérée si et seulemdht'si= 0 etV = 0.

Démonstration.(a) SoitV; < V un sous-espace. Soient, wy € Vll, c’est-a-dire (v, w;) = 0 pour
i =1,2ettoutv € V1. On a donc pour tout € K 'égalité

(v, aw1 + we) = a{v,wr) + (v, ws) = 0,

d'ol aw; + we € Vit. Largument pouiVi- est le méme.

(b) Soitv € W3-. Par définition(v, W») = 0, alors en particuliefv, W;) = 0, doncv € Wi-. La
deuxéme assertion suit par le méme argument.

(c) Cela n’est gu’une autre maniére d’'écrire la définition. O

Exemple 13.8.(a) L'application

ai bl bl

a2 by by n
() K'"xK"—= K, ([ . |.,]. )=<a1 az ... an) ) :Zaibi

: : : prt

an by, by,

est bilinéaire et non-dégénérée.
(b) SoitV un K-espace vectoriel de dimension finie. L’application
(,):V*xV = K, (fv):=f(v)

est bilinéaire et non-dégénérée.

SoientS = {s1,...,s,} uneK-base de&V et S* la base duale. Soient = >""" | a;s} € V* et
v=>.",bys; € V.Alors

(fiv)= <Z @isfazbjsﬂ = Zzaibﬂsf»sﬁ = Zzaibjsf(sj)
i—1 =1

i=1 j=1 i=1 j=1

b1

n b2
—;aibi—(al as ... CLn)
bn

Nous avons retrouvé la forme bilinéaire de (a).
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Proposition 13.9. SoientV, W deuxkK -espaces vectoriels de dimensions finigs,et : V xW — K
une forme bilinéaire non-dégénérée.

(a) Les applications
0: Vo W* v p(v) = p, avecy,(w) := (v, w),

et
YW =V we (w) =: 1y, avecyy, (v) := (v, w)

sont des isomorphismés-linéaires.

(b) dlmK(V) = dimK(W).

Démonstration.La K-linéarité dey et v est claire. Nous montrons l'injectivité de. Pour cela
soitv € ker(yp), c'est-a-dire,p,(w) = (v,w) = 0 pour toutw € W. Le fait que la forme bili-
néaire soit non-dégénérée implique dene- 0, d’ou linjectivité. Nous en déduisonsimg (V) <
dimg (W*) = dimg (W).

Les mémes arguments appliqués donnent que) est injectif et donalimg (W) < dimg (V*) =
dimg (V), d'ou dimg (V) = dimg (W). En conséquence; et ¢ sont des isomorphismes (car la
dimension de I'image est égale a la dimension de I'espace d'arrivée duicon égaux). Ol

Corollaire 13.10. SoientV, W deuxK-espaces vectoriels de dimension finie.
(a) Alors, I'application
YV = (V) vy = evy : V= K 0ty (f) = evy(f) = f(v) pour f € V*
est un isomorphism& -linéaire.
(b) Soita : V' — W une applicationk -linéaire. Alors, le diagramme
V = w
1 wzl

(v — s ey

est commutatif ow, ety sont les isomorphismes de (a), c’est-a-diggo o = (a*)* 0 9)y.

(c) Soitty, ..., t, uneK-base d&/*. Alors, il existe uné<-basesi, ..., s, deV telle quet;(s;) =
d; ; pour toutl <, 5 < n.

Démonstration.(a) La forme bilinéaird’* x V' — K, donnée patf,v) — f(v) de I'exemplé 13.8(b)
est non-dégénérée. L'applicatignest ley de la proposition 1319.

(b) Soitv € V. Nous avons d’'un cotéa*)*(y1(v)) = (a*)*(evy) = ev, o o™ et de l'autre cOté
Y2(a(v)) = evy( avec les notations de (a). Pour vérifier que les deux sont égaux; soitV*.
Nous avons

evy (' (f)) = evu(f o a) = fa(v)) eteva) (f) = fla(v)),
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donc I'égalité demandée.

(c) Soitty, ..., t;, € (V*)* labase duale, c’est-a-dit&(t;) = d;,; pour toutl < i,j < n. Commey)
de (a) est un isomorphisme, il existg . . . , s, (automatiquement un&-base dd’/ car c’est I'image
d’'une base par un isomorphisme) tels gue;) = ev,; = t}, donct;(f) = f(s;) pour toutf € V*.
En particulier, nous avong(t;) = t;(s;) = d; ;. O

Proposition 13.11. SoientV, W deux K -espaces vectoriels de dimensions finies,et : V' x W —
K une forme bilinéaire non-dégénérée.

(@) SoitS = {s1,...,s,} uneK-base dé/. Alors, il existe und{-baseT’ = {t;,...,t,} deW telle
que(s;,tj) = d;; pour toutl <i,j < n.

(b) Pour tout sous-espad§ < V nous avongV;t)*+ = V4.

Egalement : pour tout sous-espadg < T nous avongW;-)* = 7.

(c) Pour tout sous-espadg < V nous avonglimg (Vi-) = dimg (V) — dimg (V7).

Egalement : pour tout sous-espdég < W nous avongim g (Wit) = dimg (W) —dimg (W7).

Démonstration.(a) Nous considérons |&-isomorphismep : V' — W* de la proposition_13]9 et
nous posony; := ¢(s;) = ¢s, pour toutl < i < n. Le corollaire[13.I0 nous permet de choisir

une K-baset,...,t, deW telle quef;(t;) = é;; pour toutl < 7,j < n. Finalement, nous avons

(Si,t]’> = Ps; (tj) = fi(tj) = 51'7]‘, comme exigé.

(b,c) Nous choisissons uré-basesy, . . ., sq deV; que nous étendons en uhAebase
815-++58d;Sd+15-+-55n

de V par la propositiof_1.30. En utilisant (a) nous obtenons KRkasety,...,t, de W telle que
(si,tj) = d; pourtoutl <i,j <mn.

Nous montrons d’aborizl’lL = (tdt1,-- -, tn). Linclusion «2 » estclaire. Soitdone = ;" | a;t; €
Vi, c'est-a-dire(V;, w) = 0, donc pour tout < j < d nous avons

n n
0= (sj,w) = (s;, Y aits) = Y _ai(sj,t:) = aj,
=1 =1

etdoncw € (tgi1,...,t,). En conséquenceimy (Vi-) = n — d = dimg (V) — dimg (V7).
Le méme argument utilisé polii- montre qué(sy, . . ., s4) st unek -base poutV;h)+ qui est donc
égal av;. O

Corollaire 13.12. SoientV, W deuxK -espaces vectoriels et: V' — W une applicationk -linéaire.
Nous avons les égalités

(1) im(p)+ = ker(y*) (o0 L provient de la forme bilinéaire naturelld’™* x W — K),

(2) ker(p)* = im(¢*) (ou L provient de la forme bilinéaire naturell* x V — K),

(3) dimg (im(p)) = dimg (im(¢*)) et
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(4) dimg (ker(y¢)) = dimg (ker(¢*)).

Démonstration.On montre d'abord (1). Sojt € W*. Alors

feim(p)t e VoeV:0=(f ) = flp) & fop=0e f € ker(p"),

donc (1).
Nous adaptons légérement les arguments pour obtenir (2) ainsi: &dit. Alors

veim(p)t SV feW 0= (p*"(f),v) = {fop,0) = f((v)) = (f,(v))
& o) e Wt e ¢(v) =0 < v e ker(p),

d'oll im(¢*)* = ker(). En appliquant, la propositidn 13]11 nous obtenon&y*) = ker(p)*;
c'est (2).

Par le corollairé 1.38, nous avodsny (V) = dimg (im(¢)) + dimg (ker(y¢)). La proposition 13.71
nous donne

dimp (im(p)) = dimg (V) — dimp (ker(¢)) = dimg (ker() ") = dimg (im(¢*)),
d’ou (3). Largument pour obtenir (4) est similaire :
dimy (ker(p)) = dimp (V) — dimp (im(p)) = dimp (im(p)") = dimg (ker (%)),
ce qui conclut la démonstration. O

Définition 13.13. SoitM € Mat,,x, (/) une matrice.

Le rang des colonnede M est défini comme la dimension du sous-espacK tteengendré par les
colonnes deV/ (vues comme éléments Hé?).

Lerang des lignede M est défini comme la dimension du sous-espadg'dengendré par les lignes
de M (vues comme éléments H&).

Corollaire 13.14. Soit M € Mat,,«,(K). Alors, le rang des colonnes de est égal au rang des
lignes deM. On parle simplement diangde M.

Démonstration.Le rang deM est la dimension de I'image dey,, I'application K-linéaire K™ —
K™ associée d/ (qui envoiev € K" surMv € K™). La matrice représentant;, pour la base
duale estV/**. Donc le corollaire suit directement du corolldire 13.12 car le rang descetode)/t*
est égal au rang des lignes 8& O
3 5 1
Exemple 13.15.Considérons la matricg 1 2 3 |.On s'intéresse a son rang (de colonnes). Il est
4 7 4
évident que la troisieme ligne est la somme des deux premiéres lignes(qlinéairement indépen-
dantes). Donc le rang d&/ est2. Il me semble plus difficile de « voir » une combinaison non-triviale
des colonnes, mais nous savons qu’il en existe une.

Nous finissons cette section par des propriétés utiles.
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Proposition 13.16. SoientV, W deux K -espaces vectoriels de dimensions finies,et : V. x W —
K une forme bilinéaire non-dégénérée. Soint < W et W, < W des sous-espaces. Alors, nous
avons

(@) (WhNWa)t = Wit + Wi et
(b) (Wl + WQ)J_ = Wf‘ N WQJ‘
Egalement avet” au lieu delV’.

Démonstration.(a) «D » : CommeW; N Wy < W; est un sous-espace poue 1,2, nous avons
Wi < (Wi nWa)t, doncWit + Wit < (Wy N Wa)+ car (W N W)t est un sous-espace.

(b) «C » : Pouri = 1,2 nous avond¥; < W + Ws, donc nous obtenond?; + 1)+ < Wil ce
qui implique (W; + Wa)+ < Wit N Wi,

(a) «C » : En combinant les inclusions montrées, nous avons

WiN Wy = (W nWa)H)t < (Wi + WhH)t < (WHEn (Wh)t = Wi n W,

donc nous avons I'égalité partout et, en particuligry N Ws)+ = Wit + Wik,
(b) Il suffit d'utiliser (a) avedVi- etWs- au lieu deiv; etWs pour obtenif Wit nWs-)4 = (Wih)++
(Wsh)+ etdoncWi- N Wit = (W + Wa)*t, O

14 Quotients

Objectifs :
e Connaitre et maitriser la définition de quotient d’'espaces vectoriels;
e connaitre les théorémes d’isomorphisme et d’autres résultats importants ;
e savoir calculer dans des quotients d’espaces vectoriels ;
e connaitre des exemples et savoir démontrer des propriétés simples.

Définition 14.1. SoitV un K-espace vectoriel 67 < V un sous-espace.
Tout ensemble de la forme
v+W={v+w|lweW}

avecv € V s'appellesous-espace affine
Deux sous-espaces + W etvs + W sont appeléparalléleslls sont donc tous les deux paralléles
aw.

Pour comprendre la suite, il est utile de rappeler la définition de congesenodulon, c’est-a-dire
I'ensembleZ/nZ (pourn € N>;), apprise dans le coufStructures mathématiqueBour souligner
I'analogie, on peut écrir®’ = Z etW = nZ = {nm | m € Z}.

On rappelle que I'ensemble

a+nZ={a+mn|meZ}={...,a—2n,a—n,a,a+n,a+2n,...}
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est la classe d’équivalence de= Z pour la relation d’équivalence définie stipar
a~pzad & a=d modn & n|(a—d) & a—d enZ & a+nZ=d+nZ.
On fera essentiellement la méme définition dans le cas des espaces vectoriels.

Définition 14.2. Soit V' un K-espace vectoriel el C V un sous-espace vectoriel. La relation
binaire surV donnée par
définition
V]~ U2 = U1 —v2E€W
pourwvy, ve € V définit une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont les sous-espaces affines de la forme

v+EW={v+w|weW}

L'ensemble de ces classes est i6tél” et appeld’ensemble des classes suivdfit C'est 'ensemble
de tous les sous-espaces affines parallelés.a

Rappelons également I'addition ‘modulaire’, c’est-a-dire I'additiorZdeZ. La somme de + nZ
eth + nZ est définie comme

(a +nZ)+ (b+nZ):= (a+b) + nZ.

Pour voir que cette addition est bien définié, on lfalbservation fondamentale: soienta, a’, b, b’ €
7 tels que
a=ad modn et b=V modn,

c’'est-a-dire,
a+nZ=d +nZ et b+nZ="¥b+nZ
alors,
a+b=d +V modn,
c’est-a-dire,

(a+0b)+nZ=(d +V)+nZ

La preuve en est trés facile : comme (¢’ — a) etn | (V) —b), il existec,d € Z tels qued’ = a+ cn
ett = b+ dn;donc

d +b =(a+cn)+ (b+dn)=(a+b)+n(c+d)
ainsi,n divise (a’ + ') — (a + b), donc(a’ + b') + nZ = (a + b) + nZ. Un petit exemple :
(3=13 mod 10 et 6=-24 mod 10) = 9=-11 mod 10.

Voici la généralisation aux espaces vectoriels. Noter qu'il ne suffitipatgfinir une addition, mais il
faut aussi définir une multiplication scalaire.

Proposition 14.3. SoientK un corps,V un K-espace vectoriely < V un K-sous-espace vectoriel
etV/W I'ensemble des classes suivafit
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(a) Pour toutv;,ve € V la classe(v; + vy) + W ne dépend que des classgs+ W etvs + W.

Donc, on peut définir I'application, appeléeidition

+:V/WxV/W =S V/W, (v +W,oa+W) = (v1+ W)+ (va+ W) := (v1 +v2) + W.

(b) Pour touta € K ettoutv € V, la classea.v + W ne dépend que de la classet+ V. Donc, on
peut définir I'application, appelémultiplication scalaire

S KxV/W = V/W, (a,v+W)—a(v+W):=av+ W
() (V/W,+,.,0+ W) est unK-espace vectoriel, appetgiotient deV parW.

(d) L'application
T V=>V/W, veo+W

estK -linéaire et surjective de noyater(m) = W ; elle est appeléerojection naturelle

Démonstration.(a) Supposons; + W = vj+W etve+W = v5+W. Il existe donav;, wy € W tels
quev; = v]+w; etve = vh+ws. Alorsvy +ve = v] +vh+ (w1 +we) d'0oU (v +ve) — (V) —vh) € W
etalors(vy + v2) + W = (v} +vy) + W.

(b) Supposons + W = v' + W. Il existe doncw € W tel quev = v' + w. Alorsav = a(v’' + w) =
av’ + aw d'oVav — av’ = aw € W etalorsav + W = av’ + W.

(c) Vérification standard des axiomes qui définissent un espace ieé¢toir la définition[1.1).

(d) Linéarité : Soienb;, vy € V eta € K, alorsw(avy + v2) = (avy +v2) + W = a(v1 + W) +
(vg + W) = an(vy) + 7w(v2).

Surjectivité : La classe + W est I'image dey sousr.

Calcul du noyau : Soit € V. Alorsv € ker(n) si et seulementsi+ W = 0+ W = W et cela est
le cas si et seulementsic . O

Théoréme 14.41er théoreme d’isomorphisme/Homomorphiesa®gient/ un corpsetp: V — Y
une applicationk-linéaire. SoitlV := ker(y) son noyau.

(a) Pourv € V, l'image ¢(v) ne dépend que de la classe- V.

(b) La partie (a) nous permet de défini(v + W) := ¢(v) pourv € V. Cela résulte en une
application
e V/IW =Y, v+Wepv+W):=pv)
qui est injective eK-linéaire. Elle donne lieu a un isomorphismélinéaire
@ V/W —im(p).

Démonstration.(a) Soientv,v’ € V tels quev + W = o' + W. Il existe doncw € W tel que
v = v + w. Nous avonsp(v) = (v + w) = p(v') + p(w) = p(v') carp(w) = 0 comme
w € W = ker(p).

(b) Linéarité : Soient,v2 € V eta € K. Nous avong(a(vy + W) + (va + W)) = B((avy + va) +
W) = p(avy + v2) = ap(v1) + ¢(v2) = ap(v1) + B(v2).

Injectivité : Soitv + W € ker(p). Doncg(v + W) = ¢(v) = 0 d'otv € ker(p) = W, alors
v+ W =0+ W. Cela montréer(p) = {0 + W}, alorsp est injectif. O
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La proposition suivante estimportante car elle décrit les sous-espaatesigls des espaces vectoriels
quotients.

Proposition 14.5. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel)/ < V un sous-espace vectoriel, et
7 : V. — V/W la projection naturelle.

(a) L'application
® : {sous-espaces vectoriels UgIW'} — {sous-espaces vectoriels Hequi contienneniV’ },
donnée parX — 7~ 1(X) est bijective. L'invers@ de® estY ~ 7(Y).

(b) SoientX;, X, < V/W deux sous-espaces vectoriels. Alors

X1 CXy & (I)(Xl) - (P(XQ).

Démonstration.(a)

e Pour un sous-espacé < V/W l'image réciproqueb(X) = 7~ !(X) est en effet un sous-
espace vectoriel : soienf, vy € V tels quev; € 77 1(X) etvy € 771(X), doncr(v1) = vy +
W e X etn(v2) = va+W € X. Alors poura € K, on aar(avy +v2) = m(v1) +7m(v2) € X,
dollavy + vy € 7 H(X).

En plust= (W) 2 7~ 1({0}) = ker(7) = W.

e Nous savons par la proposition_1.36 que les images des applications lindatiresespaces
vectoriels sont des sous-esapces vectoriels, dqi€) = 7 (Y) est un sous-espace vectoriel
deV/W.

e \oici une assertion auxiliaire :

Soientw : V' — V’ un homomorphismé{-linéaire entre espaces vectoriels¥et< V un
sous-espace vectoriel qui contiget (7). Alors 7= (7(Y)) =Y.

On vérifie cette égalité :

«C»: Soitz € 7~ (n(Y)), doncw(x) € 7(Y), doncw(x) = w(y) pour uny € Y. Donc
0 =mn(z) —7(y) = n(x —y), doncx —y € ker(r) C Y, doncz —y =y € Y, donc
r=y+y ev.

«D»:Soity € Y, doncr(y) € n(Y), doncy € n L (x(Y)).

e SoitY < V un sous-espace vectoriel tel gyeC Y.
Par 'assertion auxiliaire on a@(¥(Y)) = 7~ 1(7(Y)) = Y.

e \oici une autre assertion auxiliaire :

Soientr : V' — V' une application surjective (pas nécessairement entre espaces \&catrie
X C V' un sous-ensemble. Alors = (7~ 1(X)).

On vérifie cette égalité.
«C»: Soitz € X. Commer est surjectif, il existes € V tel quer(v) = z. Doncv € 7~ (X)
etz = w(v) € n(r~1(X)).
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«2»: Soitv’ € m(7~1(X)). Donc, il existev € 7~1(X) tel quev’ = w(v). Mais, v’ = 7 (v)
appartient & carv € 7 (X).

e Soit X < V/W un sous-espace vectoriel.

Par I'assertion auxiliaire on all(®(X)) = 7(7 (X)) = X.
(b) est clair. Ol

Proposition 14.6(Deuxiéme théoréme d’isomorphismeoientK” un corps,V un K-espace vecto-
riel et X, W C V des sous-espaces vectoriels. Alors, ’lhomomorphiriméaire

o: X > (X+W)/W, z—a+W,
« induit » (par le théoréme d’isomorphisine 14.4) 'isomorphidiirénéaire
X/ XNW) > (X+W)/W, 24+ (XNW)—ax+W.

Démonstration.L’homomorphismep est visiblement surjectif et son noyau est composé des éléments
x € X telsquer + W = W, doncz € X N W, montranter(p) = X NW. L'existence dep résulte
donc d’une application directe du théoréme d’isomorphisme 14.4. O

Proposition 14.7(Troisieme théoreme d’isomorphisme§oient/K” un corps,V un K-espace vecto-
riel et W7 C W, deux sous-espaces vectorielsideAlors, 'lhomomorphismé -linéaire

¢:V/W1—>V/W2, v+ Wi—= v+ W
« induit » (par le théoréme d’isomorphisine 14.4) 'isomorphidiirénéaire
7 (V/Wh) /(W /W1) = V/Wa, v+ Wi+ (Wa/Wi) = v+ Wa.

Démonstration.L’homomorphismep est visiblement surjectif et son noyau est composé des éléments

v+ Wy € V/Wj tels quev + Wy = Ws ce qui est équivalenta+ W, € W, /Wi, Doncker(p) =

Wy /W1. Lexistence dep résulte donc d’une application directe du théoréme d’isomorpHismé 14.4.
O
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