Algebra |

Gabor Wiese
Université du Luxembourg
gabor.wiese@uni.lu

Gehalten an der Universitat Duisburg-Essen im Wintersemester 20@8/200

Aufgeschrieben und Uberarbeitet von Johannes Holkenr{jedmhoelken@stud.uni-due.de)
Stand: 23. Januar 2012



Danksagungen

Die vorliegende Vorlesung basiert zu grof3en Teilen auf einer von Déagiel in Regensburg gehal-
tenen Veranstaltung und orientiert sich in vielen Punkten am Algebra-Burcisiegfried Bosch.

An dieser Stelle mochte ich Denis noch einmal sehr herzlich fur das Zuguergstellen seiner Auf-
zeichnungen danken.

Einen besonderen Dank mdchte ich auch Johannes Hoélken ausspfigctias Tippen der Mitschrift
und die nachtragliche Ausarbeitung und Uberarbeitung zu diesem Skript.

Gabor Wiese



Inhaltsverzeichnis

Elementare Gruppentheorié

1 Gruppen und Homomorphisrﬁen ...........................
2 Nebenklassen und Normalte\iler ............................
3 Abelsche und zyklische Gruppen . . . . . . . . . . ... ...
Ringe
4 Ringe und Ideale . . . .
5 Primideale und Maximalideale . . . .. . ... .. . . . . ... . .. .......
6 EUKHAISChE RINGE .« © « o o o o e e e e
7 Faktorielle Ringe . . . . . . . . . . . . . e
8 DerSatzvon Gaull . . . . . . . . . e
9 Irreduziblitatskriterien . . . . . . . . . e e e e
11l Algebraische Kérpererweiterungen
10 Charakteristik . . . . . .
11 Algebraische K(‘jrpererweiterund]en ...........................
12 Deralgebraische ADSChIUSS . . . . . . o o o o e
13 Zerfallungskorper . . . . . . L e e

14 Separable und Inseparable K(‘jroererweiterdngen. e e e

15 Endliche K(‘jrpér ....................................
IV Galois Theorie

16 Galois EXWEIErUNGEN . . . o o o o oo e
17 Auflésbare Gleichungen und Radikalkérper . . . . . . . . . . . ... 0. ..
18 Durch Radikale auflésbare K'Orpererweiterurhgen ................
19 Galois-Gruppen von Polynorﬁen ............................
20 KUMMEr-TREOME . « o o o v o e e e e e e
21 DIE SYIOW-SEIZE . . o v o e e

22  Konstruktion mit Zirkel und Lineal



Kapitel |

Elementare Gruppentheorie

1 Gruppen und Homomorphismen

Definition 1.1 (Monoid, Gruppe)
Eine Menge&~= zusammen mit einer Abbildung

o .G xG — @G
(g,h) — geh
heil3t ein Monoid, falls

(i) die Abbildunge assoziativ ist, d.h.
Va,bce G: ae(bec)=(aeb)ec

(ii) es ein bezuglich der Abbildurgneutrales Element gibt, d.h.
deeGVaeG: ecea=a=aec

Gilt zusatzlich, dass

(i) es zu jedem Element aGsein inverses bezuglich der Abbildumgibt, d.h.
VaeG dbeG: aeb=e=beq

dann nennen wifG, e) eine Gruppe. Weiter heif3t eine Grup(e, ¢) kommutativ oder abelsch, wenn
die Abbildung symmetrisch ist, d.h.

(iv) Va,be G: aeb=beq

Beispiel 1 (Gruppen / Monoiden)
* (Z,+), (RyU{0},-) sind Gruppen
* (NU{0}, +) ist ein Monoid, aber keine Gruppe
Beispiel 2 (Allgemeine lineare Gruppe)
SeiK ein Koérper, wir bezeichnen die Menge derx n-Matritzen UberK deren Determinante nicht

Null ist mit
GL,(K) := {A € Matg(n,n) | det(A) # 0}

Die MengeGL, (K) bildet zusammen mit der Matritzenmultiplikation eine Gruppe und heif3t die
allgemeine lineare Gruppe.



Bemerkung 1.2 Ist (G, e) ein Monoid, dann ist das neutrale Elemergindeutig bestimmt.
Ist (G, o) eine Gruppe, dann ist fir alle € G das inverse Element ! eindeutig bestimmt.

Beweis.Seiene, ¢’ neutrale Elemente, d.h.

VacG:aee=a=cealaee =a=¢c ea

Se=cee =¢

Seia € G hierzu seiem, ¢ Inverse vor

aeb=e=beaNaec=e=cea

=b=ceb=(cea)eb=c(eaeb) =cee=c O

Definition 1.3 (Untergruppe, Untermonoid)
Sei(G, o) eine Gruppe [ bzw. Monoid] un@ C G Teilmenge. Dann ist/ eine Untergruppe [bzw.
Untermonoid] vonG, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) Das neutrale Elementistin U enthalten.

(i) U ist bezuglich der Abbildung abgeschlossen, d.h. fir alleb € U gilt a e b € U

und falls(G, e) eine Gruppe ist auch:

(i) Zu jedem Element ausU ist auch das Inverse~! in U enthalten,d.ha € U = a ' € U

In beiden Fallen schreiben wir danbf < G

Bemerkung 1.4 Sei (G, o) eine Gruppe [bzw. ein Monoid] mit Untergruppe [bzw. Untermonoid]
U < G, dannist(U, e) selbst eine Gruppe [bzw. Monoid] O

Beispiel 3 Seienk ein Kérper undn eine nattrliche Zahl, dann ist die Menge
SL,(K) :={A € Matg(n,n) | det(4) =1} C GL,(K)
Eine Untergruppe voGL,,(K), e)

Bemerkung 1.5 (Untergruppenkriterium)
Sei(G, ) Gruppe mit Teilmeng& C G. Dann sind &quivalent:

(i) U isteine Untergruppe vot¥
(i) Esgelten/ # @undaeb~! € Ufiirallea,bc U

Beweis.Wir schlieen vorti) auf (i:), hierzu seiem, b € U beliebig. Dall nach Voraussetzung eine
Gruppe ist folgt sofort, dak~! € U enthalten ist und mit dem gleichen Argument folgt hieraus die
Behauptung. Schlieen wir nun vaia) auf(:). Wir missen die Punkte aus Definition 1.1 nachweisen.
Sei alsoa € U, dann folgt mita - a=! = e € U die Existenz des neutralen Elements. Sei aunU
beliebig, dann folgt mit - a=' = a~! € U die Existenz inverser Elemente und mith ¢ U zwei
beliebigen Elementen folgt ! € U und somitist aucl - (b=1)~! = a - b € U enthalten. O



Bemerkung 1.6 Seien(G, o) eine Gruppe und eine Menge. Sei weiter zu jedéng I eine Unter-
gruppeG; < G gegeben, dann ist der Schnitt Gber al¥e eine Untergruppe vot, d.h.

NG < G

iel
Beweis.Wir wollen das soeben bewiesene Untergruppenkriterium 1.5 benutaen, rdiissen wir
zwei Dinge nachweisen:
1. Der Schnitt Uber di&-; ist nicht leer, denn allé!; sind Untergruppen, also ist das neutrale Element
e in jedemG; enthalten.
2. Fur allea,b € NG, gilt: a e = () G;, denn daa und b aus dem Schnitt sind, sindundb
in jedem derG; enthalten. Alle dies&’; sind Gruppen, also sind auéh! unda e b= ! in allen G;
enthalten. Wenn abere b~ in allenG; enthalten ist, dann liegte b—' auch im Schnitt. O

Definition 1.7 (Mon einer Menge erzeugte Untergruppe)
Sei(G, o) Gruppe mit Teilmeng@d/ C G. Die vonM erzeugte Untergruppe M > vonG ist defi-
niert als der Schnitt Gber alle Untergruppéh < G, die M enthalten, d.h.

<M> = (U

U<G
McU

Also ist< M > die kleinste Untergruppe va@, die M enthalt.

Bemerkung 1.8 Sei(G, o) eine Gruppe mit Teilmeng® C G, dann ist:

<M> = {aile... ez

reNAg e{-1,1} Az, e M} = H
Beweis.Wir zeigen beide Inklusionen

- z.zg.H < GundM C H

Direkt aus der Definition voi? sind M C H undH # () klar. Seieru, b € H, dann
gibtes Elemente;, ... .z, y1,...,ys € M mMita = 27" o ... e 27" undb = yfl 0.0y
Wir sehen nun sofort, dasse b~! = ri'e. .. ez e y$_63 o...0 yfal € H qilt.

SeinunU < G eine Untergruppe mit/ C U, dann folgt aus der Abgeschlossenheit von
U dass Elemente der Formj* e ... e 25" mit 2; € M in U enthalten sind.

Alsoist H C U. DaU, bis auf die Eigenschaft/ zu umfassen, beliebig war folgt:

HC () U=<M>

(53)

U

Definition 1.9 (Erzeignis, Zyklische Untergruppe)
Sei(G, o) eine Gruppe unan € G, dann heifdt die vom} erzeugte Untergruppe m > < G eine
zyklische Untergruppe. S&f = {z1,... z;} C G eine Menge, dann heif3t

< X1y .02 =< {x1, .25} >=< M >

das Erzeugnis detr;.



Bemerkung 1.10 Zyklische Gruppen sind abelsch. O

Definition 1.11 (Gruppen-Homomorphismus)
Seien(G,e), (H, o) Gruppen, dann heilp : G — H ein Gruppenhomomorphismus, falls fur alle

g1, 92 € G die Eigenschafpp(g; e g2) = ¢(g1) © v(g2) gilt.
Die Menge aller Gruppenhomomorphismen ¥omach H bezeichnen wir mit

Hom(G, H) = {¢:G — H |y ist Gruppenhomomorphismys

Bemerkung 1.12 (Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen)
Seieny, G, H wie in Definition 1.11 es gelten:

(1)  pleq) =en

(i) VgeG o(g™") = (plg)™"

(iii) G'<G = (G)<H

(w) H<H = ¢ YH)<G

(v) Seit ein weiterer Homomorphismus mit: H — L,
S0 ist) o  ein Gruppenhomomorphismus v6h— L.

Beweis.
zu (i) Betrachtep(eq) = ¢(eq - eq) = p(eq) - plea) = vlea) - plea) ™ = en = ¢(eq)

zu (i) Furg € G giltnach(i), dassy = p(eq) = w(g-97") = v(9)-¢(g7") & ¢(g) " = (g™

zu (i) Nach(i) gilt e € G/, seien als@(g), ¢(h) € ¢(G") dann ist nachjii) auch
o(h™1) = p(h)~! € ¢(G’) enthalten. Betrachtez(g) - ¢(h) ™! = p(g-h™1) € o(G)

zu (iv) Esiste € ¢p~1({e}) und somit gibt es mit € ¢~'(H’) ein neutrales Element. Seien nun
g,h € o Y (H") alsoyp(g), ¢(h) € H' dann folgty(g - h=1) = ¢(g) - p(h)~! € H' und somit
g-h™t e '(H)

zu (v) Betrachte filly, h € G die Hintereinanderausfiihrung:

Y(elg-h) =v(elg) - wh) =¥ (e(g)) - ¢ (p(h))

Definition 1.13 (Kern und Bild von Homomorphismen)
Seip : G — H ein Gruppen-Homomorphismus, dann nennen wir
Ker(p) :={g9 € G|¢(9) =en} denKernvonpy und

Im(p) :={e(9)|g € G} das Bild vony.

Bemerkung 1.14 (Weitere Eigenschaften von Gruppen-Homomorphismen)
Seip wie in Definition 1.13, dann gelten:

(i) Ker(p) <G

(i)  Im(p) <H

(1it) @injektiv < Ker(p) = {eq}
(tv) psurjektiv < Im(p) =H



Beweis.

zu (i) Die Menge{ey} ist eine triviale Untergruppe voR . Nach Bemerkung 1.12 ist—!({e}) =
Ker(y) eine Untergruppe vo&'.

zu (ii) Die Menged ist eine triviale Untergruppe vo. Nach Bemerkung 1.12 ist(G) = Im(y)
eine Untergruppe Vo#l .

(i) Angenommeny ware injektiv undKer(yp) # {eqc}, dann gabe es ein € Ker(¢)\{eq} aber
damit folgte fur allea € G, dassyp(a e g) = ¢(a) o p(g9) = ¢(a)oeyg = ¢(a) aber dies
widersprache der Injektivitat vop, daa e g # a gilt.

(iv) Angenommeny ware surjektiv undm(p) # H, dann gabe es eih € H\p(G), also ein
Element im Bildbereich ohne Urbild, dies widersprache aber der Suritison . O

Definition 1.15 (Mono-, Epi-, Iso-, Endo-, Automorphismus)

SeienGG, H Gruppen undp : G — H ein Gruppenhomomorphismus.

Dann heiltp...

(1) Monomorphismus= ¢ ist injektiv

(i1) Epimorphismuss ¢ ist surjektiv

(731) Isomorphismus= ¢ ist bijektiv

IstG = H, so heil’tp : G — G Endomorphismus, ist ein injektiver Endomorphismus, so heif3t
Automorphismus. Weiter heiRéhund H isomorph (NotationG = H), wenn es einen Gruppeniso-
morphismusp zwischerG und H gibt.

Die Menge der Isomorphismen véhnach H bezeichnen wir mitso(G, H), die Menge der Endo-
morphismen auf; mit End(G) und die Menge der Automorphismen aumit Aut(G).

Bemerkung 1.16 SeienG, H Gruppen, danngitG = H & H= G O
Folgerung 1.17 Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation. O

Definition und Bemerkung 1.18 ( Konjugation / Inneres eine Gruppe)
SeiG eine Gruppe. Definiere fiir € G die Abbildung

wo: G — G
g — ag(f1

Dann isty, ein Automorphismus und heif3t Konjugation miDie Menge der Inneren Automorphis-
menInn(G) := {p, € Aut(G) |a € G} ist eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfiihrung
von Abbildungen.

Beweis.Wir beweisen zunéchst die Injektivitat van, Uber den Kern:

Ker(pq) = {g € Glaga™' =e} = {geGlag=a} = {geGlg=e} = {ec}
Aber ¢, ist auch surjektiv, dam(yp,) = G gilt.
Die Mengelnn(G) ist nicht leer, da die Identitdtd mit ¢.(g) := ege™! = g = id(g) ein innerer
Automorphismus ist. Wir wollen das Untergruppenkriterium (Bemerkung leButzen, seien also
©a, p € Inn(G) undg € G dann gilt:

(a0, )(9) = @a(b™'gb) =ab lgba™! = ablg(ab™ )t = ggpi1(2)
und somit folgty ;-1 (z) € Inn(G) O



Bemerkung 1.19 Sei(G, o) Gruppe,b € G. Die folgenden Abbildungen sind bijektiv:
(i) inv:G — G, mitg s g~!
(i) Iy : G — G, mitg—beg
(tit) 1y : G — G, mitgr— geb

Satz 1.20(Satz von Cayley)

Jede endliche Gruppe kann als Untergruppe einer symmetrischerp&rauggefasst werden.

Beweis.Sein = #G dann ist{Ss > n mit der symmetrischen Gruppe
Sq:={7:G — G |7 bijektiv }

Firb € G betrachte die Abbildung

c:G — Sqg
b — I

Nach Bemerkung 1.19 i$§ bijektiv und o ist Gruppenhomomorphismus, denn firr alle G gilt

o(ab)(g) = lap(g) = abg = o(a)(bg) = (c(a) o a(b))(g)

Weiter istKer(o) = e, denn mita € Ker(o) gilt o, = id und somitisto,(g) =ag=9g=a=¢
Also istG = Im(o) und mit Bemerkung 1.14 giltm (o) < S¢ O

2 Nebenklassen und Normalteiler

Wir betrachten die Division mit Rest, es gilt: Fur alle ganzen Zahtetndn gibt es ganze Zahledh
undr mit
m=d-n+r und 0<r<n

Wir sagen danm: ist kongruent zu- modulon und schreibem = r mod n. Wir kdnnen fiim € N>,
Untergruppen voiZ definieren mit

nz = {n-d|d€Z}

Wegen der Division mit Rest zerfalt in bestimmte Typen dieser Untergruppen, namlich

o n—1

z = | JrnZ)  mitr+nZ = {r+n-dlde}
Dieses Prinzip wollen wir im Folgenden verallgemeinern.

Definition und Bemerkung 2.1 (Linksnebenklassen)

SeiG Gruppe undH < @G, dann wird durchg ~ h :< h~'g € H eine Aquivalenzrelation (AR)
definiert. Die Aquivalenzklassen von der Fogil := {gh|h € H} heiBenLinksnebenklassen.
Die Menge der Linksnebenklassen wird @KH bezeichnet.

Bezeichnek ein Reprasentantensystem der Aquivalenzklassen, dann gilt

G = O gH und ngﬂggH =

0
ooR { g H =g H



Beweis.Wir miissen zunachst nachweisen, dassine Aquivalenzrelation ist. Dazu betrachten wir
die drei Eigenschaften:

Reflexivitat ist gegeben, denn
g~g & glog=ecH

Symmetrie ist gegeben, denn

g~h & hlogeH & (Wlog)l=gloheH & h~yg

Transitivitat ist gegeben, denn

a~bAb~c < bloa clobeH
& (clob)o(bloa)=cltoaeH & a~c

Nun missen wir noch nachweisen, dass @ials disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen dar-
stellen kénnen. Dazu genligt es zu zeigen, dass der Schnitt zweisalsmzklassen entweder leer ist
oder beide Klassen identisch sind. Seien gigd undg, H zwei Aquivalenzklassen mit nicht-leerem
Schnitt. dann gibt es eig € g1 H N goH. Wegeng € g1 H gilt g1 ~ g und wegery € goH folgt

g ~ g2. Wegen der Transitivitat vor folgt nun die Behauptung. O

Bemerkung 2.2 Analog zu den Linksnebenklassen definiert man Rechtsnebenkdiassien
Hg :={hg|h € H}. Die Links- und Rechtsnebenklassen stehen duaycH — H\G
mit gH — Hg~! in Bijektion.

Bemerkung 2.3 SeiG eine Gruppe mit UntergruppH < G. Je zwei Linksnebenklassen [Rechtsne-
benklassen] z#f sind gleichméchtig, d.h. es existiert eine Bijektion.

Beweis.Betrachtey; H — goH mit g1 H +— goH := (gzgfl)ng O

Definition 2.4 (Gruppenindex, Gruppenordnung)
SeienG und H < G Gruppen. Der Index voi/ in G ist definiert als(G : H) := Card (G/H).
Insbesondere isiG : {e}) = Card(G) die Ordnung von G.

Satz 2.5 (Satz von Lagrange)
SeienG und H < G Gruppen. Dann gilt:

Card(G) = Card(H) - (G: H)

Beweis.Aus Bemerkung 2.1 wissen wir, dass s(@hals disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen
schreiben lasst. Nach Bemerkung 2.3 haben alle LinksnebenklassemvigllsicElemente, namlich
Card(H) Stuck. O

Definition 2.6 (Normalteiler)

SeienG und N < G Gruppen, dann heiR¥ Normalteiler vonG (Notation: N < G), wenn fur alle
g € G die Linksnebenklassen gleich den Rechtsnebenklassery(élso N g) sind. Weiter definieren
wir fur zwei Untergrupper/, V vonG das ProdukU - V := {u-v|ue U ANv eV }.



Beispiel 4 (Normalteiler)
() A, := Ker(sgn : S, — {£1}) Daher gilt: 4,, < S,
(i) Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist Normalteiler.

Bemerkung 2.7 SeienG undU < G Gruppen, dann sind aquivalent:
(i) U < G U ist Normalteiler von7

(ii) gUg ' =U Vgeq

(iii)gUg ' CU Vged

Beweis.(i) = (i7) ist klar nach Definition 2.6 un¢ii) = (iii) ist trivial.
(1i1) = (¢) : Fur alleg € G gilt

gUg™ ' CU & gUCUg & Ug'Cyg'U & UgCyU
= Ug=9U Vged = UdG

a

Bemerkung 2.8 SeienGG, H Gruppen undp € Hom(G, H) ein Homomorphismus, dann gelten:
(i) Fur N<Q Histp }(N)<G

(77) Ker(p) <G

(7i1) Ist Epimorphismus und < G dann isty(N) Normalteiler vonH

Beweis.zu (i): o~ () ist Untergruppe nach Bem. 1.12.

Seieng € G undz € ¢~ !(N) dannisty(z) € N. Es gilt:

plgzg™) = p(9)p(a)p(9) "t € N (N 2G)

=grg T € (N)= ¢ (N) < H

zu (ii): (ii) ist Spezialfall von (i) mitN := {e} < H

zu (iii): Seih € H undp(n) € ¢(N). Aus der Surjektivitat vorp folgt die Existenz vory € G mit
der Eigenschafp(g) = h und damithp(n)h™ = ©(g)p(n)p(g) ™" = p(ghg™") € p(N) O

Faktorgruppen

Zur Herleitung betrachten wir folgende Rechnung:

SeiN <G sowiegN,hN € G/N, dann gilt.gN - hN = ghNN = ghN,daNh = hN.

Ist N nur Untergruppe und kein Normalteiler, so gilt die obige Rechnung im Allgesneiicht. Mit
dieser Vorberlegung haben wir schon fast den folgenden Satz lewies

Definition und Satz 2.9 (Faktorgruppe, Quotient)
SeiG Gruppe undV < G. Dann ist¥,/; zusammen mit

- G/N X G/N — G/N, mit (¢gN,hN) — gN - hN eine Gruppe.

G/N heil3t Faktorgruppe vor¥ modulo N oder auch Quotient.

Beweis.Nach der vorangegangenen Rechnung missen wir nur noch zeigm@,/q\] eine Gruppe
ist, dazu gehen wir Definition 1.1 durch.

Das neutrale Element iﬁ/N ist die NebenklasseN, denn

eN-gN =gN =gN-eN Vged

8



Weiter gilt das Assoziativgesetz:

(91N - g2N) - gsN = g1g2gsN = g1 N - (g2N - g3N)
und es gibt Inverse zu jeder Nebenklasse:

gN - g_lN = gg_lN =eN = g_lgN = g_lN-gN

Definition und Bemerkung 2.10 (kanonische/naturliche Projektion)

SeienG und N < G Gruppen. Dann definiert die Abbildung: G — G/N' mit g — gN einen
surjektiven Gruppenhomomaorphismus den wir die natirliche (oderrkadoe) Projektion nennen.
Es gilt weiter: Ker(r) = N.

Beweis.Die Surjektivitat ist unmittelbar klar, da/N alle g € G durchlauft. Daher werden alle Ne-
benklassen getroffen. Weiter istein Homomorphismus, da(gh) = ghN = gN - hN = w(g)m(h)
gilt. Betrachte den Kern von: Ker(n) = {g € G|gN =N} ={geG|lge N} =N ]

Bemerkung 2.11 SeienG und N < G Gruppen. Dann sind aquivalent:

(a) N ist Normalteiler vonz
(b) Es gibt eine Gruppé? und einen Gruppenhomomorphismpss Hom(G, H) mit der Eigen-
schaft, daser(p) = N ist.

Beweis.
(b) = (a) folgt direkt aus Bemerkung 2.8.
(&)= (b): WahleH := G/N undy := 7, so folgt die Behauptung aus Bemerkiing 2.10. O

Satz 2.12 SeiG eine Gruppe undV < G ein Normalteiler. Weiter set : G — G/N die natlrliche
Projektion. Die Abbildung
o:{vcGy|lvaby} — {HaG|NcH)
U — n YU)
ist inklusionserhaltend und bijektiv.
Beweis.O ist Wohldefiniert, denn nach Bemerkung 1.127st' (H) Untergruppe vorG. Weiterhin
gibt es eine Umkehrabbildung mif — 7 (H), denn
1) 7 'n(H)=H
"' gern Nn(H)) = w(x) =n(h) firhe H
=m(r—h)=e=>z—-—hecKer(r)=NCH=x€H
""" he H,mh)en(H)=hecr 'n(H)
2) an Y (U)=U U<G/N
" peqan l(U)=r=a(y),mtycn ' (U) =2 =7n(y) €U
"' e U,danrsurjektiv3ge Gmitn(g) =u=gecr (U)=ucrr L(U)

InklusionserhaltendV C U = 7~ }(V) C =~ (U) ist allgemeine Eigenschaft von Abbildungen.
Beide Abbildungen bilden Normalteiler auf Normalteiler ab. O

9



Satz 2.13 (Universelle Abbildungseigenschaft der Faktorgruppe)

SeienG und N < G Gruppen undp € Hom(G, H) ein Homomorphismus miy C Ker(p) und
7 die natirliche Projektion, dann gibt es genau eir@ruppen-Homomorphismus : G/N — H
derart, dass das folgende Diagramm kommutiert, g.b= ¢ o 7

G d H
A
Gy

Beweis.Um die Existenz vorp zu zeigen geben wir es einfach &t{yN) := ¢(g). Wir miissen nun
zeigen, das® wohldefiniert ist. dazu betrachten wir:

Vne NVgeG @(gN)=p(gn) =¢(g)p(n) =¢(g)

Die Homomorphieeigenschaft miissen wir nicht zeigenp dfese Eigenschaft durch unsere Defini-
tion direkt vony bekommt und somit folgt unmittelbar(g) = @(gN) = ¢(7(g))

Die Eindeutigkeit ergibt sich mit dem gleichen Argument wie in Bemerkung 2. Hkdaus der Sur-
jektivitat vonr. O

Satz 2.14 (Homomorphiesatz)

SeienGG, H Gruppen undp € Hom(G, H) ein Homomorphismus, sowielie Inklusionsabbildung
Im(p) C H. Dann gibtp aus Satz 2.13 einen eindeutig bestimmten Gruppen-lsomorphismus
G/Ker(@ — Im(p), mit der Eigenschaft, dass das untenstehende Diagramm kommutiert.

P

G

A

“erlp) 5 m(s)

Beweis.Wir weisen zunachst die Bijektivitat nach:

@ istinjektiv, dennp(gN) = ¢(g9) = e = g € Ker(¢) = N = gN = N = Ker(p) = {eN}

¢ ist direkt nach Definition surjektiv, dan(@) = Im(yp)

Die Eindeutigkeit vorp folgt unmittelbar aus der universellen Abbildungseigenschaft der Fakio-
pe Satz 2.13. O

Bemerkung 2.15 Es seien(7 eine Gruppe und/, V < G. Es gelten:
DULGVVLGE) =U- V<G
@QUIGANV LG =U-VIG

Beweis.SeienU, V # @ und seienu,u’ € U undv,v’ € V dann betrachtev - (v'v')™! = u - v -
o'~/ Esgilty - o't -/~ - - v~ € U Um diesen Term zu erhalten kénnen wir die obige
Gleichung mite = v/ - v~ - v - v/~1 erweitern, d.h.

(w-v- vt = (v T Y 0T e T e UV

Wir haben nun Teil (1) bewiesen fiir (2) betrachteu - v - g7 = gug™! - gvg™' € U - V mit
g€ GueUundv eV O
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Bemerkung 2.16 SeienG eine Gruppel/ < G eine Untergruppe undv’ < GG ein Normalteiler von
G. Dann gelten:
i) NQU-N
(i) UNNSU
Beweis.zu (i): Es seiemq,n0 € N, u € U, dann ist
(ung)ny (ung)_l = uengen ongl eyl €N
———

eEN

zu (ii): Sei nunn € U N, u € U. Dann istunu~! sowohl inU als auch inN enthalten, also
unu~te NNU O

Satz 2.17(I. Isomorphiesatz)
SeienG eine Gruppel/ < G eine Untergruppe undV < G ein Normalteiler. Dann induzieren die
Abbildungen

t:Usu—ueeclU-N UndWIU'NH(U'N)/N
einen Gruppenisomorphismus. Insbesondere gilt

e )

Beweis.Sei® := ro.: U — (U- N)/N. Dann ist® surjektiv und fur den Kern gilt
Ker(®) = U (N
mit Satz 2.14 folgt nun schon die Behauptung. O

Satz 2.18(Il. Isomorphiesatz)
SeiG eine Gruppe undv < G, H <G mit N C H. Dann ist:

G

N . G
gN (H/N) —  gH

Gruppen-lsomorphismus.

Beweis.Die Abbildung

oGy - Gy
gN +— gH

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und es gilt

Ker(p) = {gN € Gy |gN C HY = {gN |gN e ) =

Mit Satz 2.14 folgt die Behauptung. O
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3 Abelsche und zyklische Gruppen

Definition 3.1 (endlich erzeugte und zyklische Gruppen)

SeiG eine Gruppe, dann heit endlich erzeugt, falls es Elementg, ..., x, € G mitr € N gibt, so
dass das Erzeugnis def bereits die gesamte Gruppe ist. Alsoxy, ..., x, >= G.

G heil3t zyklisch, falls es einin G gibt, dass erzeugt, als@lz € G : <z >=G

Bemerkung 3.2 SeiGG Gruppe. Dann sind aquivalent:
(i) G istzyklisch
(i) 3 ¢ : Z — G, ist surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis.Wir schlieen von(i) auf (i¢), d.h. nach Voraussetzung und Bemerkung 1.10 kénnen wir
G explizit angeben al&f = {z"|n € Z} setze alsap(n) := z". In der anderen Richtung ist
G :=< ¢(1) >, denng(n) = ¢(1)" O

Bemerkung 3.3 Jede Untergruppe vo# ist von der ForrmZ, firn € Ny

Beweis.SeiU < Z eine Untergruppe. Ohne Einschrankung{ggi # U. Bilde M := U [ Nxg

Wir definierenn := min{m > 0| m € M} und behaupteri/ = nZ.

Die RelatiormZ C U ist sofort klar, denm ist das Minimum def) < m € M

Sei nunm € M beliebig gewahlt, dann gibt die Division mit Rest die Existenz von Zahlenc N
mit0 < r < nundm = a-n + r. Diese Gleichung kénnen wir umstellenze= m —a -n € U.
Dan minimal gewahlt ist, folgt unmittelbar = 0. Wir schlieRen. dass = an ist und kdnner/ nun
schreiben alst/ = {0} | M J{—m|m € M}. AlsogiltU C nZ

Wir haben beide Inklusionen gezeigt, also folgt = U O

Folgerung 3.4 SeiG zyklisch, dann gilt:

G=Z Vv G=Z/nZ
SN—— —_———
falls 4G = oo falls G = k < o0

Beweis.Seiy € Hom(Z, G) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Ein solcher existiert nach
Bemerkung 3.2, d& zyklisch ist. Insbesondere iBter(¢) < Z eine Untergruppe. Nach der voran-
gegangenen Bemerkung B.3 gibt es alsorein Ny, so dasXer(y) = nZ ist. Mit dem Homomor-
phiesatz 2.14 gilt nun

G = Im(p) = Z/Ker(cp) = Z/nZ

Ist nuntG = oo so giltKer(p) = {0} und WegerZ/OZ = Z folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.5 SeiG zyklische Gruppe untl’ < G. Dann gelten:
(i) U ist zyklisch
(iiy Gy ist zyklisch

Beweis.Da G zyklisch ist, gibt es einen GruppenepimorphismusZ — G.
zu (ii): Mit der kanonischen Projektiom erhalten wir einen Gruppenepimorphismus

©
V7 — GW—»G/U
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somit istG/U nach Bemerkung 3.2 zyklisch.
zu (i): Nach Bemerkung 1.12 ist—!(U) eine Untergruppe vo#, daher folgt mit Bemerkung 3.3 die
Isomorphie vony = (U) = nZ fur einn € N Betrachte nun

_ ®
e (U) » U

mit dem Homomorphiesatz (2.14) folgt nbfﬁl(U)/Ker((p) = U somit istU zyklisch als Quotient
der zyklischen Gruppe ! (U) mit Ker(y). O

Definition 3.6 (Elementordnung)
SeiG eine Gruppe und € G. Dann ist die Ordnung von definiert als:

Ord(z) := min{n € Nyo|2" = e}
Existiert dieses Minimum nicht, dann definieren vid(z) := +oo

Bemerkung 3.7 Sei die Gruppé&s =< x > zyklisch, dann gilt:
Ord(z) = Ord(G) = Card(G)

Beweis.Wir unterscheiden in zwei Falle: Zunachst€eil(x) = oo dies ist genau dann der Fall, wenn
Ord(< x >) = oo, denne, z, 22, . .., 2! sind paarweise verschieden firr alle: co. Betrachten wir
nun den anderen Fallrd(x) = n < cc. Die Elemente, z, 2%, . .., 2"~! sind paarweise verschieden,
denn aus:® = 2P mitn < a < bfolgt 2% - 2% = 22 = ¢ Dies ist jedoch ein Widerspruch, da- b
nach unserer Voraussetzung zwischennd 0 liegt. Weiter istG :=< x >= {e,z,2?,... 2" 1}.

O

Bemerkung 3.8 SeiG eine endlich erzeugte Gruppe umde G, dann teilt die Ordnung vor die
Ordnung vonG, alsoOrd(x) | Ord(G) d.h. es gibt ein: € N+, so das®rd(z) - ¢ = Ord(G) ist.

Beweis.Der Satz von Lagrange (2.5) gibt uns die Zerlegnd(G) = Ord(< = >)-Ord(G :< = >)
0

Bemerkung 3.9 Seiernp eine Primzahl und~ eine Gruppe mip ElementenCard(G) = p). Dann
ist G eine zyklische Gruppe.

Beweis.Seix € G'\{e} mit der soeben bewiesenen Bemerkung 3.8 fOlgt(x) = p. Diese Aussage
ist aber aquivalent dazu, dasslie Gruppe erzeugk( « > = G) also istG zyklisch. O

Satz 3.10 (kleiner Fermat der Gruppentheorie)
SeiG eine endlich erzeugte Gruppe und:= G eine Gruppenelement, dann git“rd(©) = ¢

Beweis.Aus dem Satz von Lagrange 2.5 folgtd(G) = Ord(z) - (G :< x >)
Betrachte als@(G:<:c>) —e = xOrd(:c) - (xOrd(z))(G:<a:>) — xOrd(G) 0

Definition und Bemerkung 3.11 (Direktes Produkt)

Fur alle i € I seien Gruppert; gegeben. Dann ist das kartesische ProdyKt:GG; zusammen mit
i€l
komponentenweiser Verkniipfung das direkte Produk&Gier

[] G ist Gruppe

icl
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Beweis.Wir missen die drei Gruppenkriterien aus Definition 1.1 nachweisen:
zu 1.1 (i) Die komponentenweise definierte Verknlpfung ist komponentenweisgiata

zu 1.1 (ii) Es gibt ein neutrales Elemeate [ [ G;, denn sei fui € I das neutrale Element &, mit
e; bezeichnet, dann setze= (... ,e;,...). Furalleg = (..., g;,...) € [| G; gilt dann:

€ 0Giy...) = (c.0yGiy...)

eoyg (..
= 9 = (’g“) = ("'agi06i7°") = goe

zu 1.1 (jii) Zujedemg = (..., q;,...) € [[ G; gibt es ein inverses Element, ndmlich

gt = (... ]G

Satz 3.12 (Hauptsatz tiber endlich erzeugte abelsche Gruppen)
SeiG eine endlich erzeugte, abelsche Gruppe, dann gibt es eindeutig bestinsnatéN und
di,...,ds € N5 mitd; | d; furi < j, so dass

G=Z"x HZ/diZ
=1
Beweis.Folgt in Algebra Il
Anmerkung: Sindn, m € Ny teilerfremd, dann giIZ/nZ X Z/nZ = Z/(mn)Z

Beispiel 5 Wir bestimmen alle abelschen Gruppen pdit= 12 mit dem Hauptsatz:
Da G endlich ist, muss = 0 gelten. Es gibt nur zwei Zerlegungen de, die die Bedingung; | d;
fur ¢ < j erfillen, namlichl2 = 12 und12 = 2 - 6. Also folgt mit dem Satz

G = Dayy  oder G = Loy xTiy
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Kapitel I

Ringe

4 Ringe und Ideale
Definition 4.1 (Ringe, Unterringe, Ringhomomorphismen und Kérper)
Eine MengeR zusammen mit Abbildungen
+,-:RxR—R
hei3t Ring (mit Einselement), falls gelten
() (R,+) isteine abelsche Gruppe. Das neutrale Element beziglioennen wit) := e
(i) (R\{0},-) ist ein Monoid. Das neutrale Element bezugliciennen wirl := e.
(iii) (iii) Fur alle a, b, c € R gilt
* Das links-Distributivgeseta: - (b + ¢) = ab + ac
« Das rechts-Distributivgesetza + b) - ¢ = ac + be
Zur Vereinfachung definieren wiz\ {0} := R". Mit dieser setzung heil3t ein Ritg)
 kommutativ, fall§ R, -) kommutativer Monoid ist.
« Schiefkorper, fall§ R, -) eine Gruppe ist.
« Korper, falls(R°, -) eine abelsche Gruppe ist.
Eine Teilmenge& C R heildt ein Unterring, falls
(i) (S,+) eine Untergruppe votR, +) ist und
(i) (S°,-) ein Untermonoid voriRY, -) ist.

SeienR, S Ringe. Eine Abbildung : R — S heil3t Ringhomomorphismus, fallsmit beiden Ab-
bildungen vertraglich und unitér ist, das heil3t falls fur alleb € R die folgenden Bedingungen
gelten:

(1)  pla+b) = ola)+e(b)
(1) @la-b) = @(a)-p(b)
(i) (1) =1
Der Einfachheit halber behalten wir die Notationéfom (R, S), Iso(R,.S), End(R), usw. fur die
entsprechenden Mengen von Homomorphismen bei.
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Bemerkung 4.2 SeienR, S Ringe

(@) Giltin R, dassey = 0 =1 = e,, dann istkR = {0}. Wir nennenR den ,0-Ring".

(b) Seip € Iso(R, S), dannistp=! € Iso(S, R)

Beweis.Zu (a) Furaller € Rgiltr=r-1=r-0=r-(1—-1)=r—r=20

Zu (b) Far alles, t € S gilt gp(gp_l(t) o)) = w_l(t)) oo l(s ) =t-s

Esfolgtp=1(t) - o= 1(s) = o (t - 5) O
Beispiel 6 Die MengerR, Q, Z, Matg (n, n) (Ring dern xn-Matritzen Uber dem KorpeK), Endk (V)

(Endomorphismenring uber delfxVektorraumV’) sowieR[ X | (Polynomring uber dem Ring) sind
Ringe.

Anmerkung Sei R ein Ring. Ein Polynond_ a,, X™ € R[X] ist ein formaler Ausdruck, also nichts
weiter, als die Koeffizientenfolgeuo, a1, . . . , a). Wir wollen in Zukunft R[X] genauer untersuchen,
daher ein ausfuhrlicheres

Beispiel 7 SeiR ein kommutativer Ring unek € N, dannistR[X, ..., X,,] der Polynomring in
m Variablen, also:

RiXy, o Xm] = > Uy~ X1 oo X | fastallea,, ) =0
(n1,.esnm ) ENX...XN

Hierbei heilt ,fast alle”: Alle bis auf endlich viele Ausnahmen.

Anmerkung Der Polynomring inm Variablen lasst sich als Polynomring in einer Variable Uber dem
Ring R[ X1, ..., X,,—1] auffassen, als®[ X1, ..., X;»] = R[ X1, ..., X;m—1][Xm]

’Ab hier betrachten wir nur noch kommutative Ringe mit Einselement‘

SeienR, S Ringe undp € Hom(R, S) ein Ringhomomorphismus. Wir kdnnen sofort zwei besondere
Eigenschaften voier(y) = {r € R| (r) = 0} feststellen:

(i) Da unter anderem auch ein Gruppenhmomorphismus ist, wissen wir aus déel Kiapr Grup-
pen, dassKer(y), +) eine (ablesche) Untergruppe VOR, +) ist.

(i) Istr € Ker(¢) undz € R, dann gilt
p(xr) = @(z) - o(r) = (z) - 0=0
Daheristz - r € Ker(yp)

Diese Eigenschaften des Kerns von Ringhomomorphismen wollen wir im Begsildeals verallge-
meinern. Dazu die nachste

Definition 4.3 (Ideale)

Eine Teilmenge C R heildt Ideal, (wir schreiben dann< R,) falls
(i) aist Untergruppe bzgl. der Additiorfn, +) < (R, +)

(i) aist multiplikativ Abgeschlosseia caVx € R: z-a€a

Beispiel 8 Alle Ideale inZ sind von der ForrmZ furn € N
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Bemerkung 4.4 SeiR ein Ring undr C R, dann sind aquivalent:
(i) aisteinldealvonRund (i)Va,beaVex € R: a+bcaANz-aca

Beweis.(i) = (ii) ist klar nach Definition 4.3
(1) = (i) Seiena,bea = (—-1)-bea=a—-beca = (a,+) <(R,+) O

Bemerkung 4.5 SeienR, S Ringe undp € Hom(R, S). Dann gelten:
(@) Istb < S ein Ideal, dann ist auclp—(b) < R ein Ideal.

(b) Istp surjektiv unda < R ein Ideal, dann ist aucky(a) < S ein Ideal
(c) Im(y) C S ist Unterring

(d) Ker(p) < Rist ein Ideal

Beweis.zu a)

Wir haben in Bemerkung 1.12 die Untergruppeneigensahaft (b), +)
Seir € p~1(b) undx € R, alsop(r) € b, dann giltp(xr) = ¢(z) - p(r) €
Zu b)

Auch hier ist mit Bemerkung 1.12 sofort klar, das&:) eine Untergruppe ist. Sei(a) € ¢(a) und
x € S. Da surjektiv ist, existiert eiy € R mit p(y) = x also

< (R, +) nachgewiesen.
b. Daheristrr € = 1(b)

z - p(a) = p(y) - pla) = p(ya) € p(a)
Zu C)

Die Untergruppeneigenschaft vdm(y) in S haben wir bereits in Bemerkung 1.12 gezeigt. Seien

©(q), ¢(r) € p(R) = Im(p), Dannistauchp(q) - p(r) = p(g - r) € Im(p)
d) ist Klar. O

Wir erinnern uns an Faktorgruppen: Se¢ieine Gruppe undv < G ein Normalteiler, dann is@/N
eine Gruppe. Wir wollen diese Konstruktion nun auf Ringe Ubertrageml&eR ein Ring undn < R

ein Ideal. Wir wissen, das@, +) Normalteiler von(R, +) ist und kénnen daher die Faktorgruppe
(R, +)/(a 1) bilden (Vergleiche Satz 2.9).

DamitR/a auch ein Ring wird fihren wir zusatzlich eine Multiplikation ein:

R/aXR/a — R/a
(x4+ay+a) — (x+a)-(y+a)=zy+a

Die Wohldefiniertheit ist hierbei nicht trivial:

r+a=24+a AN y+a=vy +a

(@' +a)-(y+a) = 2y +a

(z—(z—2)+a)- (Y —(y—y)+a

(z—(x—2)-(y—(y—y)) +a

= :':y—af(g;y)—y(ﬂ«:ﬁ)+(:':—rﬂ)(y—y)+cl
ca ca ca

= wyta=(z+a) (y+a)

Die Assoziativitat und Distributivitat ertﬁ/a von R. R/a ist also ein Ring bzgt.und +. Damit haben
wir die Wohldefiniertheit der folgenden Definition bereits gezeigt.
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Definition und Bemerkung 4.6 (Quotienten-, Faktorring, nattrliche Projektion)

Ist R ein Ring undh < R ein Ideal, dann iis/a ein Ring und heif3t Faktor- oder Quotientenring.
Die natirliche Projektionr : R — R/a ist surjektiver Ringhomomorphismus rhitr(7) = a.
(Vergleiche Bemerkung 2.10)

Satz 4.7 Seien die Bezeichnungen wie in der vorangegangenen BemerkudgdnGst

ooy} — {clacCc}
b — 7 (b)

eine Bijektion mit der Umkehrabbildurg™> ¢ — = (¢) € R/a

Beweis.Nach Bemerkung 4.5 sind~!(b)} und~(c) Ideale. Es bleibt o 7~! = id zu zeigen. Dieser
Beweis verlauft analog zum Beweis aus $atz 2.12. O

Satz 4.8 (Homomorphiesatz)
SeienR, S Ringe undp € Hom(R, S), dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ring-Isomorphismus:

@ R/Ker(sp) — Im(p)
mit der Eigenschaft, dass das untenstehende Diagramm kommutiert.

R 4 S

J

Pier(p) 5 Imle)

Hierbei bezeichnen die natlrliche Projektion unddie natdrliche Inklusion.

Beweis.Der Beweis erfolgt analog zum Homomorphiesatz fur Gruppen (2.14)eRk8gt zusatzlich
zu prifen, obp Ring-Homomorphismus ist. Da wir auch schon wissen,@as Gruppenhomomor-
phismus ist genligen

o((xz+a)(y+a)) =p(zy +a) = p(zy) = p(z) p(y) = ¢(z +a) p(y + a)

und e(l+a)=p(l)=1
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5 Primideale und Maximalideale
Wir betrachten die (bis auf Einheiten) eindeutige Primfaktorzerlegudg kir z € Z gilt
z = ¢e-pi"tpl

Mit paarweise verschiedenen Primzahjgrunde € Z*. Wir kdnnen folgern, dass fir eim € N>,
gilt: n ist genau dann eine Primzahl, wenn fir alle Produkte Z gilt:

Wennn teilt ab [Notation: n|ab] so folgtn teilt bereits eine der Zahlenoderb, alson|a V n|b.

Wir wollen diese Eigenschaft im Begriff des Primideals verallgemeinern

Definition 5.1 (Einheiten, Nullteiler, maximale-, Haupt- und Primideale)
SeienR ein Ring undr € R, dann heil3t:

... eine Einheitfalls es einy € R gibt, so dasg -y = 1p ist.

Die MengeR* := {z € R|3y € R x -y = 1} der Einheiten inR heilt Einheitengruppe voR und
bildet eine multiplikative Gruppe.

... ein Nullteiler, falls es einy € R\{0} gibt, so dasx - y = 0 ist.

R heif3t Nullteilerfrei oder Integritatsbereich, falfg nicht der Nullring ist und?\ {0} keine Nullteiler
enthalt.

Seinuna <1 R ein Ideal mita # R. a heil3t genau dann

... Primidea) wenn daraus, dass das Produkt zweier Elementeraunsa liegt folgt, das bereits eines
der Elemente im ist, alsoa-b€a = a€a V b€ a.
Die Menge aller Primideale iR bezeichnen wir als das Spektrum v@mind schreibem € Spe¢R)

... Maximalideal wenn fir alle Idealéh < R die a enthalten § C b) gilt: a = b oderb = R
Die Menge aller Maximalideale if® bezeichnen wir als das maximale Spektrum amd schreiben
a € Max(R)

Fir ein Element: € R heil3t(z) := {rz |r € R} = xR das Hauptidealonz.

Anmerkung Mit dieser Definition gilt:n € Z ist genau dann eine Primzahl wefw) := nZ ein
Primideal inZ ist.

Beispiel 9 (Nullteiler / Einheiten)
Die RingeZ undQ sind Nullteiler frei. Der RingZ/4Z hingegen nicht, denn

2-2=4=0(mod)4 und 2#0

Der RingZ hat die Einheiterl und —1 und es giltZ* = {41, —1}. In Q sind alle Elemnte ausser
der0 Einheiten, dass hei®* = Q\{0}.
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Bemerkung 5.2 (Eigenschaften von Idealen)
SeienS # {0} # R Ringe,z,y € Runda < R. Es gelten:

@ (x)=R & xz € R*
(b) R sei ein Integritatsring, dann gilttz) = (y) & Je€e R* x =¢-y
(c) es sind aquivalent:
() Ristein Korper
(i) R* = R\{0}
(iii) (0), R sind die einzigen Ideale iR
(iv) Fur alle ¢ € Hom(R, S) gilt: ¢ ist injektiv.
(d) a ist Primideal< R/a ist ein Integritatsring
(e) a ist Maximalideak= R/a ist Korper
(f) Maximalideale sind Primideale

Beweis.

zu (a) Sei(z) = R, dannistly € (z) und somit gibt es eipp € R mit der Eigenschatt - y = 1.
Seiz € R*, dann gibt es eig € R mit der Eigenschaft, dads; = = - y, alsoistlp € ().

zu (b) Seienz,y € R. Wir beweisen zunachst die- Richtung: Also gibt es eis € R*, so dass
r = ¢ -y Dannist aber € (y) also(z) C (y). Dac eine Einheit ist, gibt es ein Inverses!,
sodass - ¢! = x. Dannist abey € (z) also(y) C (z).
Zur = Richtung: Da(z) = (y) giltist x € (y) also gibt es eim € R, so dass = a - y gilt.
Weiter isty € (x) also gibt es eith € R, sodasy = b- z gilt. Es giltalso:z =a-y=a-b-x
Nach Umformen erhalten wir = z(1 — ab). Das heif3t aber, dass= 0 oderab = 1 gelten
muss. Im ersten Fall ist augh= 0, da wir (z) = (y) Vorausgesetzt haben wéahle alse- 1 €
R*.Im zweiten Fall ist € R* die gesuchte Einheit.

zu (c) Die Aquivalenz zwischefi) und (ii) ist trivial. Fiir den Schlusson (i) auf (iii) sei(0) # a<iR
ein Ideal undz € a ein Element, dann folgt™' -« € a also istlg € a = R. Fir den
Schlussvon (jii) auf (iv) betrachteler(y). Nach Bemerkung 4.5 ist der Kern ein Ideal also gilt
Ker(p) = (0) oderKer(p) = R. Der zweite Fall ist aber ausgeschlosseny@s) = 1 # 0
gilt. Wir schlieRen zum Schluss noebn (iv) auf (ii) dazu seir keine Einheit, alsa: € R\R*,
dann ist(z) # R. Betrachte nun die naturliche Projektian: R — R/(x) =: S. Diese ist,

da S nicht der Nullring ist, nach Voraussetzung injektiv also gilir(7) = (x) = 0. Also gilt
R* = R\{0}.

zu (d) Seia < R ein Ideal mita # R. Fur die=-Richtung seiz + a) - (y + a) = a, dannistry € a
und somitistr € a odery € a, daa ein Primideal ist. Also isﬁ/a Nullteilerfrei.
Fur die<-Richtung sei nuny € a Betrachte(z +a) - (y+a) = (zy 4+ a) = a Also ist bereits
x + a = aodery + a = a und somitr € a odery € a.

zu (e) Seia < R ein von R echt verschiedenes Ideal. Auch hier sind wieder zwei Richtungen zu
Zeigen, wir beginnen mit det--Richtung: Daa nach Vorraussetzung Maximal ist kallﬁxa
nur die IdealeR und (0) enthalten, somit folgt aus (c) die Behauptung.
In der Gegenrichtung is@/a ein Korper nach Voraussetzung, enthalt somit nur die Id&ale
und (0) es folgt sofort die Behauptung.

zu (f) Korper sind Integritatsbereiche, somit folgt die Behauptung aus demTejaind (). O
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Folgerung 5.3 Sein € N+, dann sind &quivalent:
(i) nistPrimzahl

(i) (n) S Zistein Primideal

iy 2/, ist nullteilerfrei

(iv) (n) S Zist ein Maximalideal

(V) Z/nZ ist ein Korper (NotationiF,,)

Beweis.Die Aquivalenzen von (i) und (iii) und von (iv) und (v) haben wir in Berkeng 5.2 gesehen.
Fur den Schluss von (i) auf (ii) seb € (n). Also gibt es eirc € Z so dass: - ¢ = ab gilt, das heift
aber nichts anderes al$ab. Dan eine Primzahl ist gilt nun entwedefa odern|b. Wie oben kénnen
wir schliel3en, dass danne (n) oderb € (n) gelten muss. In der Gegenrichtung folgt aisc (n)
sofort, dass € (n) oderb € (n) alson|a odern|b.
Wir schlieBen nun von (iii) auf (v), dazu sei= 2z +nZ € Z/n 7\{0}. Wegen der Division mit Rest
gibt es einy € Z, so dass

-y =1 (mod)n

gilt. Dann ist abery = y + nZ das Inverse voix = x + nZ. Daz beliebig war folgt, dass jedes

Element ausser der Null eine Einheit ist. Nach Bemerkung S%Z also ein Korper.
Der letzte Schluss von (iv) auf (ii) ist trivial, da Maximalideale immer Primideald.sin O

Folgerung 5.4 Primideale vorZ = {(p) <Z |pprim Vp =0}
Maximalideale vor¥Z = {(p) QZ | pprim} O

Satz 5.5 SeiR ein Ring, dann besitz® ein Maximalideal.

Beweis.Seift := {a < R|a # R}, dann istt halb-geordnet bzgl.G".
D.h.aCa,undfallsa CbAbCa=a=5b

Behauptung 1 Jede totalgeordnete Teilmende; |i € I} C 90t besitzt eine obere Schranke.
In FormelnVi,j € I a; Ca; V a; Ca; *).
Die obere Schranke istt := | J;c;a; mitVi € I a; Ca, a €M

Beweis.a # R, dal ¢ a; Vi € I. Es genligt also zu zeigen, dass R ein Ideal ist.
Seia caundr €e R = dielaca=r-a€caq CaSeilennum,b e a=3Ji,j€lac
a; /\beaj

ga,beai\/a,beaj:>a+b€a¢§a\/a+b€aj§a A

Nun kdnnen wirZorns Lemmanwenden?t besitzt maximale Elemente, also Maximalideale.O

Folgerung 5.6 In jedem RingR gelten:
1) Jedes Idead <t R ist in einem Maximalideah < R enthalten.
2) Jede nicht Einheit € R\ R* ist in einem Maximalideah < R enthalten.

Beweis.zu 1)

Betrachte die nattrliche Projektion: R — R/a. Sei nunm < R/a ein Maximalideal nach Satz 5.5.
Dann istr—!(m) <1 R ein Maximalideal, dass enthalt.

(2) folgt aus (1) mita = (x) O

Bemerkung 5.7 Es seiem? ein Ring,p< R ein Primideal undS := R\p, dann istS eine multiplikativ
abgeschlossene Teilmenge V@ND.h.1 € S A 51,80 € S = 51:-520€ S
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Beweis.dap ein echt vonR verschiedenes Ideal ist, i ¢ p alsoistly € S
Sindsy, s2 € S dann sind diese nicht ipenthalten. Da ein Primideal ist, gilts; - s2 ¢ p ist also ein
Element inS. O

Definition und Satz 5.8 (Lokalisierung vonR beip)
Es seienk ein Ring,p < R ein Primideal undS := R\p. Dann gelten:

(@) AufR x Swird durch(r,s) ~ (',s') & Ft e St-(rs' —r's) =0
eine Aquivalenzrelation definiert. Wir bezeichnen die Aquivalenzklagsgn,b.” mit <
(Ist R zusétzlich Integritatsbereich urid£ S dann gilt: (r, s) ~ (1, s") & rs’ —1's = 0)
(b) Die Menge der Aquivalenzklassef,! R” wird zu einem Ring mittels

! ! ! ! !
r r rs'+r's r o rr
=4 5= =5= und .5 =1
s s’ ss’ s s ss’

Fur S~!R schreiben wir auctR, und nennen dies die Lokalisierung v&rbeip.

Beweis.Sowohl das~ eine Aquivalenzrelation ist (a) also auch, dass LR” ein Ring ist (b), wird
durch einfaches Nachrechnen gezeigt. O

Folgerung 5.9 SeiR ein Integritatsbereich und := R\{0}. Dann istS nach Bemerkung 5.7 multi-
plikativ abgeschlossen und es gift ! (R) = Quot(R) = Q(R) = Frac(R) ist der Quotientenkor-
per vonR

Beweis.Jedes; mit r # 0 hat multiplikatives Inverses;. O

Beispiel 10 (Quotientenkdrper)
- Der Quotientenkdrper vo# ist Quot(Z) = Q
- Der Quotientenkdrper vof) ist Quot(Q) = Q, dennQ ist bereits ein Korper.

Bemerkung 5.10 R sei ein Integritatsbereich unf & R multiplikativ abgeschlossen it # S,
dann isty € Hom(R, S~ R) mito(r) — * injektiv.

Beweis.Die Homomorphieigenschaft rechnet mensch leicht nach.
Zur injektivitat: Ker(p) = {r € R| ] =0} ={re R|3tc S: tr =0} ={r e R|r =0} O

6 Euklidische Ringe

Definition 6.1 (euklidischer Ring)

SeiR Integritatsring. Wenn es eine Abbildung R — N gibt, so dass es fir alle,b € R mith # 0
Elemente:, d € R gibt, mit der Eigenschaft = c¢- b+ r mit~y(r) <~(b) Vr =0

dann heil3tR euklidischer Ring.

Beispiel 11 Sei K ein Kdrper, dann ist der Polynomring [ X | Uber K ein euklidischer Ring. Belie-
bige Kdrper und der Ring der ganzen Zahlgsind euklidische Ringe.
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Beispiel 12 (Der Ring der Gaussschen Zahlgfi] ist euklidisch)
Z[i) == {x +iy|x,y € ZAi* = —1} ist euklidischer Ring mit

v Z[i] — N
z+iy — 2+y? =z + iyl

Seieru + ib, ¢ + id € Z[i] undc + id # 0. Suche hierza: + iy, r + is € Z[i] mit

a+ib=(c+id)(z+iy) + (r +is) und y(r +is) < v(c+id) A r +is = Oc

. . 2
2 € €. Es gibte + iy € Z[i] mity(25 — (v +iy) < () =1<1
Bemerkung: v ist multiplikativ.

a+1ib = (c+id)(x + 1y) + (r + is)

= (r +is) = ((a+ib) - (c+ id)(z + iy))
=~(c+id) -~ <Cc¢fli —(z+ zy)) < v(c+1d)

Definition 6.2 (Hauptidealring)
SeiR ein Integritatsring, dann heil¥® Hauptidealring (HIR, pid), wenn es fir alle Ideade< R ein
a € R gibt, dassa erzeugt, alsa = (a) = aR

Satz 6.3 Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring

Beweis.Sei R ein euklidischer Ring und < R ein Ideal. Wahlex € a, so dass: # 0 und~y(a)
minimal ist.

Behauptung Das Ideala wird vona erzeugt, alsda) = a

Beweis.Das(a) in a enthalten ist ist klar, betrachten wir also die andere Inklusion. Sei hierzua,
dann gibt es-, ¢ € R mit der Eigenschaft = ¢ - a + r so dassy(r) < v(a) oderr = 0. Es muss
r = 0 und somitr = ca € (a) gelten, denn sonst it # r = z — ca € a und~(r) < v(a). Wir
hattena aber gerade so gewahlt, dags) minimal ist. |

Bemerkung 6.4 SeiR ein Hauptidealring undp) < R ein Primideal mit0 # (p) # R, dann ist(p)
ein Maximalideal

Beweis.Nach Satz 5.5 istp) in einem Maximalidea(m) < R enthalten, es gilt alsp = r - m mit

r € R. Hieraus folgt, dassm € (p) liegt und da(p) nach Vorraussetzung ein Primideal ist folgt
sofortr € (p) oderm € (p). Istm € (p), so folgt(m) C (p) C (m) also(m) = (p) andernfalls
warer = p - s mit s € R und somit folgter - m = p = r - s. Da R ein Integritatsring ist dirfen wir
schlieen, dass damm: = 1 gelte, alson eine Einheit vonR wére. Dies liefert einen Widerspruch
zur Maximalitat von(m). O

Bemerkung 6.5 (Hauptidalringe sind noethersche Ringe)
SeiR ein Hauptidealring, dann wird jede aufsteigende Idealkette
a1 CaxC...Ca, neNU{x}

stationér, mit anderen Worten es gibt evie N so dass fur alle > N gilt a; = ay
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Beweis.Definiere
o0
=1

Wir haben bereits in Satz 5.5 gesehen, dadann ein Ideal ist. D& ein Hauptidealring ist gibt es
eina € a mit (a) = a. Insbesondere gibt es alsg mit a € ay fir ein NV € N. Damit gilt aber

(@) € ay € (a) = a
Also folgt soforta = (a) = ay. Da die Idealkette aufsteigend war ist alles gezeigt. O

Definition 6.6 (Teilerfremd, Addition, Multiplikation von Idealen)
SeienR ein Ring unds, b < R Ideale. Setze

at+b = {Z(ai+b<)|neNAaieaAbi€b}z{a+b|a6a/\b€b}

o= {3

n
o I

=1

@
i M: I
I

bi)|neNAa; €and; Eb}:{a-blaea/\beb}

a

a undb heif3en genau dann Teilerfremd, wen#s b bereits der gesamte Ring ist.
Seienxy, ..., z, € Rsetze(xy,...,x,) == (x1) + ...+ (zn)

Bemerkung 6.7 In jedem Hauptidealring? gelten:

(i) Seien(p1), (p2) < R Primideale mit(p;) # 0 # (p2) dann gilt(p1) + (p2) = R V (p1) = (p2)
(ii) Seienz, ..., x, € R, dann ist

Beweis.zu i) Setze(p;) + (p2) = (a), dann sindp1 ), (p2) C (a). Da(p1) und(p2) nach Bemerkung
6.4 Maximalideale sind folgta) = (p1) = (p2) oder(a) = R.

zu i) Es genugt die Behauptung fur zwei Ideé&d, (b) < R zu zeigen. Sei zunachste (a) - (b) dann
konnen wirz schreiben al$ _ r;ja - s;b mitr;, s; € R. Nach Umformung alse = (> r;s;) ab € (ab).
Sei nunz € (ab), dann lasst siclk schreibenals =r-ab= (r-a)-b € (a)- (b) mtr € R O

Satz 6.8 Sei R ein Hauptidealring, dann besitzt jedes nicht-Nullidéa) < R eine bis auf Vertau-
schung eindeutige Zerlegung in Maximalideale, dlp= (p1) - ... - (p,) mitr € N

Beweis.Die Existenz dieser Zerlegung beweisen wir Konstruktiv, hierzu setaerundchsiy := a
und betrachten den Sonderfall, dagse R* eine Einheit ist. Dann ist die gesuchte Zerlegung das
leere Produkt. Im Hauptfall betrachte

» Nach Satz 5.5 gibt es ein Maximalidgah ) mit ag € (p1), dann kdnnen wia, aber darstellen
alsap = p1 - a; Mita; € R. Ista; eine Einheit, dann sind die Idealey) und (p;) gleich, ist
ap eine nicht-Einheit, dann ist das vap erzeugte Ideal echt ifu;) enthalten.
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» Nach Satz 5.5 gibt es ein Maximalide@l) mit a; € (p2), dann kénnen wir wiederuna,
darstellen alsi; = py - a2 mit ay € R. IStay eine Einheit, dann sind die Ideale;) und (p2)
gleich, istay eine nicht-Einheit, dann ist das van erzeugte Ideal echt ifuz) enthalten.

Annahme: Der oben konstruierte Prozess ist endlos, dann gibt es eine uneridigztikette

(a0) G (a1) G (a2) G (a3) & ...

Dies ist aber ein Widerspruch zur Bemerkung 6.5.

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei¢p;) - ... - (p,) = (a) = (q1) - - .. - (gm) ZWei (nicht notwendig
verschiedene) Zerlegungen vom), dann ist(qy) - ... - (gm) = (q1 - ... gm) C (p1). Es gibt also
einen Index derart, dasg; € (p1) also(g;) C (p1) gilt. Da sowohl(g;) als aucty; Maximalideale
sind missen diese Assoziert sein, ajse= ep; mit ¢ € R*. Wir dirfen nun schliesen, dass es ein
0 € R* gibt, so dass

= &€pr-q1 ... Qi-1°Gi41 --- " Gm

Da R ein Integritatsbereich ist folgt

§-p2e . pr = €°Qqu . Qo1 Gig1" -+ " Gm

Gehen wir zurlick zu den von depp undg; erzeugten Hauptidealen erhalten wir

(p2)- .. - (pr) =(q1) - - - (Gi—1- (Git1) - - - (qm)

Setze dieses Verfahren induktiv fort. O

Bemerkung 6.9 SeienR ein Hauptidealring undi < R mita # (0), dann besitzt eine Zerlegung
der Form:

a=(p)" ... ()

mit paarweise teilerfremden Maximalideal@n). Diese Zerlegung ist bis auf Vertauschung eindeutig.

Beweis.(1) Existenz

Seia = (ap) und 0.B.d.A.ap ¢ R* mit Folgerung 5.6 gibt es ein Maximalide@l;) < R so dass
ap € (p1) enthalten ist. Wir kdnnen, also schreiben algy = p; - a1 mita; € R

1. Fall(a; € R*) dannista = (ag) = (P; - a1) = (p1) und die Existenz ist bewiesen.

2. Fall (a1 ¢ R*) dann ist(ap) in (a1) enthalten also gibt es mit Folgerung 5.6 ein Maximalideal
(p2) < R derart, dass; € (p2) enthalten ist. Wir kdnnen; also schreiben als; = ps - as

Dieses Verfahren wiederholen wir solange, bis diese Folge durch Balbcht, oder, nach Bemer-
kung 6.5, stationar wird.

(2) Eindeutigkeit:

seien(py)” ...« (o) = a = (a1)" ... (gm)™™ < (1)

insbesondere ist dar{p; )" - ... - (pn)™ € (q1)

Da(q:) ein Primideal ist gibt es einen Indéxso das®; € (¢1) liegt. Es folgt sofort, das&;) = (¢1),
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denn(p;), (¢1) sind Maximalideale.
Wir kénnenp; also schreiben als; = ¢ - ¢; mite € R* damit gilt

! li—l n _ l li_l n
Py D, pzpfI = eq-pl-...p; pil
= 5q{1-...-q7{;’1
mit § € R* teile nun durchy; und erhaltg! - ... pli=t .. . pln = e 1ggl Tt gl
Setze dieses Verfahren nun induktiv fort. |

7 Faktorielle Ringe

Definition 7.1 (Teiler und Assoziertheit)

SeienR ein Integritatsring undy, b € R, dann heil3b Teiler vona (Notation:b|a), falls es einc € R
gibt, mit der Eigenschaft = bc

Die Elementes, b heilen Assoziert (Notatiom:=b), falls es eine € R* gibt, mit der Eigenschaft
a = eb (Nach Bemerkung 5.2 hei3t das) = (b))

Definition 7.2 (Irreduzible- und Primelemente)

SeiR ein Ring.

Ein Elemenp € R\ R* heif3t Primelement, falls das vererzeugte Hauptidedlp) ein Primideal ist.
Ein Element- € R\ R* heil3t irreduzibel oder unzerlegbar, falls aus= ab stets folgt, dass einer der
beiden Faktoren eine Einheitist, ddhe R* oderb € R*.

Bemerkung 7.3 In Integritatsringen sind Primelemente irreduzibel.

Beweis.Sei R ein Integritatsring ung € R ein Primelement. Weiter seienb € R mit p = ab
dann teiltp das Produkt:b und somit teiltp bereitsa oderb nach Voraussetzung. O.B.d.A. geltga
dann gibt es ein’ € R derart, dass = pa’ Wir kdnnenp also schreiben alg = ab = pa’b. DaR
nullteilerfrei ist folgt: 1 = a’b also isth € R* undp ist irreduzibel. O

Bemerkung 7.4 R sei Integritétsring und: eine nicht-Einheit, alsa € R\ R*. Seien weiter Prim-

elemente;,...,p, € Rundirreduzible Elementg,, ..., ¢s € R mit der Eigenschaft
pPr--..'Pr=0a=4q1"..."(Gs

gegeben. Dann giltz = s und fir allei = 1, . .., s gibt es einj mit der Eigenschafp; =g;

Beweis.Es gilt:pi|q1 - ... - ¢s = 3i € {1,...,s} pi|lgi = p1=¢; teile nunp; aus der Gleichung und

fahre induktiv fort mitp, O

Satz 7.5 Es sind aquivalent:

(@ Va e R\R* 3qi,...,qs € Rirreduzibel a=q; ... ¢s
Diese Zerlegung ist Eindeutig bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit.
(b)Va € R\R* 3p1,...,ps € RPrimelemente a=p; ... ps

Beweis.zu ,(b) = ()™

Die p; sind irreduzibel nach Bemerkung 7.3 und die Eindeutigkeit folgt sofmstrad
Zu (@)= (b)™

Es genugt hier zu zeigen, dass jedes irreduzible Element ein Primelement ist.
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Sei alsop € R\R* irreduzibel undz, b € R mit p|ab
Wir betrachten zunachst den Sonderfall, dass0vb =0V a € R* Vb € R*. In diesem Fall ist
die Aussage immer wahr. Betrachten wir nun den Hauptfall:

nach (@) gilta =ay-...-a. Ab="by-...-bs mit a;, b; irreduzibelvi, j Es folgt, das® das Produkt
allera;, b; teilen muss, alsp|a; - ...-a, - b1 - ... bs. Das heildt es gibt entweder einen Indeerart,
dassp=a; oder einen Inde)¥ mit der Eigenschaft=b; also folgt, dasp|a oderp|b O

Definition 7.6 (Faktorring oder ZPE-Ring)
SeiR ein Integritatsring, dann heil¥ faktorieller Ring, oder ZPE-Ring &legung in Rimelemente),
falls die &quivalenten Bedingungen aus Satz 7.5 gelten.

Bemerkung 7.7 In einem faktoriellen Ring ist jedes irreduzieble Element ein Primelement. O

Folgerung 7.8 Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis.Sei R ein Hauptidealring, und € R\{0 U R*} eine nicht-Einheit dann leifert Satz 6.8 eine
Zerlegung des von erzeugten Hauptideals in Primided}g) also(a) = (p1)% - ... - (p,)? . Dies
liefert in kanonischer Weise eine Zerlegung in Primelementesvdarcha = pill cp O

Folgerung 7.9 Euklidische Ringe sind faktorielle Ringe.
Beweis.Euklidische Ringe sind Hauptidealringe nach 6.3. O

Definition und Bemerkung 7.10 (Zerlegung in Primfaktoren)
Sei R ein faktorieller Ring undld ein Vertretersystem der Primelemente bis auf Assoziertheit. Dann
lasst sich jedes Elemeate R\ {0} eindeutig schreiben als

a=c¢ H p*@  mite € R* undu,(a) € Z
peP

Definition 7.11 (grof3ter gemeinsamer Teiler)
SeiR ein Integritatsring dann heifdt € R groRter gemeinsamer Teiler ven, . .., z,, € R\{0}, falls

() faralle1l < < nqiltbteilt x; und

(i) wenn aus der Existenz einesc R, das ebenfalls die Eigenschaft hat allezu teilen, folgt, dass
a auchb teilt.

Wir schreiben danih = ggT(z1,...,x,)

Anmerkung: In allgemeinen Ringen muss es keinen gré3ten gemeinsamen Teiler dgxhmmh ist er,
wenn es einen gibt, bis auf Assoziertheit eindeutig bestimmt.

Bemerkung 7.12 SeienR ein faktorieller Ring,B3 wie in Definition 7.10 undy, ... z,, € R\{0}.
Dann ist:

H pmm{vp(:pl),...,vp(:rz)}
peEP

ein grofdter gemeinsamer Teiler vom, . . . , ;. O
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Bemerkung 7.13 SeienR ein Hauptidealring und:y, . .., z, € R\{0}, dann ist
(1) + ...+ (zy) = (z1,...,2,) = (d) undd ist ein grofiter gemeinsamer Teiler voy, ... ., z,

Beweis.Sei (d) := (x1, ...,x,) dann sind diez; in (d) fur alle ¢ enthalten, also teild alle x; .
Nach Definition teiltd dann auch den grof3ten gemeinsamen Teilerader . . , x,,. Definiere nun
a = ggT(xy, ..., z,) dann folgt sofort, dass fur allegilt x; € (a) also ist(d) C (a). Diese
Inklusion kdnnen wir zw|d Ubersetzen, damit folgt jedoch sofort die Assoziiertheit womnd d.

O

Satz 7.14 (Euklidischer Algorithmus)
SeiR ein euklidischer Ring mit der Normfunktidrwie in Definition 6.1. Seien weiter, b € R\{0}.

a = q-b+as mit q1,a2 € R und d(az) < d(b) Vag =0
b = ga-as+az3 mit ¢o,a3 € R und (5(@3) < (5(0,2) Vas =0
as = gq3-az+ag mMit ¢g3,a4 € R und (5(@4) < (5(&3) Vag =10

Es gibt ein minimales € N+, so dassi,+1 = 0 alsoa,—1 = a,g, + 0
Dann ista,, = ggT(a,b) und es existieren, 5 € R : a, = aa + (3b

Beweis.Dieser Algorithmus bricht ab, denn wegétu,) > d(a2) > d(az) > ... wird Oy erreicht.
Weiter gilt, dassu, teilt a,,_1 also teilta,, aucha,,_o und so weiter, daher folgt, dasg teilt ag und
an, teilt a;. Wegena,, = - a + (- b gilt fir eind € R mit der Eigenschaft undb zu teilen, dasg
aucha,, teilt. Also ista,, = ggT(a,b). O

Beispiel 13 (Kongruenzen itZ - Anwendung des chinesischen Restsatzes)

Seiena, b € Z teilerfremd, d.hggT(a, b)=1. Wir suchen eirx € Z fir das gilt:

x = m moda

x =n modb

Daa undb teilerfremd finde mit Satz 7.14 Elementeind 3, so dass = aa + (b. Wir stellen fest:
aa =1 modb A aa = 0 moda

6b=0modb A Bb=1moda

Setzealsa :=m-6b+n - aa v

Definition und Bemerkung 7.15 (Direktes Produkt von Ringen)
Seil eine Indexmenge und fiir allec I seien RingeR; gegeben, dann ist das karthesische Produkt
der RingeR; zusammen mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ein Ring
(Notation: [ R;). Wir nennen[ | R; das direkte Produkt der Ringe;.
i€l icl
Beweis.Nachrechnen der Ringeigenschaften. O

Satz 7.16 (chinesischer Restsatz)
SeiR ein Ring unday, . .., a, < R seien Ideale. Die Abbildung

n
p:R — [[%a
=1
r o— (r4+ap,...,r+a)
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ist Ringhomomorphismus mit den Eigenschaften:

(i) pistsurjektive Vi#j a; 4+ a; = (1) (paarweise Teilerfremd)
(i) Ker(p) = My o

(iii) ¢ istinjektive N, a; = (0)

Beweis.Das ein Ringhomomorphismus ist, ist klar, g¢adie natirliche ProjektiorR — R/al. in
jeder Komponente ist.

zu (i) ,="

Seieni #£ j beliebig wir finden ein- € R mit der Eigenschaft:

o(r) =1(0,...,0,1,0,...,0) =: ¢; (1 in deri-ten Komponente, sonst Nullen)

Furallej # iistr € a;, da0 = r + a; betrachte
e(l—r)=(@1,....,1)—eg=1—-r+a,=0=1-recaqAlsoistl=(1—-r)+reca+a;
Somitgiltl € a; +a; = R

zu (i) ,<"

Es genugt hier zu zeigen, dass fir jededit e; € Im(p). Seien hierzu, j beliebig mit: # j, wahle
einz; € a; und einy; € a; derart, dass = x; + y;. Definiere

n n
ro= ij:H(l—yi) € aj Vi#j
j=1 i=1
i#] 7]
= 14+gmitgea;
Wir haben gezeigt, dass(r) = e; ist, alsoe; im Bild von ¢ liegt, somit folgt die Behauptung.
(ii) und (iii) sind aus den entsprechenden Definitonen klar. O

Bemerkung 7.17 SeiR ein Ring unday, . . ., a,, paarweise teilerfremde IdedieDann gilt

n n
(o=
i=1 1=1

Beweis.Wir beweisen zunéchst eine weitere Behauptung, und fihren denBéarmn anschlielend
per Induktion:

n—1
Behauptung 1 ] «; unda,, sind Teilerfremd.

i=1
Beweis.Wahlex; € a; undy; € a, mit1 =x; +y; firi =1,...,n — 1, dann folgt
n—1

n—1
1= H(a:l-—kyi): Hxl +y yEa,
=1 =1

n—1

= 1€Hai+an
i=1

Wir setzen den Induktionsanfang bei= 2
Zu zeigen:a1 Nag=a;-agfirl =a; + as

lvergleiche Satz 7.16 (i)
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SeiacagANbeay mitl=a+b

ai - as C a3 Nag ist klar nach Def.dl-ag = {a-b|a€ alAbe CLQ})

zu,D:Seir €a;Nagdannistr =r-1=r(a+b) =ra+rbeca-ay

Die eigentliche Induktion ist mit der zuvor bewiesenen Behauptung 1 leicht. O

Folgerung 7.18 Sei R ein Hauptidealring unch < R ein Ideal mit der Eigenschgfh = ] (pi)*
i=1
und diep; paarweise Teilerfremd. Dann ist

n

Y= [T

i=1

a

Beispiel 14 Es gilt Z/,g; = L/, x L/, denn18 = 2-3% und(2), (3) < Z sind Teilerfremd.

8 Der Satz von Gaul}

Definition und Bemerkung 8.1 (Zerlegung in Primelemente

SeiR ein faktorieller Ring und¥ := Quot(R) sein Quotientenkdrper. Sei weit§ C R ein Vertre-
tersystem der Primelemente beziglich Assozierthdit Dann lasst sich jedes € K'\{0} eindeutig
als ein Produkt von Primelementen schreiben:

r=c[[p*™ mitvy(z) € Z und fast allev,(z) = 0 sowiee € R*
peP

Beispiel 15 R = Z, K = Q undz = — ;= Dann gilt
BL={pecZprim|p>0}undr = (-1)-272.372.50.71.110. .
Also: vy (z) = v3(xz) = —2 undwz(z) = 1 und fur allep € P\{2, 3,7} gilt v,(z) =0

Bemerkung 8.2 Seien die Voraussetzungen wie eben, dann gelten:
(i) z € Refirallep € Pgilt v,(x) >0
(i) furalle p € P qilt v,(xy) = vp(z) + vp(y)

(i) x € R* « fur alle p € P gilt v,(x) =0 O

Definition 8.3 (Primpotenzen)

Seienk, K, wie in Bemerkung 8/1 gegeben. Zusatzlichf$&l ) := > a; X’ € K[X] ein Polynom,
i=0

dann setzeuv,(f) := min{vy(a;)}.

Bemerkung 8.4 Seien]3,K, R wie in Bemerkung 8!1 unflwie eben gegeben. Es gelten:

(i) vp(f) # 0 fur hochstens endlich viejec B
) vp(f) 20VpeP = f(X) € RX] .

2Vergleiche Bemerkurig 6.9
SVergleiche Bemerkurig 7.10
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Satz 8.5 Seien3, K, R wie in Bemerkung 8.1. Weiter sei¢(X) := Y a; X  undg(X) := 3 b; X!
=0 =0
Polynome mit Koeffizienten ild. Es gilt:

vp(f-g9) =vp(f) +vp(g) VPEP

Beweis.Zunachst grenzen wir das Problem auf einen Sonderfall ein, den vidoigenden beweisen
werden.

(1.) Wir kdnnen o0.B.d.A. annehmen, dg&g € R[X] liegen, denn fur € K\{0} gilt:

vp(af) = vp(a) + vp(f). Wahle alsay, 8 € K\{0} derart, dass.f, g € R[X] und betrachte:

vp(af - Bg) = wplaB- fg) = vp(aB) +vp(fyg)
= vp(a) +vp(B) + vp(f) + vp(9) = vp(@) + vp(f) + vp(B) + vp(g)
= vp(af) +vp(Bg)
(2.) Wir kdnnen weiterhin 0.B.d.A. annehmen, dgisg € R[X| die Eigenschaft,(f) = 0 = v,(g)
besitzen, denn:

Seiendy := ggT(a,...,an) undd, := ggT (b1, ..., by,) die groRten gemeinsamen Teiler der Koef-
fizienten vonf und g, dann gilt nach Definition 8!3:

vp(dlf ) = —vp(d) +up(f) = 0 (Analog fiird,)

(8.) Wir haben nun auf den Sonderfgllg € R[X] mit v,(g) = 0 = v,(f) reduziert und wollen
Zeigen, dass,(fg) = 0 gilt. Hierzu betrachte die folgende Abbildung:

m:R[X] —» 1

()X

wobei hierz die natlrliche Projektion voR nachR/(p) ist. Davy(f) = 0ist, gilt 7(f) # 0 ebenso
folgt m(g) # 0. Da(p) < R prim ist, folgt mit Bemerkung 5.2, daéé/(p) ein Integritatsring ist.
Esgiltw(f)-m(g) =n(fg) #0 = vp(fg) =0 O
Definition 8.6 (primitive und normierte Polynome)

SeienR, K und 3 wie in Bemerkung 8.1 gegeben. Ein Polyngm= i a; X" heilRt genau dann
primitiv, wenn fur allep € B gilt v,(f) = 0 mit anderen Worten, Werggl%%ao, .o an)=1gilt.

f heiBt normiert, falls der hochste Koeffizient vbgleich1 ist. (Notation:h K (f) = ay,).

Anmerkung Insbesondere sind normierte Polynome primitiv.

Folgerung 8.7 SeiR ein faktorieller Ring undh € R[T] sowief, g € K[T] seien normierte Polyno-
me mith = f - g, dann sind bereit§, g € R[T].

Beweis.Es gilt0 = v, (h) = v,(fg) = v,(f) + vp(g). Dah, f, g normiert sind gilt weitew, (f) < 0
undw,(g) < 0 somit folgtv,(f) = vp(g) =0 O

Bemerkung 8.8 Seif € K[X], mit K wie in Bemerkung 8/1. Dann gibt es eire K\{0}, so dass
das Polynony := 1 . f primitiv ist.
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Beweis.Sei’3 wieder wie in Bemerkung 8.1, dann definiere

a = H pvp(f)

peEP

Diesesz erfullt die Anforderung, denn fiir alle € B gilt v, (1 f) = v,(f) — vp(a) =0 O

Satz 8.9 (Satz von Gauld)

In jedem faktoriellen Ringk gelten:
(a) R[X] ist faktorieller Ring
(b) Seif € R[X] und K := Quot(R), dann sind aquivalent:
i) f € R[X]istein Primelement
i) fistvom Typ I:f ist ein Primelement voR
oder vom Typ Il:f ist primitiv und prim inK[X]

Beweis.Wir zeigen zunachst im Teil (b) nur den Schluss von (ii) auf (i). Daféihmen wir uns als
erstes einf vom Typ | her. Sei als¢’ € R ein Primelement, dann ist zu zeigen, dgss< R[X] ein
Primideal ist. Betrachte hierzu

: RIX]  — R/(f)R[X]
> an X" = Y @ X" Mitay = an + (f)r

Dann istKer(¢) = (f) < R auch ein Ideal im Polynomring mit dem Homomorphiesatz 4.8 folgt nun
die Injektivitat von

R[X]/(f)R[X} - R/(f)R[X]

Es folgt sofort, dasé%/(f)[X] ein integritatsring ist, d&f) < R prim ist nach Voraussetzung. So-

mit muss auch der enthaltene Ri#éX]/(f)R[X] ein Integritatsring sein. Dann i$f) < R[X] ein

Primideal. Nun seff vom Typ I, also seif € K[X] primitiv und ein Primelement. Es ist zu zeigen,
dassf € R[X] prim ist, dass also fir alle Produkjé € R[X] die von f geteilt werden f|gh) gilt,
dassf bereitsh oderyg teilt. Seien nury, h € R[X] ein solches Produkt mif|gh. Da f € K[X] ein
Primelement ist wissen wir schon dasgAiiX | eines der Polynome oderh von f geteilt wird. Wir
wollen 0.B.d.A. annehmen, dagsdasg teile. Dann gibt es eig € K[X] mit der Eigenschaft, dass
g = f-qist. Daher gilt fir allep € P C R das) < v,(g) = vp(f) +vp(q) istdav,(f) = 0 ist. Aus
der Primitivitat vonf folgt v, (¢) > 0 also liegtg € R[X] Damit wird g von f bereits inR[X] geteilt.
Nun betrachten wir den Teil (a) genauer, und erledigen den zweitemore(b) gleich mit. Wir muas-
sen dazu zeigen, dass jedes R[X]\{0} Produkt von Elementen des Typs | oder Il ist, denn dann
folgt insbesondere, dagg{ X | ein faktorieller Ring ist.

Es gibteina € K\{0} = K*, sodasy := L. f € K[X] primitivist[ W&hle eina= ggT(Koeff(f))

] Es gilt dann fir alle Primelementevon R, dass) = v,(f) = —v,(a) + v,(f) ist, alsov,(a) =
vp(f) > 0 gilt. Insbesondere gilk # 0 daher finden wir eine Zerlegung in Primelemente

a=]]a €R wobeidiea; vom Typ I sind.
i=1
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Wir betrachten nun wieder das primitive Polyngne K[X] und benutzen die Zerlegung in Primele-
mente in diesem Ring und erhalten
f=n-1I#
=1

mit den Eigenschaften, dagss K* = K\{0} liegt, alle Ponnomefl- in R[X] primitiv sind und in
K[X] sogar Primpolynome sind. Fur aligilt also, dass dig¢;; vom Typ Il sind.
Wir haben fir alle Primelemente afsdie Gleichung

0= 0,(f) = vp(m) + > vp(f3)
=1

Da die Summanden fiir alieden Wert0 haben gilt:v,(n) = 0, das heil3t, dasg bereits inR* liegt
und wir nunf darstellen kdnnen durch

f=a-F=n-Tla II7
=1 =1

Damit haben wir (a) gezeigt, aber nach (a) gilt nun, déss R[X]| ein Produkt von Elementen des
Typs | oder des Typs Il ist. Da Primelemente irreduziebel sind/, &t Primelement vom Typ | oder
vom Typ Il. Damit ist auch der Schluss von (i) auf (i) vom Satzteil (b)ajgz O

Folgerung 8.10 Sei R ein faktorieller Ringi := Quot(R) sein Quotientenkdrper unfie R[X]\R
ein primitives Polynom. Dann sind aquivalent:

(i) f € R[X] ist Primelement

(i) f € K[X] ist Primelement

Beweis.Die Behauptung folgt direkt aus dem Satz von GauR 8.9. O

Folgerung 8.11 Ist R ein faktorieller-Ring, so ist auch der Polynomring in endlich vielen Variablen
R[X;, ..., X,] ein faktorieller Ring.

Beweis.Induktiv. BeachteR[ X1, ..., X, ] = R[ X1, ..., Xn_1][X4] O
Anmerkung Ist K ein Korper, so ist([ X, Y] ein faktorieller Ring, aber keiHauptidealring(!), denn

das Ideal X, Y") lasst sich nicht von einem Element allein erzeugen.

d
Bemerkung 8.12 Sei R ein Integritatsring undf = > a,z™ € R[X] ein Polynom, dann haf
n=0

hoéchstend Nullstellen. O

9 Irreduziblitatskriterien

’ In diesem Unterabschnitt igt immer ein faktorieller Ring, und := Quot(R) sein Quotientenkbrp#r.

Erinnerung In faktoriellen Ringen sind Primelemente und irreduzible Elemente dasselbe.
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Bemerkung 9.1 Seienf € K[X] ein Polynom miGrad(f) = deg(f) > 1unda € K* derart, dass
f=1L.r¢ R[X] ein primitives Polynom ist. Dann sind &quivalent:

@) f ist irreduzibel inK'[X]

(i) fistirreduzibel inK[X]

(iii) fistirreduzibel inR[X]

Beweis.Diese Bemerkung folgt sofort aus den Satzen 8.9 und 8.10 O

Satz 9.2 (Reduktionskriterium)

Seip € R ein Primelement ung € R[X] ein Polynom. Wir nehmen an, dass der hochste Koeffizient
von f (hK(f)) nicht vonp geteilt wird.

Betrachte die Abbildung aus dem Satz von Gaul} (8.9):

gpt RIX] - Bix]
ZanX” — ZanX mit a,, := a, + (p)

Es gelten:
(a) ist f primitiv und ¢, ( f) irreduzibel inR/(p) [X], dann istf bereits inR[X] irreduzibel.

(b) isty,(f) irreduzibel inR/(p) [X], dann istf irreduzibel in K[ X].

Beweis.zu (a):

Annahmef liel3e sich darstellen durch= g - h mit g, h € R[X]\R* dann folgt aus der Primitivitat
von f, dass der der Grad beider Polynome grdRmst (Also deg(g) > 0 < deg(h)). Dap nicht den
hdchsten Koeffizienten voff teilt, kannp auch kein Teiler der héchsten Koeffizienten wpand i
sein. Das heif3t aber, dag$f) = ¢(g) - ¢(h) ist. Dies liefert einen Widerspruch, deg(x(g)) =
deg(g) > 0 unddeg(p(h)) = deg(h) > 0 sind.

zu (b):

Seif := L.f € R[X]ein primitives Polynom wobei € R mit der Eigenschaft,(c) = v,(f) > 0ist.
Es gilt, dasg wederc noch den héchsten Koeffizienten vgreilt, daher isto(f) = e(1)-o(f) #0
Day(f) irreduzibel inR/(p) [X] ist, ist f irreduzibel inR[X] ¢ K[X]. Damit ist auchf irreduzibel
in K[X]. O

Beispiel 16 R =7, f=X?+5X?+4X +13 € Z[X]

fistirreduzibel inZ[X] undQ[X ], denn modul@ erhalten wir:

a(f) = X3+ X% + 1 € Fo[X]

wo(f) istirreduzibel, daps(f) keine Nullstelle irfFy hat, unddeg(f) < 3ist.

Satz 9.3 (Eisenstein Kriterium)

Es seienf = Z anz™ € R[X] ein primitives Polynom ung € R ein Primelement mit den Eigen-

schafterp tellt nlcht den hochsten Koeffizienten vpiip 1 a,4) aber alle anderen Koeffizienten vgn
alsopla; furallei = 0,...,d — 1 weiter geltep? { ag. Dann istf € R[X] irreduzibel

Beweis.Wir nehmen an, dasg = gh mit hK(g) = b, und hK(h) = ¢, Es gilt dann:
aqg = by - ¢s = p1b. A p1csund weiter kbnnen wir sagen:
ao = bo - co A plag Ap* tag = (pleo Aptbo) V (0t co A plbo)
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Es gelte 0.B.d.Ap|coAp t by dann gibtes eih € {1, ..., r} minimal, mitp t b;. Wenn wir Polynome
in Summenschreibweise multiplizieren erhalten wirdgdie folgende Gleichung:

t t—1
o= b= (z b) b
i=0 =0

t—1
Das heif3t, dasg die Summe)_ b;c;—; teilt, aber nicht den letzten Summandgn c,. Dies ist aber

=0
ein Widerspruch dazu, dagpsentwedercy oderb; teilt. O

Beispiel 17 zu den Irreduzibilitatskriterien
@R=127,f=X>+5X?425X + 15 € Z[X] ist primitiv.
f istirreduzibel nach Eisenstein mit= 5

b)g=X*+3X3+5XY2+Y +3€Z[X,Y]

Anmerkung Y ist prim inZ[ X, Y] dennZ[X; Y}/(Y) — Z[X] ist ein Integritatsring.
1. Reduktion nach Satz (9.2) mite Y

g = X*+3X3 +3 € Z[X] modulo(Y)

2. nach Eisenstein (9.3) igt irred. mitp = 3

p .
(c) Seip eine Primzahl ungp,(X) := > XP™" € Z[X]

Wir wollen mit Eisenstein zeigen, dais§irreduzibel ist.

Wir wissenZ[ X | =Z[Y] sind isomorph, miX — Y —1 = X 4+1=Y.

Betrachte alsoip, (X + 1), es gilt: ¢, (X) ist genau dann irreduzibel, wenp, (X + 1) irreduzibel

ist. Wenn wir die geometrische Summe @jifanwenden, erhalten wir eine einfachere Schreibweise
far ¢,

p

Z ; XP -1
SOP(X) = Xp l: X—].

=1

p
= (X +1) = (X+)1()P—1 = % [(Z <];> Xi> - 1] (Binomische Formel)
i=0

Wir ziehen den Term fui = 0 aus der Summe

und erhalten nach Umsummieren:
p

- 50
=1 L
dies ist ein ,Eisensteinpolynom” (d.hp, erfillt das Eisenstein-Kriterium (Satz 9.3)) fjir denn
hK(¢p(X + 1)) = 1 und p teilt nicht die 1. Die anderen Koeffizienten sind) =: a; fur i =
1,...,p—1lundesgiltpp|a; firalle: = 1,...,p. Der konstante Koeffizient istund es ist klar, dass
p? nichtp teilt. Es folgt also, dasg,(X) irreduzibel inZ[X] ist.

Definition 9.4 (Dasp-te Kreisteilungspolynom)
Wir nenneny,, aus Beispiel 17 (c) dasp;te Kreisteilungspolynom* oder auch zyklotonisches Poly-
nom.
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Beispiel 18 SeiK ein Korper, undS := KT, sowieS[X] = K[T, X|
Das PolynomX™ — T' € S[X] ist irreduzibel nach Eisenstein, defihist ein Primelement im Ring
S = K[T]. Betrachte dazu den folgenden Isomorphismus

R/(T) = K
f = f0)

EsgiltT 11undT? { T also teiltT alle Koeffizienten voX™ — T ausser hKX™ — T) = 1
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Kapitel Il

Algebraische Korpererweiterungen

10 Charakteristik

Bemerkung 10.1 SeiR ein Integritatsring, es gelten:

(a) Entweder
(i) n-1=>1+#0 furallen e Nyg
=1
oder

n
(i) es gibt ein minimales € Nog, mit: n-1 = ) 1 =0, dann istn eine Primzahl.

=1
n

(b) Seipr € Hom(Z, R), dannistpr(n) = > 1 =n - 1 eindeutig bestimmt.
=1

Im Fall (i) ist Ker(oz) = (0) -
Im Fall (i) ist Ker(¢gr) = (n)

Beweis.zu a):

Wennn nicht prim ist, alsar = abmit1 < a < n, dann gilt,das® =n-1=a-(b-1) = (a-1)(b-1)
ist. Also folgt, daR ein Integritatsbereich ist, daas 1 = 0 oderd - 1 = 0 gelten muss. Dies ist aber
ein Widerspruch zur Minimalitat von.

Zu b):
() Ker(pp) ={neZln=0}=(0)
(i) Ker(¢r) = (n),da(n) € Ker(pgr) und(n) maximal, sowiepr(1) # 0 O

Definition 10.2 (Charakteristik)
Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 10.1. Im Fall (i) $dize( R) = 0 und im Fall (ii) setze
Char(R) = n. Wir nennerChar(R) die Charakteristik vori

Beispiel 19 (Cahrakteristik)
Char(Q) = Char(C) = Char(Q[X]) = 0 undChar(Fy») = p

Bemerkung 10.3 R, S seien Integritatsringe, es gelten:

(a) Wenn es einen injektivegsc Hom(R, S) gibt, dann istChar(R) = Char(S).
(b) IstChar(R) # Char(S), undR, S Korper, so istHom(R, S) = &

(c) Char(R) = Char(Quot(R))
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Beweis.FUr den Teil (a) betrachten wir das folgende, kommutierende Diagramm:

PR R
S

Da injektiv ist, gilt Ker(pr) = Ker(ys), die Behauptung folgt nun aus Bemerkung 10.1 Teil (b).
Teil (b) ist klar, denn Kérperhomomorphismen sind injektiv.

Fir (c) betrachtey € Hom(R, Quot(R)) mit ¢(r) = T aus Bemerkung 5.10. Wir wissen, dass
injektiv ist, mit Teil (a) folgt nun die Behauptung. O

Z

Bemerkung 10.4 R sei Integritatsring, dann gelten

(a) IstChar(R) = 0, dannistpr € Hom(Z, R) injektiv.

(b) IstChar(R) = p > 0, dann gibt es genau ein injektivgse Hom(F,, R)

(c) IstChar(R) = 0 und R ein Korper, dann gibt es genau ein injektives Hom(Q, R)

Anmerkungen

zu (b): IstR ein Korper, dann isF), der kleinste Teilkorper vork.

zu (c):Q ist der kleinste Teilkdrper voik.

Definition Der kleinste Teilkérper eines Korpers heildt Primkorper.

Definition und Bemerkung 10.5 (Frobenius-Automorphismus)
(a) SeiR ein Integritatsring mitChar(R) = p > 0. Dann ist die folgende Abbildung ein Ringhomo-
morphismus:

Frob: R — R

z — P

(b) SeiK ein Korper mitChar(K) = p, dann istFrob € Aut(K, K).
Wir nennerfrob den Frobenius-Automorphismus.

Beweis.zu (a):
Klar sind zunéchst zwei Eigenschaften von Ringhomomorphisfaeh(zy) = Frob(z) - Frob(y)
undFrob(1) = 1. Wir betrachterFrob(x + y) genauer:

Frob(z +y) = (z+y)?
p—1 D
— P i, D=1 D
xt + (; <2> Y ) +y
= P 4P nach Beispiel 18

= Frob(z) + Frob(y)

zu (b):
Nach (a) istFrob ein Homomorphismus, alsBrob € Hom(K, K). Da Kérperhomomorphismen
injektiv sind istFrob injektiv und, weil K ein endlicher Korper ist, isfrob auch surjektiv. O
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Bemerkung 10.6 SeiK ein Kérper, mitChar(K) = p > 0, DannistM := {z € K|2P =z} =T,

Beweis.Nach Bemerkung 10.4 gibt es ein injektivgre Hom(F), K).

Fira € IF, gilt a” = a, denna = 0 = a” = 0 Sei nuna € IF; = F,\{0}, dann gilt.a?~! =1, da
Card(F, ) = p — 1 undF-Gruppe (verwende den kleinen Fermat der Gruppentheorie (3.10))

Es gilt alsolm(y) C M

Weiter istCard(M) < p, dennx € M ist Nullstelle des Polynom&? — X € K[X] und nach
Bemerkung 8.12 hak? — X hochstens p-Nullstellen. Es gilt dah@ard (Im(x)) = Card(F,). Also

ist x bijektiv. O

11 Algebraische Kérpererweiterungen

Definition 11.1 (Korpererweiterung und der Grad vah Uber K)
Seienk, L Korper. Ist K C L, dann sagen will ist ,Erweiterungskoérper* oder ,Korpererweite-
rung“ von K (Notation: L/ K sprich: , L Uber K*). Vermdge der Abbildung

KxL — L
(r,y) — z-y

wird L zu einemk -Vektorraum. Den Grad voh Uber K definieren wir durch
[L: K] :=dimg(L) e NU{oo}
Ist[K : L] < oo, s0 heil3tZ./ K endliche Kbérpererweiterung.

Beispiel 20 (Korpererweiterungen)
C/R: [C:R]=dimg(C)=2 (C =2 R?)
R/Q: [R:Q] = oo, dennQ ist abzahlbar undR ist liberabzéhlbar.

Satz 11.2 (Gradsatz)
SeienM /L /K Korpererweiterungen. Es gilt:

[M:K|]=[M:L]-[L:K]|

Beweis.Wir betrachten zunéachst den Sonderfall, dass die Kérpererweitemudg L und L./ K end-
lich sind mit[M : L] = n,[L : K] = m, dann lassen sich/ und L als direkte Summen schreiben:

M = é[, — ML) A GmBK — gLk
i=1 i=1

Es gilt also

M — (K[L:K]>[M:L] _ KILK][M:L]
Wir betrachten nun den Fall, dag¥ : L] = oo ist. Dann gibt escy, ..., x;,... € M so dass die
Menge{z1,...,x;,...} L-linearunabh&ngig ist. Diese ist aber aucHinearunabhéngig also ist der

Grad vonM uber K nicht endlich (M : K] = o).
Der letzte Fall ist trivial, denn séL : K] = oo, dannistM : K| = dimg (M) = oo, dennL C M
O
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Folgerung 11.3 Es seilL /K eine Korpererweiterung vom Grdd. : K| = p wobeip eine Primzahl
ist. Dann ist jeder Korpet mit K C M C L gleich K oder gleichL.

Beweis.Nach dem Gradsatz 11.2 gilt, ddd¢s: K| = [L : M][M : K] = p ist. Dap eine Primzahl
istmusgL : M| =1oder[M : K] =1gelten, alsa\/ = L oderM = K O

Definition und Bemerkung 11.4 (algebraische Elemente)

SeiL/K eine Kdrpererweiterung und € L ein Element.

« heillt genau dann algebraisch Ub&f, wenn es ei) # f € K[X] gibt mit f(a) = 0. Diese
Aussage ist aquivalent dazu, dass € Hom(K[X], L) mit f — f(«) nich injektiv ist. Ista € L
nicht algebraisch tbek, dann heil3tx transzenent tbek .

Beweis.Wir wollen zeigen, dass die beiden Aussagen tatséchlich aquivalent sind.

,=" f#0undf € Ker(p,) daher istp,, nicht injektiv.

»<=" ©q Nicht injektiv, also gibt es eiff # 0 A f € Ker(y,) dieses erfiillt die Bedingungi(«) = 0
O

Beispiel 21 (Algebraische / transzendente Elemente)

Wir betrachten Elemente alisiberQ:

V2 € R ist algebraisch tibe), denny/2 ist Nullstelle vonf(X) := X? — 2 € Q[X]\{0}.

7 € R ist transzendent Ub&p, denn es gibt kein Polynom a@X]\{0}, dass die Nullsteller hat.

Definition 11.5 (algebraisch abhangige Elemente)

SeiL/K eine Korpererweiterung undy, ... , a,, Elemente aug..

ai, ... ,a, heilRen genau dann algebraisch abhangig UBerwenn es eirf € K|[zy,...,z,]\{0}
mit der Eigenschaff (o, ... ,a,) = 0 gibt, also genau dann, wemmn e Hom(K [ X1, ..., X,], L),
mitp(f) = f(aa, ..., a,) nichtinjektiv ist.

Sinday, ... ,a, € L nicht algebraisch abhangig, so heil3en sie algebraisch unabhéngiglinze

schreiben wir a.u. (analog zu l.u. fur linear unabhangig).

Beispiel 22 Obwohlr - wie in Beispiel 21 gesehen - tili@itranszendent ist, sinfir, 72} algebraisch
abhangig GbeQ, dennf(X,Y) = X2 — Y erfillt die Bedingungf (7, 72) = 0.

Definition 11.6 (algebraische Korpererweiterungen)

Sei L/ K eine Korpererweiterung. Diese heif3t genau dann algebraische Keémpeiterung, wenn
alle o« € L algebraisch Uber sind. Ansonsten heifft/ K transzendent ( Also wenn es einc L
gibt, welches Ubek transzendent ist, gibt.)

Beispiel 23 C/R ist algebraisch, denn fir alle = a + ib € C ist z eine Nullstelle vonf mit
f=(X—(a+ib))(X - (a—1ib)) = X2 —2aX +a® + b* € R[X]

Betrachte:K (T') = Quot(K[T]) Dann istK (T')/ K transzendent, derfi ist nicht algebraisch Gber
K, da die folgende Abbildungy injektiv ist.

pr: K[X]  — K(T)
da X" = D a1
Definition und Bemerkung 11.7 (Minimalpolynom vor)
SeiL/K eine Korpererweiterung und € L algebraisch Ubet<, dann existiert ein eineutiges nor-

miertes Polynonf, € K[X], so dasgf,) = Ker(p,) < K[X] ist.
Wir nennenf, das ,Minimalpolynom* vona tber K.
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Beweis.Der Kern voney,, ist ein Primideal, denn der Faktorring[X]/Ker(goa) C L ist ein In-

tegritatsbereich. Weiter ik [ X] ein Hauptidealring also hd{er(y,) einen (bis auf Assoziiertheit
eindeutigen) Erzeuger. Setker(¢,) =: (f»). Insbesondere istf, ) nach Bemerkung 6.4 ein Maxi-
malideal und somit isf,, irreduzibel. Die Eindeutigkeit folgt durch die Normierung. O

Definition 11.8 (Teilkdrper, K adjungierta)
L/K sei eine Kdrpererweiterung und € L ein Element. Wir setzen:

Kla] := {Zcio/]neN/\CO,...,cneK}

i=1

K|[a] ist der kleinste Ring der zwischét und L liegt und dera enthélt.
K () := Quot(K|a]) heifdt der vonk” unda erzeugte Teilkdrper voh.
Wir sagen auch K adjungierta” bzw. K - alpha®.

Bemerkung 11.9 L/ K sei eine Kdrpererweiterung und € L sei algebraisch Ubefk, dann indu-
ziert der Homomorphismus

0o K[X] — L
f = fla)
einen Kdrper Isomorphismus zwisché/rﬁX]/(fa) und K [«] wobei f,, das Minimalpolynom vor

Uber K ist.

Insbesondere ist danf[a] = K («). Seideg(f,) =: d, dann ist die Mengd1,a, a?,...,a% 1}
eine K -Basis vonK [a]. Daher gilt weiter

[K[a] : K] = deg(fa) = d

d
Beweis.Seif, = > b,z" Esist zu zeigen, dass ™' € K[a] liegt.

n=0
0 = a%+bg 10+ +bal +b
&S —by = a(ad_l—i—bd_l—l—...—i—bl)
1
sal = —b—(ad_l + g2+ by)
0

d
dennbg # 0, sonst waref, = X - (Z an”—1>, aber dann wére das Minimalpolynom vamicht
n=1

irreduzibel. Dies ist ein Widerspruch. O

Bemerkung 11.10 SeiL/ K eine Kdrpererweiterung und € L algebraisch tUbets. Betrachte den
K-Vektorraum-Homomorphismus:

lo: L — L
g — af

dann istf, das aus der linearen Algebra bekannte Minimalpolynomiyon
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Beweis.Die Summe uber die,, - o™ ist genau dann Null, wenk a,, I/ die Nullabbildung ist. Es gilt

> anll(B) =) ana"(f)=0 furallege L

Bemerkung 11.11 Jede endliche Kdrpererweiterung ist algebraisch.

Beweis.Sei[L : K] =n € Nunda € L.
Wir mussen zeigen, dassalgebraisch UbeK ist. Es gilt{1,«,...,a"} ist K-linear abhangig, da
dimg (L) = n. D.h. es existiereny, . . . ¢, € K mit

n
g cgat=0
i=1

n .
also hatf = > ¢;2* die Nullstellec.. Somit erfillt jedesy € L die Bedingung aus Definition 11.4.
i=0
O

Folgerung 11.12 Sei L/ K eine Kdrpererweiterung und € L ein algebraisches Element, dann ist
K(a)/K algebraisch, denfil («)/K] = deg(fa) < 0o O

Definition 11.13 (endliche erzeugte Korpererweiterungen)
Es seien../ K eine Korpererweiterung und C L eine Teilmenge. Wir setzen

K[S] ={f(a1,...,an)|n e NAfEK[x1,...,2p] N1,...,ap €S}
K|[S] isr der kleinste Ring mit den Eigenschaften zwiscReand L zu liegen unds zu enthalten.
Weiter definieren wiks (S) := Quot( K[S])
Ist Card(S) = n < oo, dann gilt: K(S) = K(au,...,an)
K («) heifRt einfach, und<(.S) heifdt enlich erzeugt, werendlich ist.
Beispiel 24 C = R(i) miti? = —1 ist einfach.

Satz 11.14SeiL/ K eine Korpererweiterung und die Elementg, . . ., o, € L algebraisch Ubels,
dannistK(ayq,...,ay,) eine algebraische Korpererweiterung véh

Beweis.Bemerke: Analog zum Polynomring gilt:
K(ag,...,an) = K(aq,...,an—1)(ay)
Nach dem Gradsaltz 11.2 gilt die folgende Gleichung
[K(aq,...on) : K] =[K(ag,...,on) : K(aq,...on-1)] - [K(0q,...,an—1) : K]
Nach Induktion folgt, das&’ (s, . . ., ;) endlich und somit algebraisch ist. O
Folgerung 11.15SeiL /K eine Kdrpererweiterung, dann sind aquivalent:
(i) L/Kistendlich (d.h[L : K] < o)

(i) L/K istendlich und algebraisch
(i) L/K wird von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt.

42



Beweis.Der Schluss von (i) auf (ii) ist nach Bemerkung 11.11 klar, und dereso&ewiesene Satz
11.14 gibt uns den Schluss von (iii) auf (i). Betrachten wir den Schlussgiiaauf (iii): Bilde hierzu
mit o € L\ K den ZwischenkorpeK («). Es gilt

KSK(o)CLalso[L: K] =[L:K(a)][K(a): K] und[L: K(a)] < [L: K]
Setze nun induktiv fort. 0

Bemerkung 11.16 SeiL./ K eine Korpererweiterung, dann sind aquivalent:
(i) L/K istalgebraisch
(i) L wird Uber K von algebraischen Elemnten erzeugt.

Beweis.,(i) = (ii)"
L wird Uber K von L erzeugt (d.hL = K(L)). Nach Vorraussetzung ist jedes Element ausge-
braisch Uber.

S(il) = (i)
Seiena € L und S eine Menge algebraischer Elemente, mit der Eigenschdft)) = L. Dann gibt
es enlich viele Elemente aug die linearkombinierty ergeben. In Formeln: Es gibt,...,s, € S
hierzuk; € K mit

21%5215% = Zk‘isi = «

= T =

Formell heif3t das, dass es dire K[X; ..., X, ] gibt, sodas¥(si,..., s,) = a. Daher istv bereits
in K(s1,...,s,) enthalten. Dies ist aber eine endliche Erweiterung bedaher algebraisch. Da
beliebig war, undv nach obigem Beweis algebraisch ist folgt, dag$< algebraisch ist. O

Definition 11.17 (Der algebraische Abschluss vénin L)
SeiL/K eine Korpererweiterung, dann heif3t

M :={«a € L |« algebraisch tibekK }
der algebraische Abschluss v@hin L.

Folgerung 11.18 Seien alle Bezeichnungen wie in Definition 11.17. Es gelten:
(i) M ist Korper
(i) M/K ist eine algebraische Kdrpererweiterung.

Beweis.Zu (i):

Seiena, 5 € M. Es gilt: K («, ) ist algebraisch tbek . Hieraus folgt, das& («, 3) in M enthalten
ist. Insbesondere gilt daher, dass die Elementes, a - 5! € K(a, 3) in M enthalten ist. Somit ist
M ein Korper.

Zu (i) ist nichts zu zeigen, denn dies war der Inhalt von Definition 11.6 O
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Beispiel 25 (Algebraischer Abschluss v@hin C)

Wir betrachten die Korpererweiteruri@/Q und setzel) := { x € C | z algebraisch tibef) }. Dann
ist Q der algebraische Abschluss v@nin C. Es gelten:

(1) [Q: Q] = oo, denn

seienn € N undp prim. Das PolynomX™ — p € Q[X] istirred. nach Eisenstein. D& algebraischer
Abschluss irC ist, enthaltQ die Nullstellen vonX™ — p. Sei alson” — p = 0, fiir & € C, dann gilt:
[Q() : Q] = deg(X™ — p) = n, dennX" — p ist irreduzibel. Dan € N beliebig undQ 2 Q(«)
kannQ/Q nicht endlich sein.

(2) Q ist abzahlbar, denn au® ist abzahlbar folgtQ[ X ] abzahlbar.

Damit sind die Nullstellen aller Polynome @[ X ] abzahlbar.

(3) DaC uberabzahlbar ist, gibt es Uberabzahlbar viele transzendente Elerimetite

Satz 11.19SeienM /L /K Korpererweiterungen, dann gelten:
(a) Seia € M algebraisch tUbell und L./ K algebraisch, dann ist. algebraisch tUberx'.
(b) M/ K ist genau dann algebraisch , wed/ L und L./ K algebraisch sind.

Beweis.Zu (a):
d
Seia € M algebrisch tibef, dann gibt es ein Minimalpolynorfi, = > a;X* € L[X] zu . Da
i=0
L/K algebraisch ist giltK (a,, . . ., aq) ist endlich. Also folgt mit Dem Gradsatz 11.2
[K(ag,-..,aq)(a) : K| = [K(ao,...,aq)(®): K(ao,...,aq)] - [K(ao,...,aq): K] < o0

Also ist o algebraisch UbekK .

Zu (b):

Die Richtung =" ist trivial. Zu ,, <"

Seia € M. Nach Voraussetzung istalgebraisch tibeE. Mit (a) folgt dann sofort die Behauptung.
O

12 Der algebraische Abschluss

Bemerkung 12.1 Es seiK ein Kdrper undf € K[X] mitdeg(f) > 1, dann gibt es eine Korperer-
weiterungL/K und ein Element € L mit f(«) = 0.

Beweis.O.B.d.A. seif irreduzibel (sonst betrachte einen irreduziblen Faktor fjpon
Es gilt: (f) < K[X] ist ein Maximalideal. Betrachte die Abbildurge Hom(K, L)

¢: K 5 K[X] LK[X]/(f) =L

Wobei. die naturliche Inklusion und die naturliche Projektion sind.

d
Wir fiihren die Bezeichnungem := 7(X) und f(X) =: > b, X™ ein. Mit diesen gilt dann
n=0

d d
fla) =) bpym(X)" = (Z an"> =7(f) =0g
n=0 n=0
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Definition 12.2 (algebraisch abgeschlossen)

Sei K ein Korper. K heifdt genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn es fif atle [ X ] mit
deg(f) > 1 eink € K mit der Eigenschaff (k) = 0 gibt. Diese Definition ist &quivalent dazu, dass
jedes Polynony Uber K in Lienarfaktoren zerféllt, also dass es fur alfec K[X] einc € K* und
ai,...,a, € K gibt, so dass siclf darstellen lasstalg (X) =c- (X —ay1) ... (X — ap)

Bemerkung 12.3 Sei K ein Korper, dann sind &quivalent:
(i) K istalgebraisch abgeschlossen.
(i) Es gibt keine algebraische Korpererweiteruag K mit L # K.

Beweis.,(i) = (ii)*

SeiL/K algebraisch und € L, sei weiterf,, € K[X] das Minimalpolynom vomv. Nach Vorausset-
zung liegen alle Nullstellen vof, bereits inkK’, also liegt auchy bereits inK und daher folg = L
W(i) = ()"

Seif € K[X] irreduzibel mitdeg(f) > 1, dannistL := K{X]/(ﬁ ein algebraischer Erweiterungs-

korper vonk. Das heif3t nach Vorraussetzungist= K und somit gilt:[L : K] = deg(f) = 1 also
hat f bereits inK eine Nullstelle. O

Bemerkung 12.4 Sei K ein Korper. Es gibt eine Koérpererweiterurdy/ K, so dass jedeg € K[X]
mitdeg(f) > 1 eine Nullstelle inL hat.

Beweis.Wir definieren uns zunéchst eine Hilfsmenge

M :={f e K[X]|deg(f) 21}

Dann fuhren wir noch Notationen zur Vereinfachung der Schreibweisé/Nir schreibenX fur das
§M-Tupel vonX-en und setze®® := K[X¢| f € M]m. Seinuna = (f(Xy)| f € M) < R das heil3t
a wird von allenf (X ) erzeugt.

Behauptung 1 a # R Mit anderen Worteni ¢ a

Beweis.Wir fihren einen Beweis per Widerspruch und nehmen daher an,ldass gelte. Daraus
folgt nun, dass e$i, ..., f, € M undgy,...,g, € R gibt, so dass sich darstellen lasst als

n

L= Y g(X) - fi(Xy) (12.1)

i=1

SeiK'/K eine Kdrpererweiterung ung,, . . . , o, € K’ Elemente gerade so gewahlt, dgigs;) = 0
ist fur alle: = 1,...,n. Ein solchesk” existiert nach Bemerkung 12.1. Nun ersetzeiféir 1,...,n
die Xy, in Gleichung (12.1) durch; und0 sonst. Wir erhalten:

1= Zgi(i) fila;) =0
i—1

Dies ist ein offensichtlicher Widerspruch, also war unsere Annahmehfals AN
Aus der Behauptung folgt, dass es ein Maximalideal R mit a C m gibt.

'R := K[X;| f € M] heiRt in Worten:R ist der Polynomring in sovielen Variablen, wie es Elementa/imgibt.
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Setze nunl := R/m. Dies ist eine Korpererweiterung vadi und L/ K erflllt die Forderung, denn
seif € K[X]| mitdeg(f) > 1 dann betrachte die naturliche Projektion

m:R — R/m
Setze nuny := 7(X) und vergleiche mit dem Beweis zu Bemerkung 12.1. O

Satz 12.5Zu jedem Korper gibt es einen algebraisch abgeschlossenen Erwejskdrper.

Beweis.Sei K ein Korper dann setz&, := K. Definiere K;,1 als den KérperL; (zu K;) aus
Bemerkung 12.4. Setze:
o
L= U K;
=0

Dieser Korper erfullt Die Forderung, denn See L[ X]| mit deg(f) > 1. Wir wissen, dass es ein
mit der Eigenschaff € K, [X] gibt. Da jeder der (endlich vielen) Koeffizienten in einéfy, liegt,
setzen := max{m}, dann hatf eine Nullstelle ink,,; C L. O

Beispiel 26 Ist L/ K eine algebraische Korpererweiterung uads L ein Element, dann Betrachte:

eva[X]: K[X] — L
Z an X" Z ana’
Offensichtlich ist dandKer(ev, [ X]) das vom Minimalpolynom vam erzeugte Hauptidedlf, ) . Aus
dem Homomorphiesatz folgt nun:

KXV )= m(fa) = K@) c L

Beispiel 27 Wir betrachtenk = Q, o = /2

Das Minimalpolynom vor/2 ist f, = X2 — 2 Wie in Beispiel 26 gezeigt, folgt dann
Q[X]/(X2 9 Q(v2)

Beispiel 28 Wir betrachten den FalKk = Q, (5 := e3™ € C mit (¢)° = 1.

Das Minimalpolynom vogs ist fo, = X%+ X3+ X2+ X +1 =5
w5 istirred. nach Eisenstein und Beispiel 17 (c). Mit dem Homomorphidskfiznun wieder

WX,y =) cc

Beispiel 29 (Berechnung des Minimalpolynoms)

Seienk := Qunda := (3 := e3™

Mit Rechnen sehen wir ein, das$ = —(1 + o) unda?® = 1 sind. Das Minimalpolynom vom muss
also(X? — 1) teilen. eine Polynomdivision mitX — 1) liefert X2 + X + 1 =: g als einen Faktor von
X3 — 1. Dag irreduzibel ist, isty das Minimalpolynom vor.

Definition 12.6 (algebraischer Abschluss)
SeiK ein Kdrper. Ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskabparm K heil3t algebraischer
Abschluss voik, falls L/ K algebraisch ist. Wir bezeichnen diese Erweiterungskorpersmit

46



Bemerkung 12.7 Zu jedem Korpel gibt es einen algebraischen Abschluss.

Beweis.Wahle eine algebraisch abgeschlossene Koérpererweitdtyhg nach Satz 1215, dann ist
K := {z € L|x algebraisch tibeK } ein algebraischer Abschluss vén O

Notation (Algebraischer Abschluss)

- Der algebraische Abschluss v@nist Q

- Der algebraische Abschluss vBp ist F,,

- SeienL, K Korper unde € Hom(K, L) sowie f € K[X]| mit hochstem Koeffizienten;, dann

definieren wir
d

(o(NNX) = f7(X) = o(an) X" € L[X]
n=0
Definition und Bemerkung 12.8 (Fortsetzungen von Homomorphismen)
SeiL /K eine Korpererweiterung und € L ein UberK algebraisches Element mit Minimalpolynom
f € K[X]. Seiweitetr € Hom(K, L). Setzek’ := K(«). Es gelten:
(i) Ist o' € Hom(K’, L) mit UIIK = o0, dann isto’(«) eine Nullstelle vory”
(i) Fur alle Nullstellen vono ( f) gibt es eing’ € Hom(K', L) mit UIIK = 0, s0dass’ (o) = 0.
Homomorphismen mit der Eigenschatft (i) nennen wir Fortsetzungen.
(i) besagt insbesondere: Es gibt genau so viele Fortsetzungea,wore o (f) = f° Nullstellen hat.
d

Beweis.Seif := > a,2" gegeben. Zum Beweis von (i) betrachte die folgende Gleichung:
n=0

(Al (@) = > olan)(o'(@)"

M=

n=0

&l

= o' (an) (o' ()" denn:a"K =0
0
o?
)-

zu (ii): Seig € L eine Nullstelle vorv ( f

3
Il

MQ‘

anQ ) denn:o’ € Hom(K', L)

Il
=)

q

Wir betrachten:

X—p3
—

o K[X] 2279 rix L

Nach Teil (i) istf € Ker(y). Da das Minimalpolynony irreduzibel ist, ist( f) < K[X] ein Maxi-
malideal. Weiter giltl ¢ (f) daherist f) = Ker(y). Betrachte die folgende, injektive Abbildung

o KMy = 1
X — 0

Wir wissenK[X]/(f) ~ K’ := K(«), denn die Abbildung

vy - K
X = «

kE — k
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ist ein Isomorphismus. Die gewtinschte Fortsetzungovist also:

o v KX 7
mK__»[L@)iL
o — X —

Nach dieser Konstruktion i&t"K = o. Wir mussen nun noch die Eindeutigkeit beweisen:

Seihierzu{1, o, . ..,a% 1} eine Basis vork” als K -Vektorraum. Alley € Hom(K’, L) mity g =o
sind eindeutig gegeben durch:

x(Xorat) =D o) (@)

a

Satz 12.9Es seienk’ / K eine algebraische Korpererweiterung uhcein algebraischer abgeschlos-
sener Korper. Weiter sei € Hom(K, L). Es gelten:

(a) o besitzt eine Fortsetzung € Hom(K', L)

(b) Ist K’ = K und die Erweiterung./Im(c) algebraisch, dann ist jede Fortsetzuagvon o ein
Elementinlso(K’, L).

Beweis.Zu (a):
Ist K’ endlich folgt die Behauptung direkt aus Definition 12.8. Ansonsten betradie folgende
Hilfsmenge:

M := {(F,7)|F ist Zwischenkorper voi und K’ undr € Hom(F, L) ist Fortsetzung vom }
Es gibt eine Halbordnung aufl, gegeben durch
(Fl,Tl) < (FQ,’TQ) = By < Fy A T|F = T1

Weiter istM nichtleer, dd K, o) € M und Jede halbgeordnete Kettg, 1) < ... < (F,, 7)) < ...
besitzt eine obere Schranke, namlich

(F,r)ymit F = F;
i€l

Hierbei istT : FF — L gegeben durch(z) = 74(z), falls z € F,. Wir kdnnen also Zorns Lemma
anwenden, und folgern, dass es ein maximales Tuet) gibt. AngenommenfF' # K’, dann gabe
es eina € K'\F. Es folgte zunachst einmal, dassalgebraisch UbeK ware. Betrachte in dieser
Situation F(a) € K’. Nach Definition 12.8 gibt es eine Fortsetzurlge Hom(F(«), L). Dies
widerspricht aber der Folgerung aus Zorns Lemma, ¢&ss) ein maximales Element ift/ ist.

Zu (b):

Waéhle nach (a) eine Fortsetzung: € Hom(K', L) von o. Dac’ ein Kérperhomomorphismus ist,
hato’ einen trivialen Kern und bildet isomorph auf sein Bild ab. Wenn dbep’) = K’ = K gilt,
dann ist auchim(c’) algebraisch abgeschlossen. Nach Vorraussetzuiig ish(c) eine algebraische
Korpererweiterung. Es gillm(c’) ist Zwischenkérper voi. undIm (o) daher ist nach Satz 11.19 ist
L/TIm(o") eine algebraische Kérpererweiterung. Nach Definition|12.2 ist dasnim(o”). O

Folgerung 12.10 Seienk ein Korper undK, K, zwei algebraische Abschliusse vigndann gibt es
einen Korperisomorphismus: K; — Ko.
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Beweis.Da K ein Unterkorper vork; und K ist, istidx € Hom(K7, K3). Nach Satz 12,9 gibt es
eine Fortsetzung € Iso( K7, K2) vonidg O

Anmerkung Je zwei algebraische Abschlisse insind Isomorph, aber es gibt keine kanonische
Wabhl des Isomorphismus.

13 Zerfallungskaorper

Definition 13.1 (X-Homomorphismus)

SeiK ein Korper undL; /K sowieLy/K seien Kdrpererweiterungen.

o € Hom(Ly, Ly) hei3t K-Homomorphismus, falls eingeschrankt aufC die Identitat aufk ist,
alsoo | = idk.

Die Menge derk-Homomorphismen voh; nach L, heben wir von der Menge aller Homomorphis-
men zwischen diesen Kdrpern durch einen InBeab und bezeichnen sie nifomy (Lq, Ls).

Beispiel 30 Sei(; := e’ € C, Wir betrachterQ(¢s)/Q
Das Minimalpolynom zys ist f(X) = X* 4+ X3 + X? + X + 1 € Q[X] also ist der Grad der

KorpererweiterundQ(¢s) : Q] = deg(f) =4
faktorisieren wirf in C[X], dann erhalten wir folgende Darstellung vgn

FX)=(X=¢) (X =G)- (X =) - (X = ¢5)
dennci # ¢} furi # j. Weiter gilt (¢8)" = (¢i)® = 17 = 1 Also ist¢i e C eine Nullstelle vory

In diesem Fall sind alle Nullstellen vafibereits im Erweiterungskorpéd((s) enthalten.

Beispiel 31 Seia = v/2 € R, dannistg(X) = X2 — 2 das Minimalpolynom von.
Damit wir g in C[.X] faktorisieren kdnnen brauchen wjg := s’ € C.Esist

9(X) = (X = V2)(X = V2)(X — (3V2)

dennCard({¥/2, ¢3¢/2, (2¥/2}) = 3und (G ¥2)° = ¢ (¥/2)° = 2
Da (3v/2 keine reelle Zahl ist und wi)(+/2) darstellen konnen als

Q(V2) ={a+bV2+c¢(vV2)?|a,b,cc QY CR

folgt, dass(3v/2 nicht im Erweiterungskorpe®(+/2) enthalten ist, also nicht alle Nullstellen vgn
in Q(+/2) enthalten sind.

Definition 13.2 (Zerfallungskérper)

Seienk ein Korper undl eine Menge. Weiter séf;);c; eine Familie von Polynomen mjfif € K[X]
unddeg(fi) > 1.

Eine Korpererweiterund. /K heif3t Zerfallungskorper ddif;)icr, falls:

(a) Jedesf; uber L in Linearfaktoren zerfallt. Also, dass es; € L undc € L gibt so dass sicly;
darstellenlasst als

e [[(X = aiy) = fi(X) € LX]

(b) L wird Gber K von den Nullstellen def; erzeugt.
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Beispiel 32 Wir betrachtenk = Q. Ein Zerfallungskorper der Familig X? — 3, X2 — 2} ist
Q(\@, \/§) =: L, denn beide Polynome zerfallen Gldem Linearfaktoren.

(X?2-2)= (X —V2)- (X +v2) (X>=3)=(X—-V3) - (X +V3)
Weiter gilt, dass. von+/2 und+/3 erzeugt wird.

Beispiel 33 Ein Zerfallungskorper vok 3 — 2 ist Q(v/2, (3).

De Bedingung (a) ist klar nach Beispiel 25. Zur Bedingung (b):
Die Nullstellenmenge voX® — 2 ist {+/2, (3v/2, (3v/2}

Wir mussen nun die folgende Gleichheit zeigen

Q(V2, V2, (3V2) = Q(V2, ¢3)
Die ,, C*-Inklusion ist klar und zur Gegenrichtung betrachfge = C;W@,{ﬁ

Bemerkung 13.3 (Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers)

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 13.2. Wékileinen algebraischen Abschluss véh
Weiter seiS C K die Nullstellenmenge der Familig;);c;.

(i) Dannist K (S) ein Zerfallungskorper der Famili€f;)ic;r.

(i) Ist L C K ein weiterer Zerfallungskorper délf;);c;, dann sindZ und K (S) gleich.

Beweis.Zu (i): Die Bedingung 13.2 (a) ist klar und (b) ist durch die Definition Vo(S) erfillt.
Die (ii)-te Aussage ist klar, denn Die Nullstellenmenge im algebraischenhimssist eindeutig be-
stimmt. O

Satz 13.4 SeienK und (f;);c; wie in Definition 13.2 gegeben und seién und L, je Zerfallungs-
korper der Familie( f;);c; sowieL, ein algebraischer Abschluss vdn.
Dann gibt jedesr € Homg (L1, L) einenK-Isomorphismusg : L1~ L.

Beweis.Wir betrachten drei Félle:
1. Fall: SeiCard(I) = 1, dann besteht die Familie déf;);c; aus nur einem Polynonj := f;, wir
finden inL; eine Darstellung in Linearfaktoren

d

FX) =c[[(X —an) € Li[X]

n=1

wobei alle«,, sowiec Elemente aug.; sind. Wende nui auf f an

o(f(X)) = () [[(X —o(an)) € La[X]

Da L, ebenfalls ein Zerfallungskorper vohist und L, ein Unterkorper vorL, ist, kénnen wirLsy
beschreiben durch

Ly =K(o(a),...,0(aq)) = o(K(aq,...,aq)) =o(L1)

2. Fall: SeiCard(I) = n € N, also besteht die Familie déf;);c; aus nur endlich vielen Polynomen,
dann definiere
f=11I#

el
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Dann sind der Zerfallungskorper vghund der Zerfallungskorper der Famili€f;);cr) gleich. Aus
dem ersten Fall folgt nun die Existenz d€slsomorphismuses.
3. Fall: SeiCard(I) = o0), dann definiere die Hilfsmenge

M :={J|J CIundCard(J) < oo}

Jeder Zerfallungskorper der Familie d¢g¥);c; lasst sich darstellen als Vereinigung tber aller Zerfal-
lungskaérper der Familieif;) jc; mit J € M. Aus (2) folgt dann die Behauptung. O

Folgerung 13.5 SeienK und die Familie(f;);c; wie in Definition 13.2 gegeben, dann sind je zwei
Zerfalungskdrper der Familiéf;);c; K-lsomorph.

Beweis.SeienL; und L, zwei Zerfallungskorper der Familie déy;);c; und Lo ein algebraischer
Abschluss vorL,. Nach Satz 12.9 lasst sich die Inklusion K — L, fortsetzen zw : L1 — Lo
und mit Satz 13.4 folgt dann sofort die Behauptung. O

Anmerkung Der Isomorphismus aus Folgerung 13.5 ist nicht kanonisch.

Definition und Satz 13.6 ( normale Kdrpererweiterung )
SeiL /K eine algebraische Korpererweiterung, dann sind aquivalent:

(i) Fur alle K-Homomorphismen € Homx (L, L), wobeiL ein algebraischer Abschluss vdnist,
gilt 0 € Autgx (L, L), genauer:
Ist. € Homg (L, L) die natirliche Inklusion, dann gilfm(:) = Im(c) = L C L

(i) Listein Zerfallungskorper einer Familie nicht konstanter Polynoméii |

(iii) Fur jedes irreduzible Polynonf € K[X], dass eine Nullstelle ii hat, gilt:
f zerféllt vollstandig in Linearfaktoren.

Sind die Bedingungen (i), (i) und (iii) erfullt, dann heil3{ K eine normale Korpererweiterung.

Beweis.Per Ringschluss beginnend mit &} (iii)*:

Seif € K[X] ein irreduzibles Polynom und seienc L undj3 € L Nullstellen vonf. Nach Bemer-
kung 12.8 (b) gibt es ein € Hom (K (), L) derart, dass die Gleichunga) = 3 erfillt ist. Nach
Satz 12.9 gibt es eine Fortsetzumge Homy (L, L) welches die Gleichung’(a) = 3 ebenfalls
erfullt. Nach Vorraussetzung ist(L) = L also liegt insbesonder€(«) = 3 bereits inL. Das heifl3t,
dass alle Nullstellen vorfi bereits inL liegen.

Zu (i) = (i)

Da L/K algebraisch ist, gibt es eine Teilmen§eC L die L erzeugt, alsd<(S) = L. Weiter be-
zeichnef, das Minimalpolynom zw € S. Dann istL ein Zerfallungskorper der Familigf;)ses,
denn jedes Polynoryi; zerfallt nach Vorraussetzung Ubgrin Linearfaktoren und. wird nach Defi-
nition von den Nullstellen def, erzeugt.

Zu (i) = (i)*

Sei(fi)icr eine Familie nichtkonstanter Polynome uhetin Zerféllungskorper dieser Familie. Wei-
ter seic € Homg (L, L), dann isto(L) ebenfalls ein Zerfallungskorper der Famiigf;);<;). Nach
Bemerkung 13.3 ist sind undo (L) Teilmengen vorL, alsolm(c) = o(L) = L. O
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Beispiel 34 zu Satz 13.6 (i):
Es seiv/2 die eindeutige Losung vaki? — 2 = 0. Wir kennen bereits die natirliche Inklusion:

Q(V2) ={a+V2b|la,beQ} — C
aber es gibt auch folgende@-Homomorphismus

0:Q(WV2) — C
a+vV2b — a—+2b

Es giltIm(c) = Im(¢), denn

v2) = Yx2_y — C
X — =2

Betrachten wir hingegeR/2 mit dem Minimalpolynorﬁ% =X3—-2und

L:Q(V2) — C
g . @[X]/<X3 _ 2) — C
X = V2

In diesem Fall gilt:Im(o) # Im(¢).

Beispiel 35 zu (13.6):

- Es seiK ein Koérper mit algebraischen Abschluas dann istkK' /K normal.
- Q(V/2)/Q ist eine normale Kérpererweiterung.

- Q(¢5)/Q ist eine normale Korpererweiterung.

- Q(¢3, v/2)/Q ist eine normale Korpererweiterung.

- Q(V/2)/Q ist keind!) normale Korpererweiterung.

Bemerkung 13.7 Es seienM/L/K algebraische Korpererweiterungen. Weiter 3éi/ X normal,
dann ist auch\/ /L normal.

Beweis.Nach Vorraussetzung ist/ ein Zerféllungskorper einer Familie von Polynomen &[s|.
Da diese Familie auch ih[X] enthalten ist, isii/ auch Zerfallungskorper einer Familie von Polyno-
men aus.[X]. O

Anmerkung: L/K istim Allgemeinen keine normale Kdrpererweiterung. Ein Gegenbeispiegist d
Fal: M :=Q,L:=Q(v2),K :=Q

FallsM/L und L/ K normal sind, giltim Allgemeinen nichtlass aucid//K normal ist.

Bemerkung 13.8 SeiL/ K eine Kdrpererweiterung vom Grat dann istL/ K normal.

Beweis.Es gilt die Bedingung (ii) aus Satz 13.6, denn fiic L\ K ist der Grad des zugehdrigen
Minimalpolynomsf,, gleich2 also istL ein Zerfallungskorper vorf,,, denn nach Polynomdivision
fa : (X — a) = g folgt, dass der Grad vomgleich1 ist. Also sind alle Nullstellen des Minimalpoly-
nomsf, bereits Elemente aus. O
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Definition 13.9 (Die normale Hiuille)

Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Ein Erweiterungskorpygi. heildt normale Hulle
oder normaler Abschluss vaby/ K, falls:

() N/K normalist, und

(ii) es keinen Teilkdrpel’ mit L ¢ L' & N gibt, der berK normal ist.

Satz 13.10(Eigenschaften der normalen Hiuille)
Ist L/ K eine algebraische Korpererweiterung, dann gelten:

(a) Es gibt eine normale Hull&v von L/ K.

(b) SeiM/L/K eine algebraische Korpererweiterung derart, dagg K normal ist. Dann gilt fur
jede normale HullevV vonM/L: N = K(o;(L)|i € I) mit(0;)ier = Homg (L, M)

(c) Je zwei normale Hillev; und N2 von L/ K sind K-lsomorph.

(d) Ist die Korpererweiterund./K von endlichem Grad, so ist auch der Erweiterungsgid: K]
endlich.

Beweis.Teil (a) folgt sofort aus (b) mifi/ := L.

Zu (b): SeiL. = K (S) mit einer TeilmengeS C L. Seien fir alles € S die Minimalpoly-
nome mitf, € K[X] bezeichnet. Wahle nun einen ZerfallungskorpeC M der
Familie der( f;)scs , damit istN/K normal.

Behauptung N ist eine normale Hille voii/ K.

Beweis.Wir haben schon gezeigt, dadsnormal ist, also bleibt die Bedingung (ii)
aus Definition 13.9 zu prifen:

SeiL’/N eine normale Korpererweiterung niitC L’ C N, dann zerfallen

fur alle s € S die Minimalpolynomefs UberL’, dennf,(s) = 0 unds € L'.

Das heilf3t, dass alle Nullstellen der Polynome der Fafifil.cs bereits inL’
enthalten sind, also idt’ selbst ein Zerfallungskorper der Fami(ig; ) sc s

Wir haben bereits gezeigt, dass darrez N gilt. A

Wir mussen noch zeigen, dads= K (o;(L)|i € I) ist.

D Seieno € Homg (L, M) unds € S, dann gilt

o(fs(s)) = fs(o(s)) = 0alsoisto(s) € N eine Nullstelle des Minimal-

polynomsfs von s. Damit istim(o) = o(L) eine Teilmenge vomv.

N wird Uber K von den Nullstellen deff;)scs erzeugt.

Sei alsax eine Nullstelle von einenf; € (fs)ses. Nach Bemerkung 12.8 (b)

existiert einc € Homy (K (S), M) welches die Gleichung(t) = « erfiillt.

Setzeo fort zuo’ € Hom(L, M) mit o’ (t) = c.

Da M/K normal ist, iste’ € Hom(L, M), also iste € Im(o”) einer Teilmenge

von K (o;(L)|i € I)

Zu d) Istder KorpergradlL : K] endlich, dann gibt es eine endliche Teilmertye L mit
L = K(S) und N ist Zerféllungskorper von nur endlich vielen Polynomen, namlich den
Minimalpolynomen des € S. Daher ist auch/V : K| endlich.

Zu c) Die KorperN; und Ns sind Zerféllungskorper der Familig)scs damit sindNV; und Ny
nach Folgerung 13/& -Isomorph. |

N
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14 Separable und Inseparable Korpererweiterungen

Sei K ein Korper undf € K[X] ein irreduzibles Polynom, weiter seigi/K ein algebraischer
Abschluss, sowie: € K eine Nullstelle vory undM die Menge der Nullstellen vofiin K. Betrachte
die folgende Abbildung:

¢: M — Homg(K(a),K)
B — o mito(a) = 5
Da diese Zuordnung nach Bemerkung 12.8 (b) eindeutig ist folgt sofasty bijektiv ist.

Beispiel 36 Seient,(T") := Quot(F,[T]) undp eine Primzahl, dann betrachte das Polynom
f(X):=XP-T € F,(T)[X]. Nach dem Eisensteinkriteri@istf irreduzibel.

Sei nunK ein algebraischer Abschluss v@ij(7") undt € K eine Nullstelle vory. Das heil3t, dass
die Gleichung? = T erfillt. Dann gilt

(3.10)

FX)=XP—T = XP (X —t)? € K[X]

Obwohl der Grad vory gleichp ist, hat f nur eine einzige Nullstelle.

Diese im Beispiel gesehene Eigenschaft von Nullstellen wollen wir zu ellggmaeinen Definition
erheben.

Definition 14.1 (Vielfachheit von Nullstellen und separable Polynome)

SeiK ein Korper undK ein algebraischer Abschluss van. Weiter seif € K[X] ein Polynom.

1.) Seia € K eine Nullstelle vory. Die Nullstellea hat die Vielfachheit € N, falls (X — a)¥ das
Polynomf(X) in K[X] teilt und (X — «)v*! das Polynony(X) in K[X] nicht teilt.

2.) f heilt separabel, falls jede Nullstelte aus K die Vielfachheitv, = 1 besitzt. Sonst heif3t
inseparabel.

Satz 14.2 SeiK ein Kdrper undf € K[X] ein irreduzible¢!) Polynom.f ist genau dann separabel,
wenn die Ableitung” von f nicht das Nullpolynom ist. Hierbei bezeichryétdie formale Ableitung
von f.

Um uns den Beweis dieses Satzes zu vereinfachen, halten wir folgemderBungen fest:

Bemerkung 14.3 Die Ableitungsregeln aus der Analysis gelten.
(Insbesondere gelten die Ketten- und die Produktregel.) O

Bemerkung 14.4 SeienL /K eine Kdrpererweiterung undl, g € K[X| Polynome, dann unterschei-
den sich die grofiten gemeinsamen Teiler yoind ¢ in K[X] und L[X] nur um eine Einheit aus
L[X]*.
dic == g8Trx)(f, 9)=8eTrix)(f,9) =t di
Beweis.Es gelten
dg =f -Fx+9-Gg € K[X] mitFg, Gg € K[X] C L[X]
dp=f-Fr+g- -G € L[X] mitFL, G € L[X]

Also teilt dx die Polynomey und f in K[X]| C L[X] unddy, teilt die Polynomef undg in L[X]
O

’Satz9.3
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Bemerkung 14.5 SeienK ein Kérper mit algebraischem AbschlutS/ K und f € K|[X] ein nicht
notwendig irreduzibles Polynom, sowiec K eine Nullstelle vory. Es sind aquivalent:

(1) Vielfachheit vorx ist gréf3er alsl.

(2) a ist eine Nullstelle der Ableitung’ von f.

(3) v ist eine Nullstelle des grofiten gemeinsamen Teilersfvamd f’.

Beweis.O.B.d.A. seif normiert. Setze; := « und faktorisieref in K[X]

(x —a;)
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Also ist die Vielfachheit vorv genau dann gréR3er als Eins, wefiiia) = 0 ist. Also genau dann,
wenna eine Nullstelle des groRten gemeinsamen Teilers frand f” in L[X] ist. nach Bemerkung
ista dann auch eine Nullstelle vom gréten gemeinsamen Teil&H i¥]. ]

Beweis.Wir zeigen nun beide Richtungen der Aquivalenz aus 14.2.
Sei f irreduzibel undh € K eine Nullstelle vorf.

»=" Annahme:f’ = 0, dann ist der gro3te gemeinsame Teiler Yamnd f’ das Polynony.
Da« eine Nullstelle vory ist, ist es dann auch eine Nullstelle des grof3ten gemeinsamen
Teilers. Nach Bemerkung 14.5 ist dann die Vielfachheit magroRer als eins, also muss
f inseparabel sein. Dies ist jedoch offensichtlich falsch!
....="Annahme: ,f ist inseparabel”
Mit Bemerkung 14.5 gibt es dann einc K, welches sowohl eine Nullstelle vghals
auch eine Nullstelle vort’ ist. Da f nach Vorraussetzung irreduzibel ist, fstias Mini-
malpolynom vor und weiter hat die Ableitung’ von f kleineren Grad, also mug$
das Nullpolynom sein, denn sonst wgfedas Minimalpolynom vonv.
Dies liefert einen Widerspruch! O

Folgerung 14.6 Sei K ein Korper mitChar(K) = 0, dann ist jedes irreduzible Polynofne K[X]
mitdeg(f) > 1 separabel.

Beweis.Die formale Ableitungf’ von f ist nicht das Nullpolynom, denn es gilég (/') = deg(f)—1.
Mit Satz 14.2 folgt die Behauptung dann sofort. O

Beispiel 37 Wir haben in Beispiel 36 gesehen, dgss= X? — T < F,(T)[X] ein inseparables
Polynom ist. Wir kdnnen dies nun wesentlich einfacher zeigen, denn es gilt

f1(X) = pXP™h = 0 € F(T)[X]
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Bemerkung 14.7 Es seienk ein Korper mitChar(K) = p > 0 und K /K ein algebraischer Ab-
schluss. Weiter seienc N unda € K gegeben. Dann existiert genau gire K mit 5% = o

Beweis.Nach dem kleinen Fermat (3.10) j$tc K die einzige Nullstelle von
XM —a=X-p" = (X - B
|

Satz 14.8 SeienK ein Korper mitChar(K) = p > 0und f € K[X] ein irreduzibles Polynom.
Definiere
— Py
r = max {h e KIX]|h(X"") = f(X)}

Dann seig € K[X] ein Polynom miy(X?") = f(X). Es gelten:

(@) g(X) irreduzibel und separabel.

(b) Jede Nullstelle vorf hat die Vielfachheip™.

(c) Die Nullstellen vory sind genau dig-ten Wurzeln der Nullstellen van

Beweis.zu (a):
Waéreg reduzibel, alsg@; - go = g mit Polynomery; € K[X] so lieRBe sichf darstellen als

FX) = g(XP") = gi(XP") - go(X7)

Also wére aucly reduzibel. Dies widerspricht der Voraussetzung.
Zur Separabilitat betrachte

d d
f ::Zan-X” und f/:Znan'X"_l

n=0 n=1

Damit f' das Nullpolynom sein kann missen alle Koeffizientern Null sein. Also muss die Glei-
chunga,, = 0 fir allen € N gelten, die nicht vom geteilt werden. Dann gibt es eir{X) € K[X]
derart, dass die Bedinguig X?) = f(X) erfullt wird. Wir kénnenh(X') explizit darstellen durch

d A
pi
h(X) = a; Xr
plJ
Ist h(X) separabel folgt die Behauptung, sonst setze die Konstruktioryvoduktiv fort, bis ein
separables Polynoi( X ') gefunden ist.
Zu (b) und (c):
Dag separabel ist, gibt es Elementec K[X] so dass wig darstellen konnen als
g:H(X—ai) € K[X]
=1
Nach Bemerkung 14.7 gibt es zu jedemein 3; € K welches die Bedingung:fr = o erfullt. Wir
kénnenf dann darstellen durch

e

FX) =g(X") =[x = 5"

=1
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Definition 14.9 (Separable Kérpererweiterungen und vollkommene Korper )

SeiL/K eine algebraische Korpererweiterung

- Ein Elementx € L heil3t separabel, falls das Minimalpolynofn € K[X] separabel Gbef ist.

- Die Kdrpererweiterund./ K heif3t separabel, falls jedes € L separabel ist.

- Ist L/ K nicht separabel, so nennen wir/ K inseparabel.

- K heiRt perfekt oder vollkommen, falls jede algebraische Kérpererweiekifi X separabel ist.

Folgerung 14.10 Jeder KorperK mit Char(K) = 0 ist vollkommen.
Beweis.Die Behauptung folgt direkt aus Folgerung 14.6 O

Beispiel 38 (vollkommene Korper)
- Jeder algebraisch abgeschlossene Korper ist vollkommen.
- Der KorperF,(T') ist nichtvollkommen, denf(X) = X? — T € F,(T)[X] ist inseparabel.

Definition 14.11 (Der Separabilitatsgrad)
SeiL /K algebraische Korpererweiterung. Hierzu wahle einen algebraischmti#ussk von K.
Der Separabilitatsgrad vor/ K ist definiert als[L : K|g := Card (Homg (L, K)).

Bemerkung 14.12 Wir Gibernehmen die Bezeichnungen aus Definition 14.11. Weiter sei ein
Element mit Minimalpolynonf, € K[X]. Es gelten:

1. Der Separabilitatsgrad voii (o) /K ist gleich der Anzahl der Nullstellen vofy, in K und
weiter gilt[K (o) : K]s < [K(a) : K]

2. Das Element ist genau dann separabel Ub&f, wennf, separabel ist, also wenn
[K(a) : K] := deg(fa) = [K(a) : K]s gilt

3. IstChar(K) = p > 0 mit einer Primzahp, dann ist K («) : K|g - p" = [K(«) : K]. Hierbei
istp” wie in Satz 14.8, das heifft (X) = h(X?") mith € K[X] separabel.

Beweis.Teil (1) haben wir bereits in der Motivation zu begin dieses AbschnittesigeZ£2) ist direkt
mit der Definition klar, und (3) ist eine Folgerung aus $atz 14.8. O

Satz 14.13(Gradsatz II)
SeienM /L /K algebraische Kdrpererweiterungen, dann gilt:

[M: K]s=[M:Lls-[L:K]s

Beweis.Fixiere einen algebraischen Abschlussvon K. Da wir wissen, dass die Mengen d&r
bzw. derL-Homomorphismen voi, bzw. M nachK endlich sind nummerieren wir diese Elemente
durch:

Homp (L, K) = {o;|i€I}und Homp(M,K)={1j|j€J}

Wahle nach Satz 12.9 eine Fortsetzange Hom(K, K) vono; fur allei € 1.

Behauptung 1 Wir kénnen die Menge dek-Homomorphismen voi/ nach K darstellen durch

Homp (M, K)={6;01;|i€INjE J}
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Beweis.Die Inklusion ,D>“ i:st klar, betrachten wir also die andere Richtung:
Sei hierzur € Homg (M, K) beliebig aber fest, dannist, = o; fir eini € I. Insbesondere gilt

__1 R .
g, oT,=0; oo0;=1idL

Daher ist5; ! o 7 ein L-Homomorphismus vod/ nachK und es gilts; ' o 7 = 7; fiir einj € J.
Wir kénnenr € Hom(M, K) also darstellen durch = 5; o 7; A

Behauptung 2 Gilt 5; o 7; = 63, o 7, dannisti = k undj = .

Beweis Es seio; o7, = 71 07, dann sind die Einschrankungen vepunda, auf L identisch und
es folgt, das®; = o}, ist. Da wir die Elemente iflom (L, K) eindeutig nummeriert haben folgt,
dassi = kist. Betrachte nua; ' 05,07, =G, 'oGrom o =11 =1 A

Aus den Behauptungen 1 und 2 folgt nun die Multiplikativitét der Separatjtdde, denn:
Card (Homg (M, K)) = Card([) - Card(J)

Folgerung 14.14 SeiL/ K eine endliche Kérpererweiterung dann gelten
(a) L/ K ist genau dann separabel, wefin: K] = [L : K]g ist.

(b) Ist die Charakteristik vor gleich Null, so ist./ K separabel.

(c) IstChar(K) =p > 0,dannist{L : K| =p" - [L : K|g fureinr € N.

Beweis.Ist L/ K eine einfache Kdrpererweiterung, dann folgen die Aussagen ditekBamer-
kung/14.12. Ansonsten gibt es, dad K eine endliche Korpererweiterung ist, eine endliche Menge

{ai, ...,a,} C L die L erzeugt. Durch Multiplikation der Erweiterungs- bzw. Separabilitatsgrade
der K («;) nach Satz 14.13 folgen nun die Aussagen. O

Satz 14.15SeiL /K eine endliche Koérpererweiterung, dann sind aquiv@ent
() L/K ist separabel.

(i) L/K wird von separablen Elementen erzeugt.

(i) [L:K]=[L:K]g

Beweis.Ist L/ K eine separable Korpererweiterung, dann ist jedesL ist per Definition separabel
Uber K. Insbesondere sind alle Elemente der Erzeugendenménge L separabel Ubek. Dies
beweist die Implikation von (i) nach (ii). Sei ndvy, ..., a,} =: E C L die Erzeugendenmenge
von L. Nach Vorraussetzung sind alle € E separabel iibek. Nach Bemerkung 14.12 gelten dann
die folgenden Gleichungen

[K(av): K] = [K(a1): K]g
[K (1, az) : K(a1)] = [K(a1, a2): K(o)]g

Dann gilt wegen der Multiplikativitat der Korper- und Separabilititsgrade

[K(E): K] = [K(ag, ...,ap) : K]
= [K(oq): K] [K(a1, a2) : K(aq)] ... [K(a1, ...,0n) : K(ag, ...,0n-1)]
= [K(): Klg-[K(ou, a2) : K(a1)]g-...- [K(a1, ...,an) : K(a1, ..., 00-1)]g
= [K(E): Kl

% In Folgerung 11.15 haben wir bereits eine ahnliche dquivalenz fibeligehe Korpererweiterungen gezeigt.
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mussen wir zeigen, dass jedesc L separabel UbeK ist. Sei alsoe € L ein Element mit Mini-
malpolynomf, € K[X]. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei die Charakteristik Zagine
Primzahlp und nicht Nulf, dann gibt es nach Satz 14.8 ein separables Polypoxn € K[X],
welches die Bedingung, (X) = g(X?") erfillt. Nach Bemerkung 14.12 (3) gilt dann

und mit dem Gradsatz|ll 14.13 folgt

[L:K] = [L:K(a)] [K(a): K]
= [L:K(a)]-p"[K(a) : K]g
> [L:K(a)lg- [K(a): K]-p"
= [L:K]|g-p"
Also mussp” = 1 sein unda € L ist separabel Gbek'. O

Folgerung 14.16 SeiK ein Korper mitChar(K) = p > 0 sowieL /K eine Korpererweiterung deren
Korpererweiterungsgradl : K| nicht vonp geteilt wird, dann ist./ K separabel.

Beweis.Es giltp { [L : K] =p"[L : K]gs also folgtr =0 ]
Folgerung 14.17 Sei L/ K eine nicht notwendig endliche, algebraische Kdrpererweiterung genau
dannistL/K separabel, weni / K von separablen Elementen erzeugt wird.

Beweis.Die =-Richtung ist direkt nach der Definiton klar, betrachten wir also die anlaeplikation:
Nach Vorraussetzung igt = K (F), wobei alle Elemente aus separabel ubek sind. Wir definieren
die HilfsmengeM := {7 C E| Card(T) < oo }, dann kdnnen wif, schreiben als

L= |J KD
TeM

Jede Korpererweiterung (T')/ K ist endlich somit nach Satz 14.15 separabel. Also ist auch
K(E) = L/K separabel, denn jedesc L liegt in einem Teilkérpets (1") und ist somit separabel.
O

Folgerung 14.18Ist L/ K eine separable, algebraische Kdrpererweiterung, dann ist derr@bjia
tatsgrad gleich dem Koérpergrad.

Beweis.Ist[K : L] < oo so ist nichts zu zeigen.
Sein € N beliebig und die Mengéa;, ..., a,,} C L linear unabhéngig. Es gilt:

[L:K|s>[K(a, ..., o) Kls=[K(a, ..., o) : K] =n
a

Folgerung 14.19 SeienM /L /K algebraische Korpererweiterungen. Die Erweiteruhfy Kist ge-
nau dann separabel, wenn die ErweiterunddiiL und L/ K separabel sind.

4st die Charakteristik vod hier gleich Null, so ist nichts zu zeigen.
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Beweis.Der Schluss von der Separabilitat vori/ K auf die Separabilitat vod//L und L/ K ist
trivial, zum Beweis der Gegenrichtung seie M ein Element mit dem Minimalpolynom

d

Ja ZEC'LXZ € L[X]

=1

Wir betrachten den von den Koeffizienten vfinerzeugten Erweiterungskorpef := K (co, ..., cq)
von K. Dann istL’ /K eine endliche, separable Korpererweiterungrweiterung. Nach \Wsedzung
ist a separabel Ubel und L' ist ein Teilkdrper vorl.. Daraus folgt: Die Kérpererweiterund («) / K
ist separabel also ist separabel Ubek . O

Definition und Satz 14.20 (Satz vom primitiven Element)

Es seiL /K eine Korpererweiterung.

Ein Element € L heifl3t primitiv, fallsZ Uber K vona erzeugt wird, das heil3t wenh= K (a) gilt.
Ist L/ K endlich und separabel, dann existiert ein solches primitives Element

Beweis.1. Fall (Card(K) < oc): nach Aufgabe 5 vom 9. Ubungsblatt it eine zyklische Gruppe.
Wabhle also den Erzeuger vdi* alsa.

2. Fall (X = o0): Nach Induktion gentigt es eine L zu finden, mitK (y) = K(«, ) fur o, 8 € L.
Seienf,, f3 € K[X] die Minimalpolynome zuv bzw. 3 und K ein algebraischer Abschluss véf,
der L enthalt. Seien weitety, . ..,a, € K[X] Nullstellen vonf, undby, ... b, € K Nullstellen
von fg. Wahlea; = o undb; = 3 sowie einx € K mit x # %:ZJ

Dann gilt:a; # a — z3 + xzb; Wahle nuny := o — 2.

Behauptung 1 K (y) = K (o, 3)

Beweis.Es gilt0 = fo(a) = fa(y + 2)
Seiho(X) := faly +2X) € K(y)[X] eim Polynom, dann gelten die Gleichungen

ha(bj) = fa(y+xbj) 7é 0 und hoz(ﬁ) = foa(y‘i‘x,@) =0

Dann sind die groRRte gemeinsame Tellgrvon f5 in K[X] und K (y)[X] assoziiert zum konstanten
PolynomX — 3. Daher sindv, 5 € K(y) damitistK («, 3) in K(y) enthalten. O

Definition 14.21 (rein inseparabel)

(i) SeiK ein Kdrper. Ein Polynony € K[X] heif3t rein inseparabel Ubek, falls
f im algebraischen Abschlugs genau eine Nullstelle besitzt.

(i) SeiL/K eine algebraische Korpererweiterung.c L heifdt rein inseparabel Gibek, falls
Das Minimalpolynomny, € K[X] zu« rein inseparabel Ubek ist.

(iii) Sei L/ K eine algebraische Korpererweiterunb/ K heilt rein inseparabel, falls
jedesa € L rein inseparabel Ubek ist.

Bemerkung 14.22 K sei ein Kérper mitChar(K) = p > 0 und L/K sei eine algebraische Kor-
pererweiterung. Weiter sei € L ein rein inseparables Element mit Minimalpolyngim Dann exis-
tieren Elemente € K undr € N, so dass:

fo=XP" —ce K[X]
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Beweis.Nach Satz 14.8 ist, = h(X?" mit einem irreduzieblen, separablen Polynb(X ) € K[X].
Dannisth(X) =X — ¢ O

Bemerkung 14.231Ist L/ K eine algebraische Korpererweiterung, dann sind aquivalent:
(i) Listreininseparabel Ubek

(i) L wird Gber K von rein inseparablen Elementen erzeugt.

(i) [L:K]g=1

(iv) Furallea € L gibt es einr € N derart, dassy”’ € K

Beweis.Die Implikation von (i) auf (ii) ist trivial, denn mif. als Erzeugendenmenge ist nichts zu zei-
gen. Fur den Schluss von (ii) auf (iii) s€iC L die Erzeugendenmenge vénNach Vorraussetzung
sind alle Elemente iy inseparabel. Sei nuf/ die Familie der endlichen Teilmengen véh dann
l&sst sichl darstellen als

L= J K@
TeM
DaT endlich ist benenne die Elemente &usit T = {ay, ..., a,}, dann folgt nach dem Gradsatz
14.13 die folgende Gleichung
K(T):Klg = [K(ag, ..., an): K]g
= [K<a17 ) an) : K(ah ) an—l)]s [K(al) K]S

Istoc € Homg (L, K) nicht die Identitat, dann gibt es eifderart, dass | (7 nicht die Identitat ist.
Damit ist der Schluss von (ii) auf (iii) bewiesen. Fur den nachsten Schiitisia € L ein Element
mit Minimalpolynom £, (X) = h(X?") € K[X]. Da nach Vorraussetzunig : K]s = 1 ist, ist auch
[K () : K]s = 1und somitisti(X) = X —c € K[X]also folgt, dass?" = ¢ € K ist. Also ist auch
der Schritt von (iii) auf (iv) bewiesen. Wir missen nun nurnoch die Implikation (iv) zuriick auf
(i) zeigen. Es gilt, dass das Minimalpolynafg(X) von a das PolynomX?" — o?" im Polynomring
K[ X] teilt, also ista inseparabel. O

Folgerung 14.24 SeienM /L /K algebraische Korpererweiterungen. Die Erweiteruhfy L ist ge-
nau dann rein inseparabel, werd /L und L/ K rein inseparabel sind.

Beweis.Es ist genau danfM : Kls = [M : L|s-[L : K]s = 1, wenn[M : L], = 1 und
[L:K]S:1 O

Definition und Satz 14.25 (Der separable Abschluss)

SeiL/K eine algebraische Korpererweiterung. Set&g; := {« € L | « separabel Ubek }.

Dann istK g der eindeutig bestimmte ZwischenkorgetK s/ K mit den Eigenschaften:

(1) L/ Ky ist rein inseparabel

(2) Kg/K ist separabel

Esgeltenl : K|s = [Ks: K] = [Ks : K]s undistL/K normal, dann ist aucti(s /K normal.
K heil3t separabler Abschluss vénin L.

Sei K /K ein algebraischer Abschluss, dann helRt := {a € K|a separabel tberk } der
separable Abschluss vdai.
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Beweis.
e Kg ist ein Korper, denn seiem, 3 € Kg, dannsinty - 371, o — 8 € K[, 8] C Kg
e Kg/K ist separabel per Definition.
e Seia € Lundf, € Kg[X] das zugehdrige Minimalpolynom, dann ist
fa(X) = h(XP") mitr € Nundh € Kg irreduzibel und separabel.
Weiter isth das Minimalpolynom zw®", dann istc := o separabel tibek g
und somit auch ubek. Also liegtc = o" bereits inKs
h=X —c= f, reininseparabeb- « rein inseparabel.
o [L:K|s=[L:Kg|s [Ks:Kls=1[Kg: K]
¢ (Eindeutigkeit:) SelL./ K’ eine inseparable Kdrpererweiterung ukid/ K separabel, dann ist
nach DefinitionK” ein Teilkdrper vonK g
Angenommenk’ # Kg. Wahlea € K¢\ K’, dann istn separabel. Gleichzeitig folgt aber,
dassa rein inseparabel ist. Das ist offensichtlich falsch! |

Definition und Satz 14.26 (Der rein inseparable Abschluss)
SeiL/K eine normale algebraische Korpererweiterung, dann setze:

K;:={a€L|Vo € Homg(L,L) : o(a) = a}

Dann istK; der eindeutig bestimmte Zwischenkorgglk; / K mit den Eigenschaften:

(1) L/ K; ist separabel

(2) K;/ K istrein inseparabel

Wir nennenk; den rein inseparablen Abschluss vanin L. Ist L = K ein algebraischer Abschluss
von K, dann hei3tK; der rein inseparable Abschluss vén

Beweis.Ist L/L ein algebraischer Abschluss, so glitomy (L, L) = Homg (L, L), denn nach Vor-
raussetzung ist /K ist normal.Wir weisen zunéchst nach, désSsein Korper ist. Seiemy, 5 € K,
dann geltenr(a) = o undo(3) = 3 fiir alle o € Homg (L, L) nach Voraussetzung. Damit gelten
auch

clafH=ap™t und ola—pB)=a-p
Also a1, a — p € K;.
Fir den Nachweis von (2) sei nune Hom (K;, L), dann existiert nach Satz 12.9 eine Fortsetzung
o' € Homg (L, L) mit a|'K =0 = idg, alsoist[K; : K|g = 1 und damit istK; /K rein inseparabel.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit voR;. Dazu seiL /K’/K ein Zwischenkorper, derart dass /K
rein inseparabel ist, dann ist jedess Homy (K, L) die Identitat aufi’, da K’ rein inseparabel ist.
Alsoisto(k) = k fur allek € K’ und allec € Homg (K’, L) C Homg (L, L). DamitistK’ in K;
enthalten und<; / K ist die grof3te rein inseparable Erweiterund.in
Als letztes mussen wir noch zeigen, dass (1) gilt, alsdgds; separabel ist. Dazu seic L beliebig
aber fest gewahlt. Numeriefer(a) |0 € Homg (L, L) } =: {& = a1, a9,...} Diese Menge ist
endlich, da diey; Nullstellen vom Minimalpolynony,, sind. Setze

(r — o)

=

>

Il
—-

dann istf ein separables Polynom mjfifa) = 0. Da jedess € Homg (L, L) die «; nur permutiert,
gilt

o(f(X)) = [[(X = o(an)) = f(X)
Fur allec € Homg (L, L). Daher istf € K;[X| und somito separabel tibek; O
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15 Endliche Korper

Bemerkung 15.1 Sei K ein endlicher Kérper, dann gelten
(@) Char(K) = p > 0 mitp einer Primzahl.

(b) Card(K) = p™ mitm € N einer naturlichen Zahl.

(c) Fur Froby,(z) = 2P gilt: Frob, € Aut(X, K)

Beweis.Die Behauptungen (a) und (c) sind bereits bekannt.
Zu b) K ist einFF,, - Vektorraum mit Dimensiodimy, (K) = m also hatk’ genay™ Elemente O

Satz 15.2 SeilP C Z die Menge der positiven Primzahlen. Fur aflec P und fur allem € N gibt es
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Korper piitElementen. (Notatiori,» oderGF(p, m))
Diese Korper entstehen als Zerfallungskorper der Polyngi@€) = X" — X € F,[X] uberF,
Die Korpererweiterung,~ /I, ist normal, endlich und separabel.

Beweis.Sei N ein Zerfallungskorper vorf(X) = XP" — X, wir faktosisierenf in N:

m

p
f=][X-ai) mitayeN Vi=1...p"
i=1
Wir definieren die Nullstellenmenge vghin N alsM := {a1, ..., opm}

Behauptung 1 M ist ein KOrper

Beweis.Betrachte die folgende Rechnung:

m

(a; £ aj)P = Frob)'(a; £ aj) = Frob)'(a;) & Froby'(a))
= afmj:agm =a;ta; eM
Mit einer analogen Rechnung fd# - o; und fallsa; # 0 auch fUrz—Z folgt Behauptung 1. A
Da sowohlN als auchM/ alle Nullstellen vonf enthalten gilt, das8/ = IV ist.

Behauptung 2 M hatp™ Elemente.

Beweis.Die Nullstellen des Polynomg= X?"~! -1 = % bilden eine zyklische Gruppé™ — 1-ter
Ordnun@. Inbesondere hat alsop™ — 1 verschiedene Nullstellen. Damit hat dafiiX) = X - g
genaup™ verschiedene Nullstellen, debrist keine Nullstelle vory(X). A

Da M ein Zerfallungskorper vorf ist folgt, dass\//IF,,» normal und separabel ist.

Zur Eindeutigkeit bis auf Isomorphie:

Sei L ein Korper mitp™ Elementen, dann gilCard(L*) = Card(L\{0}) =p™ — 1

Nach Satz 3.10 gilt dann fiir allec L* die Gleichunge?” ~! = 1 und es folgt, das&?" — X =0

ist. Also istL ein Zerfallungskorper vorf. Nach Folgerung 1315 gibt es dann einen Isomorphismus
zwischenZL und M. O

Folgerung 15.3 Endliche Kdrper sind vollkommen.

Beweis.SeienK ein endlicher Korper und,/ K eine algebraische Korpererweiterung.
Angenommenl. /K ist nicht separabel, dann gabe es ein inseparables Element und eine end-
liche Kdrpererweiterund( (a)/ K. Da K (a))/ K und K endlich sind istK («) ein endlicher Korper.
Nach Satz 15.2 isk’(«) / K separabel. Dies ist ein Wiederspruch zur Inseparabilitédiwon O

SNach Aufgabe 5 des 9. Ubungsblattes
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Kapitel IV

Galois Theorie

16 Galois Erweiterungen

Definition 16.1 (Galois Erweiterungen und Galoisgruppen)
SeiL/K eine algebraische Korpererweiterung. Diese heil3t galoisch bzw. GRluigiterung, falls
sie normal und separabel ist. Die Galois-Gruppe einer Galois-Erweitgiu/ K ist:

Gal(L/K) :=G(L/K) := Autg (L) = Homg (L, L)

Anmerkung In der vorangegangenen Definition haben wir algebraische Kokpeiterungen, die
gleichzeitig normal und separabel sind, als Galois-Erweieterungeiichage Beide Eigenschaften
spielen fur die nun folgenden Satze und Bemerkungen eine wichtige Rolle

Die Rolle der Normalitat:

Bei einer normalen Erweieterunfg/K ist jeder K-Homomorphismusr : L — L sogar eink-
Homomorphismus voih hachlL, das heil3t

Homy (L,L = Homy(L,L) = Autg(L)

Die Rolle der Separabilitat:

Ist L/ K eine separable Korpererweiterung, dann werdenigdidomomorphismemw : K(a) — L
fir o € L durch die Nullstellen des Minimalpolynonfs € K[X] vona beschrieben, die alle einfach
auftreten.

Beispiel 39 (Bekannte Galoiserweiterungen)

a—1tbh=7z2

» C/Rist galoisch, undzal(C/R) = {id, ¢} mitc(z) = c¢(a + ib) :
+ Die ErweiterungF,. /IF, ist galoisch.

* SeiK ein Korper undf € K[X] ein separabels Polynom, dann ist jeder Zerfallungskodger
von f Uber K ein Galois-Erweiterungskorper vaoid .
DennN/K ist normal, daN ein Zerfallungskdrper ist und separabel, dauber K von sepa-
rablen Elementen (den Nullstellen vgherzeugt wird.
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Bemerkung 16.2 SeiL./ K eine normale Kdrpererweiterung, dann gelten:
(i) Card (Autg (L)) < [L: K]
(i) Sei L/ K endlich. Genau dann igt/ K galoisch, wenrCard (Autx (L)) = [L : K] ist.

Beweis.zu (i):
SeiL/L ein algebraischer Abschluss. Dd K normal ist, sindAut (L) undHomp (L, L) gleich.
Es gilt also

Card (Autg (L)) = Card (Homg (L,L)) = [L: K]g < [L: K]

Zu (ii):
Da L/K endlich ist, sind der Erweiterungsgrad und der Separabilititsgrad gemaugleich, wenn
L/K separabel ist. O

Beispiel 40 Wir betrachtenGal(F,» /F),)

WegenF,» = [, kennen wir bereits den Erweiterungsgragy- : ;] = n. Weiter wissen wir, dass
Fpn /I, galoisch ist. Es ist ausserdem klar, dd&sb, in Auty, (F)) = Gal(F} /F,) enthalten ist.

Es lasst sich leicht zeigen, dass der Forbeniusautomorphiﬁ*mj% furallei = 1,...,nin
Autg, (F}) enthalten ist. Hierbei iskrob) = id. Dies heilt jedoch, dagsard ( Autg, (Fj)) = n ist.

Bemerkung 16.3 SeienL /K eine Galois-Erweiterung unél’ ein Zwischenkdrper. Dann gilt:
(a) L/ E ist galoisch undzal(L/FE) < Gal(L/K).

Genauer.Gal(L/E) = {0 € Autk(L) |0, =idg }.

(b) Ist E/ K galoisch (dies gilt im Allgemeinen nicht!), dann ist

m:Gal(L/K) — Gal(E/K)

g O-‘E

ein surjektiver Gruppen-Homomorphismus uget(7) = Gal(L/E)

Beweis.Die vorhergegangenen Kapitel haben gezeigt, dgds und E/ K separabel sind und dass
L/E normal ist. Zu (a) ist nicht zu zeigen, deial(L/E) = Autg(L) < Autg (L) = Gal(L/K)

Zu (b):

Wir missen zunachst nachweisen, dasgohldefiniert ist. Nach Voraussetzung i K normal, es
ist also klar, dass fur alle Automorphismere Gal(L/K) die Gleichungr(E) = E erfullt ist.

Die Abbildungr ist offensichtlich ein Gruppen-Homomorphismus. Es bleibt die Surjektivitaeru
gen. Seien hierza € Autx (E) undL/L ein algebraischer Abschluss. Betrachte

ES E < [

Nach Definition 12.9 existiert ein’ € Homy (L, L). Da L/K nach Voraussetzung normal ist, ist
7' € Autg (L) = Gal(L/K) mit 7'|’E =0 =m(T).
Den Kern vonr kdnnen wir direkt angebeiKer(r) = { o € Gal(L/K) |7(0) = 0|, =idg} O
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Definition und Satz 16.4 (Fixkorper)
SeienL ein Korper, undG < Aut(L) eine Untergruppe. Wir definieren den Fixkdrper vbuinter G
durch:

LY ={zel|lo(x)=xVYoecG}

Es gelten:

(@) IstG endlich oderL /L% algebraisch, dann ist.,/L“ galoisch

(b) IstG endlich, dann isGal(L/LY) = G

(c) Ist L/ L€ algebraisch undCard(G) = oo, dannist[L : L¢] = co undG < Gal(L/L%)

Beweis.L" ist ein Korper, denn es giltt(z + y) = o(z) £o(y) =z +y
Analog zeigen wir dies flie - y und mity # 0 far £.
(a) Seia € L beliebig aber fest gewahlt, dann betrachte die folgende Ménhge

{o(a)|ceG}={a=1a1,...,an} =M

BehauptungDie Menge)M hat nur endlich viele Elemente, al§tard(M) = n < co.

Beweis.Wir betrachten zwei Falle:
| (G endlich) Es gilt:Card(M) < Card(G)
Il (L/L¢ algebraisch) Jedes € M ist eine Nullstelle vom Minimalpolynor,, tiberLC. A

Per definition permutieit’ die Menge) lediglich, also giltr (M) = M fir jedesr € G. Setze

90(X) = [[(X — a) € LIX]
=1

Dann istr(ga (X)) = ga(X) und g, bereits ein Element il.”[X]. « ist separabel Ubet®, denn
ga(X) ist separabel nach Konstruktion. Weiter IstL“ normal, denn fiir jedes € L ist die Null-
stellenmenge vopg, eine Untermenge von, also istL ein Zerfallungskorper der Familig,)acr,
und somit istZ./ L galoisch.
Zu (c):
Wir haben Vorausgesetzt, daBgL® eine algebraische Erweiterung ist und d@ssd(G) = o ist.
Es giltG < Aut,c(L) := Gal(L/L%) also folgt

oo = Card(G) < Card (Autye(L)) = Card (Gal(L/LY)) < [L: L]

Zu (b):

Es ist zu zeigen, dass aus der Endlichkeit ¥oii.” folgt, dassGal(L/L%) = G ist.

Nach dem Satz vom primitiven Elemént 14.20 gilt= L% («) wie in (c)

G < Gal(L/L%), zeige alsdL : LY] < Card(G)

Betrachte dazu die Mendex = a1, ..., a,,} = {o(a) |0 € G } und das Polynom

9do(X) = [1(X — o) € LY X] aus (a). Wegen, (a) = 0 folgt, dass das Minimalpolynom zu
i=1

fo € LY[X] das Polynony, teilt.

Es gilt: [L : LE] = deg(f.) < deg(ga) = n < Card(G) O

Folgerung 16.5 SeiL/ K eine normale Korpererweiterung, utid:= Autx (L). Es gelten:
(@) L/LY ist galoisch mitGal(L/L%) = G

(b) [LE /K] ist rein inseparabel.

(c) Ist L/ K separabel (also galoisch), dann st = K
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Beweis.Zu (a)
Da L/K normal, also insbesondere algebraisch, ist, folgt, dads” algebraisch ist. Mit Satz 16.4
ist L/ LE dann auch galoisch. Betrachte nun die folgenden Inklusionen:

G C Autye(L) — Autg (L) =G

Zu (b)

Fixiere einen algebraischen Abschlusszu K. Seic € Homy (L%, K), dann gibt es nach Satz
12.9 eine Fortsetzung’ € Homg (L, K). Da L/K eine normale Korpererweiterung ist, ist ein
K-Automorphismus vorL. Nach (a) wissen wir, dassut ¢ (L) und Autg (L) gleich sind, daher ist

o’ auch einL%-Automorphismus vori, alsoJ|’LG = o0 = id;c und damit ist der Separabilitatsgrad
von L¢ /K gleich eins.

zu (c)

Aus der Separabilitat voh /K folgt die Separabilitat vo.“ /K und nach (b), dasd.” : K]g = 1
ist. Somit folgt die Gleichheit voi© und K. O

Satz 16.6 (Hauptsatz der Galois-Theorie)
SeiL/K eine endliche Galois-Erweiterung, und bezeiclthe= Gal(L/K). es gelten

(a) Die Abbildungen

{HIH<G} S {E|EKorperNnKCECL}
H +— &H) =L"
U(E) := Gal(L/E) <« E

sind bijektiv und zu einander invers.

(b) Gal(L/FE) istgenau dann ein Normalteiler var, wennE /K galoisch ist.
Ebenso ist genau dann ein Normalteiler vai, wennL” / K galoisch ist.

(c) SeiH < G ein Normalteiler, dann induziert

7:G — Gal(L/K)

g U‘LH

einen Gruppen-lsomorphismus derart, déé%al(L/LH) >~ Gal(L¥ /K) gilt.
Beweis.zu (a) ist zu zeigen, dagso ¥ = id = ¥ o ¢ gelten. Wegen Folgerung 16.5 Teil (c) gilt
doVU(E) = ®(Gal(L/E)) = LEE — g
Und mit Satz 16.4 Teil (b) ist
Vod(H) = V(L7 =CGal(L/LT)=H
Zu (b):

SeiH < G eine Untergruppe. Die Korpererweiterundf /K ist genau dann eine normale Erweite-
rung, wenn fiir aller € G gilt, dasso (L) = L ist, denn nach Satz 13.6 &’ /K genau dann
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normal, wenn fur aller € HomK(LH,I_() mit einem algebraischen Abschluss zu K gilt, dass
(L) = L7 ist. Die Abbildung

G = Gal(L/K) = Homg (L, &) 22, Homp (LY, K)

ist surjektiv. Fir aller € G gilt, dasso (L) = L7H " ist, denn

acol?) & o Ya)eL”
& hoYa)=0"1(a) Vhe H
& oohooY(a)=ua Vhe H
1

& qge LoHe

Also ist L / K genau dann normal, wenn fiir aiec G gilt, dasso (L) = L ist. Fir alles € G
gilt

O'(LH) — LH o= [/O’I{O'71 — LH

& y(petety = g(oH)
& ocHo'=He HAG

Teil (c) folgt aus Bemerkung 16.3 b), denn es g(ﬁﬁl(L/K)/Gal(L/E) >~ Gal(E/K)
fur ein Emit K C E C L. Nimm alsoE := LY 0

Anmerkung Der Hauptsatz der Galois-Theorie (16.6) in Worten:
Die Untergruppen vofizal(L/K) klassifizieren die Zwischenkdrper vdry K.

Folgerung 16.7 SeiL/ K eine endlich, separable Kdérpererweiterung, dann gibt es nur endielk v
Zwischenkorper.

Beweis. Wir durfen ohne Einschrankung annehmen, dBg&” galoisch ist, da wir sonst mit der
normalen HulleN/K weiter machen und diese nach Satz 13.10 endlich ist. Die Zwischenk&nper vo
L/ K entsprechen nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 genautéegrUppen der endlichen
GruppeGal(L/K). O

Anmerkung Die Aufgabe 6 vom 10. Ubungsblatt zeigt, dass die Separabilitat in Folget6.7
notwendig ist.

Definition 16.8 (zyklische und abelsche Kdrpererweiterungen)

SeiL /K endliche Galois-Erweiterung.

Die ErweiterungL /K heif3t genau dann zyklisch, we@ial(L/K) zyklisch ist.
Die ErweiterungL /K heif3t genau dann abelsch, we@al(L/K') abelsch ist.

Folgerung 16.9 SeiL/ K eine endliche abelsche [bzw. zyklische] Galois-Erweiterung, dannfgmd
jeden Zwischenkorpelk C E C L die Erweiterungerl/E und E// K auch abelsch [bzw. zyklisch].
O

Definition 16.10 (Das Kompositum)

Es seil ein Korper und seiety, E’ Unterkdrper vonL. Das Kompositunk E’ := E(E’) := E'(E)
ist der kleinste Teilkérper von, der die KérperE und E’ enthalt.
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Beispiel 41 (Komposita)
-L:=R, E:=Q(V2), E':=Q(v3): EE =Q(V2,V3)
-L:=C, E:=Q), £ :=R: EFE =C

Bemerkung 16.11 SeienL/K eine endliche Galois-Erweiterung unfl, E’ Zwischenkdrper mit
K C E,E' C L. Wir definierend := Gal(L/E), H' := Gal(L/E"). Dann gelten:

(a) E ist genau dann irE’ enthalten, wenill’ eine Untergruppe VoIi{ ist.

(b) Das Kompositum l&sst sich schreiben B8 = L7’

() ENE' = L<HH>

Beweis.Zu (a)

Sei E ein Teilkdrper vonE’ dann giltH = Gal(L/E) 2 Gal(L/E") = H'. Fur die Gegenrichtung
sei H' < H. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 gelten die GleichuAgen L und
F' = L*" und somitfolgtk = L C LH' = F’

Zu (b)

Es ist klar, dass das KomposituB'E' im Fixkérper L7 enthalten ist, also dass

Gal(L/EE'Y2 HNH'

gilt. Wir zeigen also nur die andere Inklusion. Sei hierzie Gal(L/EE’). Daop = idg und
o|p = idg gelten folgt, dasg € Gal[L(E) undo € Gal(L/E') ist. Daher istGal(L/EE’) in
H N H' enthalten und wir haben Gleicheit gezeigt.

Zu (c)

Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie folgt, d&ss £’ = LY n L’ ist. Wir miissen also die
Gleicheit vonL n L’ und L<H-H"> zeigen. Auch hierbei ist eine Inklusion trivial, da sowdhl
als auchH’ in < H, H' > enthalten sind. Betrachte nun einc LY | das heiltr(z) = « fur alle
o € HU H, dann ist die Gleichung(z) = x aber auch fur alle e< H, H' > erfullt. O

Satz 16.12(Translationssatz der Galois-Theorie)
Es seien./ K eine endliche Galois-Erweiterung sowi&' £/ L und K/ E’ / L Zwischenkorper. Weiter
seienE /K und E' /K galoisch. Es gelten:

(a) EE'/K ist galoisch und die Abbildung Inklusionstafel
¢:Gal(EE'/E) — Gal(E'/ENE) L
g = Oy |
/
ist ein Gruppen-lsomorphismus. EE
(b) Die Abbildung / \
E E
Y :Gal(EE'/K) — Gal(E/K) x Gal(E'/K) \ /
N CPRP ENE

ist ein injektiver Gruppen-Homomorphismus. |
Gilt zusatzlichK = E N E’, so isty auch surjektiv. K

Beweis.Zu (a)

Zuerst zeigen wir, dasE E’/ K normal und separabel ist. Hierbei ist klar, d&s&’/ K endlich und
separabel ist, d& /K endlich und separabel isEE’/K ist normal, denn sei € Gal(L/K) dann
gelteno(F) = Eundo(E') = F', daE/K und E'/K normal sind. Hieraus folgt sofort, dass
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o(EE') = EE'ist. EE'/K ist also eine endliche Galois-Erweiterung.
Es ist klar, dasg Gruppen-Homomorphismus ist. Schnell sehen wir ein, gasgektiv ist, denn fur
o € Ker(p) gilt 0|,, = idp undo|, = idg, also ist jedes im Kern vony die Identitat auf £
 ist surjektiv, denn

(E/)Im(go) - N (EEI)Gal(EE’/E)

Diese Gleichheit lasst sich leicht nachrechnen:

,CuzeF No(x)=z Yo € Gal(EE'/E) = z € E' N (EE')GNEE'/E)

2w € B'N(BE)CUEE/E) o 5 ¢ (B)m(e)

Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 lasst sich diese Gleichusetfen zu:

(E/)Im(go) —E'N (EE/)Gal(EE//E) —ENE— (E/)Gal(E//EmE/)
Da E’ unter zwei Gruppen fixiert ist folgt wiederum mit Satz 16.6 und der Abloidpi
Im(p) = Gal(E'/ENE')

Zu (b)
Auch hier ist klar, dasg ein Gruppen-Homomorphismus ist. Die Injektivitat zeigen wir analog zu
(a). Setzen wir also nun Voraus, ddss= E N E’ gilt. Nach Teil (a) gelten die Isomorphien

Gal(E/K) = Gal(EE'/E")
durcho — ¢ mitg|, = o und
Gal(E'/K) = Gal(EE'/E)

durcho’ +— &' mit &|’E/ =o'
Setzer := G o5’ € Gal(EE'/K), dann gilty)(1) = (1), 7),,) = (6 0 5|’E , 000
Das heil3t, dasg surjektiv ist. O

=N

Anmerkung Der translationssatz der Galois-Theorie in Worten:

Teil (a) von Satz 16.12 besagt, dass die Galois-Gruppen der sich im L
nebenstehenden Diagramm diagonal gegeniiberstehenden Kérperer |
weiterungen isomorph zueinander sind. EE
Nach Teil (b) ist die Galois-Gruppe voRE’/K im Produkt der
Galois-Gruppen vork’ /K und E’/ K enthalten. Sie ist sogar gleich )
diesem Produkt, wenB N E’ = K ist. E E
Wir kénnen damit Beobachtungen, die wir an den Galois-Gruppen \ /
VOonEE'/E, EE'/E' oderEE’/ K gemacht haben auf einfache Wei- ENE

se auf die Galois-Gruppen vdty/ K bzw. E’ / K Gbertragen und um- |

gekehrt. Ein beispiel dafir liefert die nachste K

Folgerung 16.13 SeienL./ K eine endliche Galois-Erweiterung utg] £’ Zwischenkdrper mi/ / K
und E’/ K abelsch, dann ist auctal(EE’/K') abelsch.

Beweis.Via ¢ aus Satz 16.12 kan@al(FE’/K) als Untergruppe volGal(E/K) x Gal(E'/K)
aufgefasst werden. O
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17 Auflésbare Gleichungen und Radikalkdrper

Motivation: Gesucht ist eine Losungsformel fiit X) := X2 + pX 4 ¢ mit f(X) = 0 Dazu setzen
wir eine Kdrpercharakteristik ungleich 2 voraus.Wir kennen die LosisiggaFormel:

Komplizierter ist die Losungsformel fii(X) = X3 +pX + ¢ mit J(X) =0, hierfur setzen wir eine

Kdrpercharakteristik ungleich 2 und 3 voraus. Sei gue:= (5 := 5" eine primitive dritte Einheits-
wurzel, weiter seien

RN R ORC)

dann erhalten wir als Lésung fU¥:

X = u+voderX = C%u+ CvoderX = Cu+ ¢%v

Wir wollen fur den Fall, dass die Lésungen vg(X) = 0 Wurzeln oder genauer ,Radikale” sind,
eine Sprechweise festhalten:

Definition 17.1 (durch Radikale auflésbar)

SeiK ein vollkommener Kdrper

(a) Eine endliche Korpererweiteruny/ K heif3t durch Radikale auflésbar, falls Zerfallungskorpgr
existieren, die die Eigenschaif = Fy C E; C ... C E, = L besitzen wobek; = E;_(«;), fur

eine Nullstellen; von X™ — a; € E;_1[X], ist. Also gilte; = n/a; furi =1, ... 7.

Bei dieser Definition ist insbesondek&’ — 1 erlaubt.

(b) Seif € K[X] ein Polynom, dann heif¥t ( genauer: Die Gleichung (X) = 0) durch Radikale
auflosbar, falls die Korpererweiterunly/ K, mit einem Zerfallungskorpe¥ von f, durch Radikale
auflésbar ist.

Anmerkung zu (b) f ist durch Radikale auflésbar, wenn sich die Nullstellen ydn K durchn-te
Wurzeln ausdriicken lassen. Insbesondere ist nach der Motivaties olynomy mit deg(f) < 3
durch Radikale auflésbar.

Bemerkung 17.2 Sein > 1 eine natlrliche Zahl und € Z. Dann sind &quivalent:
X _
(y<a>=2Z/, (i)ac (Z/nZ) (iii) ggT(a,n) =1 (M 3Juel/ ;. 1=au
Beweis.< a >= Z/nZ & da € Z/nZ l=ta< Ju,r€Z :1=au+nr < ggl(a,n) =1
O

Definition 17.3 (Eulerschep-Funktion)
X
Fur eine natlrliche Zahh > 1 setzep(n) := Card ( (Z/nz) )

Bemerkung 17.4 (Eigenschaften der EulerschenFunktion)
(a) Fur je zwei naturliche Zahlen, m > 1 deren grof3ter gemeinsame TeifgT(m,n) = 1 ist gilt

p(n,m) = @(n) - p(m)
(b) Firr eine Primzahp und eine natirliche Zaht > 1 gilt p(p™) = p"~(p — 1)
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Beweis.Die Behauptung in (a) ist eine direkte Folgerung aus dem chinesischeina®e Bei (b)
betrachte die Menge der nicht Einheitenzjr}jrz ={0,1,...,p" — 1} diese ist

{O-p,l-p,...,(pr_l—l)-p}::N

Es gilt:
Card(N) = p" ! = Card ((Z/nZ)X) =p —pl=plp-1)

Definition und Bemerkung 17.5 (Gruppe dem-ten Einheitswurzenl)
Sei L/K eine Korpererweiterung und ein algebraischer Abschluss vdd. Wir betrachten das

Polynomf(X) := X" — 1 € K[X] und definierenu, (K) als die Menge der Nullstellen vo¥"™ — 1
in K. (u,(K), -) bildet eine zyklische Gruppe der Ordnumgmit:

[ n falls Char(K) tn
"= a falls Char(K) = p|n alson = p" - a mit ggT(p,a) = 1

un(K) heiBt die Gruppe den-ten Einheitswurzeln voR .

Beweis.: 9. Ubungsblatt Aufgabe 5

Definition 17.6 (Kreisteilungskérper)

Seiu, (K) wie in Definition 17.5 und € p,,(K). Weiter seir die Ordnung vor( in ., (K). Dann
nennen wir eine primitiver-te Einheitswurzel.

Ist die Charakteristik vord( gleich Null oder teilt diese nicht, dann nennen wir den Korpéf (11, (K)),

der durch Adjunktion den-ten Einheitswurzeln entsteht, deften Kreisteilungskorper tbek .

Definition und Satz 17.7 (Kreisteilungs Charakter)

Seienk ein Korper,n € Ny eine natirliche Zahl und gel@har(K) = 0 oderChar(K) { n. Weiter
sei¢ € K eine primitiven-te Einheitswurzel, dann gelten:

(@) K(¢) = K(un(K)) und K(¢)/K ist abelsch galoisch.

(b) [K(¢) : K] teilt o(n) mitp(n) aus Definition 17.3

(c) Die Abbildung:

v Gal(K(Q)/K) = (%z)”

die durcho (¢) = ¢X(9), fiiro € Gal(K(¢)/K), bestimmtist, ist ein injektiver Gruppen-Homomorphismus.
x heil3tn-ter zyklotomischer (bzw. kreisteilungs) Charakter.

Beweis.Zu (a):

X" —1=][(X-¢) e K[X]
i=1
Damit ist K (¢) = K(un(K)) Zerfallungskorper vorX™ — 1 tiber K. Wegen der Voraussetzung an
die Charakteristik vork ist X™ — 1 separabel.
Wir wissen jetzt, das€( (11, (K))/K galoisch ist und kénnen nun (c) Beweisen, da uns dies den
Beweis von (a) und (b) erleichtert:
x ist wohldefiniert, denn ser € Gal(K(¢)/K) dann betrachtes(¢) = ¢' furi € {1,...,n},
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auBerdem ist die Ordnung veri()) gleichn, dac bijektiv ist.
Wir betrachten den Gruppen-Isomorphismus

¢: L0 = u(K)
ro = ("

Sei nunj ein Erzeuger vonZ/nZ. Nach Bemerkung 17.2 igtdann eine Einheit VO%/nZ und genau
dann ist(’ ein Erzeuger vom,, (K). ¢ ist als primitiven-te Einheitswurzel ein Erzeuger ven, (K)
und jedess € Gal(K(¢)/K) ist bijektiv, also ist auchr(¢) = ¢* ein Erzeuger vonu,(K). Mit
¢ ist dann auch ein Erzeuger vorZ/nZ. Damiti eine Einheit inZ/nZ und x(o) = i = y ist
wohldefiniert.
X ist Gruppen-Homomorphismus, denn seiaen € Gal(K(¢)/K), dann gilt:

) = gor(¢) = o(¢XM) = (XX = ¢x(o)x(T)
= x(oo7)=x(0)-x(7)
x ist injektiv, denn seir € Ker(x) = 0(¢) = ¢! = (= 0 =idg) = id
Nun beweisen wir den Rest von (a) und (b):
X
Mittels x konnen wirGal(K (¢)/K) als Untergruppe vor(Z/nZ> auffassen. Da Untergruppen

abelscher Gruppen abelsch sindGstl (K (¢)/K) abelsch.
Weiterhin gilt:

K(Q) s K] = [K(): K]s = Cand (Gal(5(0)/ ) | Card (%)) = ot

Definition und Bemerkung 17.8 (n-tes Kreisteilungspolynom.)
Sein € Ny eine natirliche Zahl, dann fixief®/Q einen algebraischen Abschluss. Weiter definiere
die MengeEW,, := {¢ € Q| ist primitive n-te Einheitswurze}. Dasn-te Kreisteilungspolynom
ist definiert als

e, (X)= [[ x-0 eqQix]

CEEW,

Es gelten:
(i) ®u(X) € QX]
(i) deg(®n) = p(n)
(iii) Sei p prim, dann istb,(X) = XP~' +... +z +1

Beweis.zu (i): )
Zur besseren Lesbarkeit definiete := Gal(Q(u(Q))/Q). Die Elemente vorG permutieren die
Menge der primitivem-ten Einheitswurzeln nur, das heif3t:

ceG=o0(d,) =2,

Also ist ®,, invariant unterG und damit liegen nach dem Hauptsatz der Galoistheorie 16.6 die Koef-
fizienten von®,, im Fixkorper[Q(x(Q))]¢ = Q also ist®,, (X) € Q[X]
Teil (ii) ist sofort klar mit Satz 17.7 und zu (iii) gilt:

Jedeg] € 11,(Q) mit ¢ # 1 ist eine primitivep-te Einheitswurzel und somit gilt
XP—1=(X-1)-(XP 4+ X +1)
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Satz 17.9 Fur alle natiirlichen Zahlem hat dasn-te Kreisteilungspolynon®,,(X) ganzzahlige Ko-
effizienten und ist irreduzibel.

Beweis.Wir zeigen im ersten Schritt induktiv, dads,(X) € Z[X] ist. Hierbei ist der Induktions-
anfang trivial, denn fun = 1 gilt: ®;(X) = X — 1 € Z[X] und fiir den Schritt vom — 1 aufn

gilt:

x"—1 = ][] ®ax)
020
= ,(X)- [ ®a(x)
0<den

Da sowohl das Produkt ddr,; als auchX™ — 1 Elemente irZ| X] sind, muss auctk,, in Z[X] liegen.
Nun werden wir im zweiten Schritt die Irreduzibilitat zeigen. Fir den Falksadaeine Primzal ist,
haben wir dies bereits im Beispiel 17 (c) auf Seite 35 dieser Mitschriftigezeun zeigen wir dies
auch fr nicht Primzahlen.

Im zweiten Schritt nehmen wir uns eine Zerlegung dorher. Sei®,, = f-g € Z[X] eine Darstellung
von ®,, mit einem irreduziblen Polynorfi € Z[X] und sei( eine primitiven-te Einheitswurzel, die
eine Nullstelle vonf ist.

Behauptung 1 Fur alle Primzahlerp, dien nicht teilen istf (¢?) = 0

Beweis.Wir nehmen an, dasg(¢(?) # 0 sei. Da¢? eine primitiven-te Einheitswurzel ist, muss
g(CP) = 0 gelten. Da nach Voraussetzung der grof3te gemeinsame Teilerwaahp Eins ist folgt mit
Bemerkung 17.2, dagseine Einheit vorZ/nZ ist.

Damitist¢ eine Nullstelle vory(X?) und das Minimalpolynom vogist f daher musg das Polynom
g(XP) teilen. Wir kbnnen also eih € Z[X] finden, so dasg(X?) = f - h gilt. Nun reduzieren wir
die Polynome modulp und betrachten die Polynomeli[X]. In diesem Polynomring kdnnen wir
den Frobenius-Automorphismus anwenden, daher gilt:

9(XP) = (9(X))F = fh = geT(f,9) # 1

Dies ist ein Widerspruch, da- g = ®,, ] X" —1lund X" —1inTF,[X] separabel ist, weil es keine
mehrfachen Faktoren enthalten darf undbdachtn teilt. VAN

Behauptung 2 Jede primitiven-te Einheitswurzel ist eine Nullstelle vory.

Beweis.Es giltn = (" fiirr € (Z/nZ> -

S
r= sz'
i=1

Sei die Primfaktorzerlegung van dann gilt fir allei, dass diep; nichtn teilen. Deshalb gilt nach
Behauptung 1

0=f(Q)=f((¢")?) = ... = (") = f(n)

Mit den Behauptungen 1 und 2 folgt ngn= 1 und somitf = &,, O
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Folgerung 17.10 Sei¢,, € Q eine primitiven-te Einheitswurzel. Es gelten:

(@) [Q(¢n) : Q] = (n)

(b) Der Kreisteilungscharakter

X
X Gal(QG)/Q) = (Ynz)
aus Satz 17.7 ist ein Gruppen-Isomorphismus.
Beweis.®,, istirreduzibel und hat den Gragn) daher gilt (a) und Teil (b) folgt sofort aus (a). O

Bemerkung 17.11 (Radikalkorper)
SeienK ein Kdrper,a € K ein Element uneh € N+ eine nattrliche Zahl. Weiter sei die Charakte-
ristik von K gleich Null oder teile nicht.. Der Zerfallungskorper des Polynoms

F(X) = X" —a € K[X]
ist K ( {/a, ju,) wobeip,, := u,(K) die Gruppe demn-ten Einheitswurzeln ist.

Beweis.Durch Faktorisieren vorf in K [X] erhalten wir
n

fX) =[x - ¥a-¢)

i=1
mit < ¢ >= p, AlsoistL = K(Ca@’ oy Va) = K(C Ya) = K(un, V/a) o

Bemerkung 17.12In der Situation von Bemerkung 17.11 mit der zusatzlichen Vorausgetdass
1, €ine Teilmenge VoK ist, gilt:
(a) K({/a)/K ist eine ablesche Galois-Erweiterung.
(b) Die Abbildung
¢: G = Gal(K(Va)/K) — Z/,7

welche durcho ({/a) = ¥a - ¢%(@) beschrieben ist, ist ein injektiver Gruppen Homomorphismus.
Hierbei istu,, =< ¢ > zyklisch.

Beweis.Wir zeigen fiir Teil (a) zun&chst nur, da&¥ {/a)/K galoisch ist.

Nach Bemerkung 17.11 und der Voraussetzupd- K gilt, dassK ( {/a, () = K({/a) ist.

Hieraus folgt, das$(( {/a) ein Zerfallungskorper vorf(X) := X™ — a € K[X] und somit normal
uber K ist. Die Separabilitat vori(( {/a) ist auch klar, da wir eine Kdrpercharakteristik von Null
vorausgesetzt haben.

Fur (b) zeige nun, dagswohldefiniertist. Jedes € G := Gal(K ({/a)/K) sendet die Nullstellg/a
notwendig auf eine Nullstelle voR™ — a, also auf ein Element der Formy/a - ¢’ fur eini = 0,...,n.
Benenne nuni = ¢(o). Weiter ist¢ ein Gruppen-Homomorphismus, denn seien € G dann
betrachte:

Vag?rm = o(r(a)) = o(a ()
_ <¢(T) C¢(U) a = <¢(U)+¢(T) a
= @looT)=¢(0) +¢(7)
Nun zeigen wir die Injektivitat: Fis € Ker(¢) gilt: o(/a) = {/a(® = ¥a
Also o = id g ygund damitistr das neutrale Element i@.

Damit folgt auch der Rest von (a), denn wir konrémun als Untergruppe vo%/nz auffassen, daher
ist G abelsch. i

75



Definition und Satz 17.13 (Galois-Hulle)

SeienE /K eine endliche Galois-Erweiterung und € N-, Weiter sei die Charakteristik VoA’
gleich Null oder teile nicht» und { € FE sei eine primitiven-te Einheitswurzel sowie € FE ein
Element. SelV der kleinste Galois-Erweiterungskorper Ubgr, der E( {/a) enthalt, dann heilRiV
die Galois-Hulle vonE( {/a) Uber K. Es gelten:

@ N =E({o(a))|o € G)mitG := Gal(E/K)

(b) H := Gal(N/E) ist abelsch

Beweis.Zu (a)
Wir fuhren zunachst die Bezeichnungén(a)lc € G} =: {a = a1, ..., a, } ein und definieren
damit das Polynom

F(X)=]](X" - a)) € E[X]
j=1

Firo € G gilt dann
o(F(X)) = [[(X" = a(ay)) = [[(X" = aj) = F(X)

Also liegen die Koeffizienten vof'(X) im FixkorperE¢ = K alsoF(X) € K[X].

Seien)M ein Zerfallungskorper von F Uber K, aldd = K(/a;li =1, ..., r) undt € Gal(N/K)

mit 7, = o.

Es gilt [7({/a)]" = 7([{/a]™) = 7(a) = o(a) also istT({/a) einen-te Wurzel vono (a) und somit
ist7({/a) ein Element inE( {/c(a)). Damit haben wir die Inklusiod/ C N gezeigt, da abel/K

die kleinste Erweiterung ist, diE( {/a) enthalt, folgt, dasv = M sein muss.

Zu (b)

Wir schreibenV als Komposituﬂﬁ der E( /a;), also:

N = E(Ya)E(y/az) ... B(y/ar)

nach Bemerkung 17.12 sind alle( {/a;) /K abelsch und Folgerung 16,13 besagt, dass das Kompo-
situm abelscher Gruppen abelsch ist. O

1Zur Definition des Kompusitum siehe 16.10
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18 Durch Radikale auflosbare Korpererweiterungen

Satz 18.1 Seienk ein vollkommener Kérper (also ist insbesondere jedes irreduzible &alysepa-
rabel) undL/K eine durch Radikale auflosbare Korpererweiterung, das heif3t edeggis Kdrper
E;firi=1,..,rmitK = Eyg C E; C --- C E. = L mit der Eigenschaft, dass fir Nullstellen
von X" — a; € E;_1[X] die ldentitdtE; = E;_1(«) gilt. Dann gibt es Kérpetty, ..., Fa, mit:

K:FOQFlg"'gFZT und LgFQT‘
wobei Fy,. / K galoisch ist. Weiter gilt, dass jede Erweiteruf, ; / F; abelsch und galoisch ist.
Beweis.Konstruktiv:
Wir setzenFy := Eg = K unffliri > 0 setzen wir:

FQZ‘,l = FQZ',Q(,U,M) und FQi = FQZ‘,l( n\i/ O'(CLZ') ’O’ S Gal(Fgl,l/K))

Nach Satz 17.7 isky;_1/Fs;—2 abelsch undry;_; ist das Kompositum vor (i, ) F»;—2. Da nach
Satz 16.12 das Kompositum von Galois-Erweiterungen galoisch ist, ist/auch/ K eine Galois-
Erweiterung.

Nach Satz 17.13 sinfly; / F»; 1 sowie Fy; / K galoisch. O

Anmerkung: Wir formulieren Satz 18.1 in Termen von Galois-Gruppen:

Gal(Fy,/K) > Gal(Fy, /Fy) & - - > {id}

mit der Eigenschatft:

(16.6 ¢)
Gal(FQT/Fi)/G&I(FQT/Fi-{-l) a—t Gal(E+1/FZ) abelsch

Da diese Anmerkung so wichtig ist erheben wir sie zur n&chsten

Definition 18.2 (Normalreihe, auflosbare Gruppen)
SeiG eine endliche Gruppe.

(a) Eine Folge von Untergruppen ntit =: Gy > G1 > --- > G, > {e} hei3t Normalreihe vou-,
falls fir alle: = 0, ...,r — 1 gilt, dassG;; ein Normalteiler vorG; ist.

(b) Die Quotientergi/GiJrl heiRen Faktoren der Normalreihe.

(c) G heil3t auflosbar, falls sie eine Normalreihe mit abelschen Faktoren besitzt.

Folgerung 18.3 die Galois-Gruppézal(F»,. /K ) aus Satz 18.1 ist aufldsbar. O

Definition 18.4 (Kommutatorgruppe)

Es seiG eine Gruppe mit Untergruppel, Ho» < G sowie Elementen,b € G. Wir definieren
[a,b] :== aba~'b~1 den Kommutator von undb, sowie[H;, Hs) := < [a,b]|a € Hy Ab € Hy > die
Kommutatorgruppe vof/; und Hs. Weiter istG’ := [G, G| die Kommutatorgruppe (bzw. Abgeleitete

Gruppe) vorG.

Anmerkung Ist G eine abelsche Gruppe, so gilt b] = aba~'b~! = abb~ta~! = efirallea,b € G.
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Bemerkung 18.5 Ist G eine Gruppe, so gelten:

(a) G’ besteht aus allen Produkten von allen méglichen Kommutatoréh in
(b) G' ist Normalteiler vonz

(© G/G/ ist abelsch und

(d) Wenn es einen Normalteil&f < G gibt, so dasé;/N abelsch ist, dann ist’ € N
Beweis.Zu (a)
[a,b] o [b,a] = aba bt babta™ = e = [a,b] 7! = [b,q]
Zu (b)
Seig € G ein Element, dann betrachte:

gla,blg™ = gaba 'b7'g7!

gag tgbgt gatgTlgb g™
= [gag™',gbg7' € G

1 durch Einfiigen vone = g~ 1g

Zu (c)
Es gilt: ab = [a, b] ba, denn[a, b ba = aba~'b~'ba = ab. Wir betrachten diese Formel %/G’

ab = [a,b] ba = eba = ba

Damit istG/G/ abelsch.
Zu (d)
Es existiere einV wie beschrieben, dann gilt

[a,b] =aba~ bl =€ € G/N

also ist[a, b] € N fur allea, b € G. Hieraus folgt die Behauptung. O

Erinnerung (Symmetrische - / alternierende Gruppe)
Sei N eine Menge mikz € N5; Elementen, dann heif3t

Sy = {T :N —- N ‘ T ist bijektiv}

die Symmetrische Gruppe der OrdnungDie Alternierende Gruppd,, C S,, der Ordnungn ist die
Gruppe der geraden Permutationerbijn

Satz 18.6 Es sein € N5 eine naturliche Zahl.
(@) In der symmetrischen Grupgs, fur a; = {1, ..., n} undr < n gilt

(a1 ag ... ar) = (a1 a2) @) (a3 (I4) O0...0 (aT,1 aT)

(b) Die symmetrische Grupg, wird von Transpositionen (2-Zykeln) erzeugt.

(c) Die alternierende Grupp4d,, wird von 3-Zykeln erzeugt.

(d) Die alternierende Gruppe ist von der symmetrischen abgeleitet,lso A,, = [S,, S,]
(e) Die von der alternierenden Gruppe abgeleitete Gruppe ist

{e} firl <n <3
Al =< Vi={e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} furn=4
A, sonst
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Beweis.Teil (a) l&sst sich leicht nachrechnen und (b) folgt direkt aus (@)den Beweis von Teil (c)
genlgt es die moglichen Ergebnise von zwei verkniipften Transpagitizun betrachten. Seien dazu
ai,az, a3, a4 € {1,...,n} mita; # a; furi # j. Betrachte:

(a1az) o (agay) =e

(a1 a2) o (ag asg) = (a1 az as)

(a1 a2) o (azas) = (a1 azas) o (a1 az as)

Zu (d)

SVA,Z o Z/2Z (fur n > 2) mit Bemerkung 18.5 d) ist dansf, eine Untergruppe vod,,. Es bleibt
zu zeigen, dasd,, < 9/, ist, also miissen wir zeigen, dass jeder 3-Zykel ein Kommutator ist:

(a1 a9 a3) = (a1 ag) o (ag a3) o (a1 ag)_l e} (a2 ag)_l = [(a1 ag), (ag agﬂ
Zu (e)
Al = {e} istklar, es giltAs =< (123) > Z/?)Z damit istA3 abelsch, also mus4’; = {e} gelten.
zu (n = 4): Vi == {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23) } ist Untergruppe voIby,
zeige:V, < Sy. Sei alsgg € Sy, dann gilt:g(12)(34)g~ = (9(1) 9(3))(g(3) g(4))
Card ((SLVXQ» =1 =3also ist54/v4 o Z/gz und damit folgt mit Bemerkung 18.5 d), dag$
eine Untergruppe volry ist.
Zuv, < A4 betrachte(a1 ag)(ag a4) = [(a1 a9 ag), (a1 a a4)] € Aﬁl
Zu (n > 5): Es ist per Definition klar, dasd], < A, gilt.
Zu A,, < A} sei(aj az az) € Ay, und wahle hierzuy, as mit a; # a; fir i # j. Dann gilt:

(a1a2a3) = [(a1 az as), (a1 azas)] € A;,

Definition 18.7 (hohere Kommutatorgruppen)

SeiG eine Gruppe. Schreib@ =: D°(G), G’ =: D}(G).

Induktiv definieren wiD* ! (G) := [D*(G), D(G)], die héheren Kommutatorgruppen.
Satz 18.8 SeiG eine Gruppe, dann gelten: ,

(@) D*(@Q) ist ein Normalteiler vorD!(Q) undDz(G)/DiH(G) ist abelsch.

(b) G ist genau dann auflosbar, wenn es eig N derart, dassD"(G) = {e} ist, gibt-

Beweis.Teil (a) ist eine Folgerung aus Bemerklng 18.5. Zu (),

G:=D(G)=DG) ... D" (G) = D"(G) = {e}
Also ist G auflosbar.
zZu ="
Nach Voraussetzung igt auflosbar, miG = Gy > G, > ... > G, = {e}.
Nach Bemerkung 18.5 igb!(G;) dann eine Untergruppe vas; ;1.

Behauptung 1 D¥(G) ist eine Untergruppe voo;
Beweis.Induktiv: (i = 1) : DY(G) = G < G istKlar.
(i 1+ 1) : Di+1(G) = [DZ(G),DZ(G)] < [GZ,GI] = Dl(Gz) < GiJrl A
Betrachte nun:
D"(G) <G, ={e} = D"(G) ={e}
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Folgerung 18.9 Die GruppenA,, und.S,, sind genau dann aufldsbar, wenr< 4 ist.
Beweis.Wir gehen die Falle, die von Satz 18.6 (e) vorgegeben werden, durch:

n > 5 BetrachteS] = [S,, S,] = DS,, = A, nach Satz 18.6 und weiter sind
D%S,, = [A,, A,] = A, und D3S,, = A, und so weiter. Die Folge wird also stationar.

n =2 EsgiltS; = Z/2Z und somit abelsch.

n =3 Die Kette{e} < A3 = Z/2Z < S5 hat die Eigenschaft, dass alle Faktoren abelsch sind.

n =4 Die Kette{e} < V; < A4 < S, hat abelsche Faktoren.

Folgerung 18.10 SeiG eine endliche Gruppe.
(a) SeiH < G eine Untergruppe. Itz auflosbar, dann ist auck auflosbar.
(b) SeiN < G ein NormalteilerG ist genau dann auflésbar, wedviund G/N auflésbar sind.

Beweis.Teil (a) ist trivial. Wir zeigen (b):
Sei zun&chstr auflésbar, dann isV auflésbar nach (a) un@ besitzt eine Normalreihe

G=G>G>...>G, = {e}
Esgibteim e 1,...,rmit N C G,,. Damit ist

G/NEG/GHEG/G > .. 2> G = {e}

n—1 —

eine Normalreihe des Quotientéfy V.
Seien nunV undG/N auflésbar, dann konstruiere aus der Normalreihe des Quotienten etsetFo
zung der Normalreihe voiv zu einer Normalreihe vo&. O

Anmerkung Sei f € K[X] ein Polynom undV/K ein Zerféallungskorper vorf. Dann folgt aus der
nicht Auflésbarkeit der Galoisgrupggal(/V/K), dass die Gleichungi(X') = 0 nicht durch Radikale
auflosbar ist.

Beweis.Die Gleichungf(X) = 0 ist genau dann durch Radikale aufldsbar, wahi durch Radi-
kale auflosbar ist.

Nach Satz 18/1 ist die Galois-Gruppe einer durch Radikale auflosbérpeterweiterungv/K Nor-
malteiler einer auflésbaren Grupgeund der Quotiente

< Gal(N/K)

ist abelsch. Also istV/ K auflésbar, wenidV/ K durch Radikale auflsbar ist. O

Anmerkung Wir werden sehr bald sehen, dass wir die in der Anmerkung formulierteaggszu
einer ,genau dann, wenn“ Aussage erweitern kénnen.
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Folgerung 18.11 SeiG eine auflésbare Gruppe, das heilit es gibt eine Kette
G=Gy>...>G, ={e}

mit abelschen Quotienten. Dann gibt es eine Verfeinerung dieser Nailmamit zyklischen Faktoren.
Das heil3t

G=Go=Goo>Go1>...DGos,=G1>G11>... G, , =Gy
derart, dass der Quotient zweier aufeinanderfolgenden Gruppen dylidis

Beweis.In zwei Schritten. SeH eine abelsche Gruppen, dann ist nach dem Hauptsatz tber endlich
erzeugte abelsche Gruppen 3H2arstellbar als

H=]]C; mit zyklischen Grupper®;
j=1

Setze nun
s—1
H=]]c¢;
j=1
dann ist
H; ~
YHi = Cim
Im zweiten Schritt verfeinern wir nun die Normalreilig > ... > G, wie folgt. Fari = 1, ... r

betrachte die natirliche Projektion
m:Gi—>GVGi+1::Hi

Da die H; nach Voraussetzung abelsch sind zerlegen wir diese nach Schritt eyldigthe Gruppen
und erhalten

Go=Hoo>Ho1>... Hysy, =G1=Hip>...>G,

19 Galois-Gruppen von Polynomen
Wir haben weiter oben schon einmal das allgemeine Polynom zweiten Gerades

f(X) = X?+pX+q € K(p,q)[X]

und die zugehdrige Losung = § + \/% — g von f(x) = 0 betrachtet. Wir haben festgehalten,
dass damit diese Gleichung ,durch Radikale auflésbar” ist. Wir wollen naiiesem Abschnitt das
allgemeine Polynom-ten Gerades definieren und betrachten welche dieser Polynome cadidaie
auflésbar sind. Mit der Anmerkung nach Folgerung 18.10 im vorhamgegnen Abschnitt und dem
Satz von Cayley 1.20 vermuten wir aber bereits, dass kein Polynmoihdeg(g) > 5 auflosbar ist.
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Definition 19.1 (Operation einer Gruppe auf einer Menge)
SeiG eine Gruppe undl eine Menge. Eine (Links-)Operation véhauf X ist eine Abbildung:

w:GxX — X
(g,z) — g

mit den Eigenschaften:

(i) ex==x Ve e X

(i) g.(h.x) =(goh)x VzeXVgheG

Die Menge der Operationen var auf X bezeichnen wir miOp(G, X).

Beispiel 42 fur Operationen:
G x G — G, (g,h) — ghist eine Operation voir aufG.
SeiL /K Galois-Erweiterung mit der Galois-Gruppeé = Gal(L/K). Die Abbildungen:

GxL — Lund
GxL* — L*
jemit: (o,2) — o(x)

sind Operationen.
SeiG eine Gruppe. Die Konjugationsabbildung:
G x G — G, (g,a) — gag~" ist eine Operation.

Bemerkung 19.2 Es seienG eine Gruppe,X eine Menge undb’x die symmetrische Gruppe auf
X (AlsoSx = {7|7 : X — X bijektiv }). Dann sind die folgenden Zuordnungen bijektiv und
zueinander invers:

P

{7 € Hom(G,Sx)} = {weOp(G,X)}
7

wobei® einen Homomorphismuse Hom(G, Sx ) auf die Operation

GxX—-X mit gzw— (7(9))(z)

abbildet und¥ eine OperatiorG x X — X, (g,x) — g.x auf den Gruppen-Homomorphismus
G—Sx, gr—mo, mit o0,: X =X, z— g2
abbildet.

Beweis.Zunachst zeigen wir die Wohldefiniertheit van &:
Sei ein Gruppen-Homomorphismus G — Sx gegeben. Dannigtz := (¢(g))(x) eine Operation,
denn die Eigenschaft (i) aus Definition 19.1 ist erfullteda= ¢(e)(z) = x und da fur alleg, h € G
sowie fir aller € X gilt, dassg.(h.z) = g.(¢(h))(z) = (p(g) o @(h))(z) = ¢(gh)(x) = gh.z ist,
ist auch Bedingung (ii) erfullt.
SeiG x X — X, (g,z) — g.x eine Gruppen-Operation. Dann {stc Hom(G, Sx), mity(g) = oy,
denn

@(gh)(z) = ogn(z) = (gh)x = g.(h.x) = 04 0 on(z) = (0(g) © ¥(9))(x)
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Weiter isto, € Sx, denno, ist injektiv, dac,(z) = o,(y) & g 'g(z) = g~lg(y) und auch
surjektiv, da firy € X gegeben nimm das Elemegt'y als Urbild. Die Inversitat vor® und ¥ ist
leich nachzurechnen. |

Definition 19.3 (Bahn, Stabilisator, transitiv und treu)
SeiG Gruppe,X Menge undv € Op(G, X). Die Bahn vonz unterx € X ist definiert als

G(z) :={w(g,7)|g€ G}
Seiz € X, der Stabilisator vorx unterG ist definiert als
Gy ={g€G|w(g,z) =1z}

Die Operation heif3t transitiv, falls es einc X mit der Eigenschaft/(z) = X gibt.
Die Operation heif3t treu, falls der Homomorphismus G — Sx mit g — w(g,-) aus Bemerkung
19.2 injektiv ist.

Bemerkung 19.4 In der Situation aus Definition 19.3 gilt:

(a) Seix € X ein Element. Der Stabilisatar . ist eine Untergruppe votv.

(b) Seienr € X undg € G Elemente, dannist, ., = g G, g~}

(c) Durchz ~ y & G(x) = G(y) wird eine Aquivalenzrelation aut definiert, die zugehdérigen
Aquivalenzklassen sind die Bahnen.

(d) X ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen.

(e) Seir € X ein Element. Die Abbildungﬁ/Gx — G(X), gG, — g.z ist bijektiv.
Daher gilt die folgende IdentitaCard (G(X)) = (G : G,)

Beweis.Nachrechnen. O

Folgerung 19.5 (Bahnengleichung)
SeiG eine Gruppe und( endliche Menge sowie € Op(G, X), dann gilt:

n

Card(X) =)  Card (G(x:)) =Y (G : Ga,)
i=1

=1

n
wobei diexy, ..., z, € X, mitz; o« z; firi # jund X = |J G(z). O
i=1

Satz 19.6 SeiK ein Kdrper undf € K[X] ein separables Polynom. Seien weifeder Zerfallungs-
korper vonf tber K und N := {ay,...,a,} € L die Nullstellen vonf sowieG := Gal(L/K).
Dann gelten::

(a) Die Abbildung

w:GxN — N
(9:2) — g(z)

definiert eine Operation vo&' auf N.
(b) Card(G) teilt n! = Card(S,)
(c) die Operationw ist genau dann transitiv, wenfirreduzibel UberK [ X] ist.
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Beweis.Wir beweisen die Punkte der Reihe nach. Bei (a) ist klar, dagsghldefiniert und eine
Operation istw ist treu, denn betrachte die Abbildugg: G > g — w(g,-) € S,. Per Definition ist
w genau dann treu, wenminjektiv ist. Es gilt

Ker(y) = {gGG‘w(g,-):idN} = {gGG‘g:idN} = {e}

Wir benutzen die Abbildung auch im Nachweis von (b), denm gibt eine Injektion vornGz in S,,.
G kann also als Untergruppe vty aufgefasst werden, daher gilt, dass die Elementanzahi-vdie
Elementanzahl voly,, (das istn!) teilt.

bei (c) ist eine Aquivalenz zu zeigen, wir betrachten zunachst ,,

Seiw transitiv undf reduzibel, alsof = ¢ - h mit zwei nicht konstanten Polynomenh € K[X],
das heiBtGrad(h) > 1 < Grad(g). Da wir f als separabel vorausgesetzt haben, g (¢, h) = 1.
Schreibe nunX als disjunkte Vereinigund/ = N, U N}, wobei N, IV, die Nullstellenmengen von
bzw i sind. Die MengenV, und IV, werden unteG wieder auflV, bzw. IV}, abgebildet. Damit gibt
es mindestens zwei Bahnen, alsausticht transitiv. Dies ist ein direkter Wiederspruch, also mfiss
irreduzibel sein. Wir wollen nun<=" betrachten:

Nach Vorraussetzung igtirreduzibel. Seien ung j € {1,...,n} gegeben. D¢ irreduzibel ist, gibt
esg € Homg (K (), K (o)) derart, dasg(c;) = «; ist. Betrachtgj von K (a;) nachL mit

i K(a) L K(o) = L

Setze nach Satz 12¢%ortzug : L — L mit g(o;) = ;. Es folgt sofort die Transitivitatvom. O

Um das allgemeine Polynomten Grades zu definieren brauchen wir noch etwas mehr Wissen tber
Kdrper. Der nun folgende kurze Ausflug in die Kérpertheorie, bestdtaus der néachsten Definition
und dem nachsten Satz, soll uns dieses Wissen erschliel3en.

Wir haben bisher nur lber algebraische Kdérpererweiterungenagsgr. Nun wollen wir uns den
nicht algebraischen, das heif3t den transzendenten, Elementen widmen:

Definition 19.7 (Transzendenzbasis)
SeiL/K eine Korpererweiterung. Eine Meng& C L heildt Transzendezbasis (TB) vbriber K,
falls die folgenden Bedingungen erfullt sind:

(i) B isttranszendent Ubek
(i) L/K(B) ist algebraisch.
Konvention: IstL./ K algebraisch, so setZzB = o.

Satz 19.8 SeiL /K eine Kdrpererweiterung, dann gelten:

(a) Es gibt eine Transzendenzba®s/on L Uber K

(b) Existiere eine endliche Transzendenzbasis, dann haben je zamsizéndenzbasenen die gleiche
Elementanzahl.

Beweis.zu (a):

Im Sonderfall, das€./ K eine algebraische Kdrpererweiterung ist, existiert eine Transzebassz
mit 8 = . Im Hauptfall bilde die Menge der transzendenten Teilmengenlviber K. Jede Teil-
menge dieser Menge hat eine obere Schranke, wende alstonus Lemmar?.

2(Vgl. Beweis zu Satz 5.5 oder Bosch: Algebra | - Seite 293, Satz 3)
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Teil (b) beweisen wir induktiv Gber die Lange der kiirzesten Trartkzezbasis.

Seien®B := {z1, ..., z,}und€ := {y1, ..., ym} Mitm > n zwei Transzendenzbasen. Wir bendti-
gen nun zwei Induktionsanfange:

(n=0): Es gilt, das® = @ und somitL./ K algebraisch ist. Nach Konvention ist da¢ir= &
(n=1):B = {z1}und€ = {y1, ..., yn}. Jedegy; ist algebraisch UbeK (z;), daL/K(x;) alge-
braisch ist nach Definitian 19.7. Es gibt also Polynofne K [T, T3] mit f;(x1,y;) = 0. Das heif3t
aber, dass; fur allei algebraisch ubeK [y;] ist. Insbesondere also auch Uléfy; .

Daher gilt:ys ist algebraisch Ubek (x1) und K (z1)/ K (y1) ist eine algebraische Koérpererweiterung.
Also istys algebraisch GbeK (y;), dann ist€ aber keine Transzendenzbasis.

Nun fuhren wir den Induktions-Schluss ven- 1 nachn aus:

Nach der Induktionsvoraussetzung hat jede Transzendenzbasly' ¥0(z1) genaun — 1 Elemente.
Wahle also aug n — 1 Elemente aus, diese seiendnC ¢, so dass® eine Transzendenzbasis von
L/K (x1) ist. Schreibe als disjunkte Vereinigung

C=CUNR

Dann ist? algebraisch tbeK (z;, €). Benutze nun den Induktionsanfang fiir= 1, denn sowohl
{z1} als auclr sind Transzendenzbasen vbjiK (¢).
Also istCard(?R) = 1 und somitCard(¢) = n O

Beispiel 43 fur Transzendenzbasen

Sei K ein Korper undK [X] sein Polynomring. Weiter sé{ (X)) := Quot(K[X]) der zugehorige
Funktionenkorper. Es gelten: Die Meng4 } ist Transzendenzbasis vé( X )/ K und entsprechend
ist{X1, ..., X, } eine Transzendenzbasis vA{ X, ..., X, )/K.

Definition 19.9 (elementarsymmetrische Polynome)
Es seiK ein Korper mit Funktionskérpek (T4, ..., Ty).
Wir definieren Polynome; (14, ..., T,) € K[T4, ..., T,) furj =1, ..., ndurch

n n

[[(x+T) = > si(th,....T0) - X" € K[h,..., T, X]
i=1 j=0

Die s; heiRen die elementarsymmetrischen Polynome.

Beispiel 44 (elementarsymmetrische Polynome)
Firn =3

3
[[(xX+T) = X%+ X2(Ty + Ty + Ts) + X(T1Ta + ToTs + Th T3) + Ty T
=1

Die n elementarsymmetrischen Polynome sind:

So(Tl, ,T)—l

1(T1’ ) Z T
so(Th, ..., Ty) = T1T2 +. ~Summe Uber alle Zweierkombinationen*
s3(Thy, ..., Ty) = ThToTs —|— ~Summe Uber alle Dreierkombinationen*
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Definition 19.10 (Das Allgemeine Polynom-ten Grades)
SeiK ein Kdrper undk’[Sy, . . ., .S,] sein Polynomring im Variablen. Das allgemeine Polynomten
Grades ubelK ist:

f(X) = X"+ 8; X" € K[S,...,S][X]
j=1

Definition 19.11 (Galois-Gruppen von Polynomen)
SeienL ein Korper undf(X) € L[X] ein separables Polynom. Weiter S€iein Zerfallungskorper
von f Uber L. Die Galois-Gruppe vorf Uber L ist definiert als:

Gal(f) := Gal(N/L)

Der nun folgende Satz Uber die Galois-Gruppe des allgemeinen Polynodas iKernstick zur Be-
antwortung der Frage: Wann ist die Gleichufig{') = 0 durch radikale auflésbar:

Satz 19.12(Galoisgruppe des allgemeinen Polynoms)

Es seiK ein Korper undL := Quot(K[Si,...,S,]) sein Funktionskdrper im Variablen. Weiter
sei f(X) € L[X] das allgemeine Polynom-ten Grades undV sein Zerfallungskorper Ubek. Es
bezeichné\l := Quot(K|[Ty,...,T,]) einen weitereren Funktionskorper Ubg&r. Die symmetrische
Gruppe S,, operiert auf M mittels der Kérperautomorphismen vad, die wie folgt gegeben sind:

Furr e S, undfﬁ%"m —: g € M betrachte

’ »Tn)

W(g) _ g(Tw(l)v s 7T7r(n))
MTry, - Trny)

Sei{ti,...,t,} C N die Nullstellenmenge vof{ X), dann induziert die Abbildung

v:M — N
i — —t

wie folgt einen Korper-Isomorphismus auf den Fixkérpern:

MS" N NGal(N/L) - L
Sj(Tl, ce ,Tn) g Sj

\Illl\/lsn :

Hierbei sind dies; die elementarsymmetrischen Polynome nach Definition 19.9. Weiter ist déafolg
de Abbildung ein Gruppen-Isomorphismus.

a:S, — Gal(N/L)= Gal(f)

7 — WomoW!

Anmerkung Satz 19.12 in Worten:
Die Galois-Gruppe des allgemeinen Polynamen Grades ist die symmetrische Grughe

BeweiskizzeDa N ein Zerfallungskorper vorf ist, wird NV Uber L von den Nullstellertq, ..., t,
von f erzeugt. Zeige zuerst, dadé auch UberK von dent; erzeugt wird. Insbesondere sind die
Mengen®B; := {S,...,S,} und®By = {t1,...,t,} Transzendenzbasen vaw Uber K. Damit
kdnnen wir nun die Eigenschaften der gegebenen Abbildudgemd « nachrechnen und erhalten die
Behauptung.
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Beweis.Es qilt:
N=L(Ty,...,T,) = K(S1,...,Sn,t1,...,tp) = K(t1,...,t,)

denn:

n

FX) =X+ S xm I =[[(X —t) = X"+ sj(~tr,...,—tn) - X"
j=1 i=1 j=1

Und somit gilt fiir allej, dassS; = sj(—t1,. .., —ty) ist. Wir kénnenN/K nun in eine algebraische,
namlichN = K(t1,...,t,)/L, und eine transzendente, ndmlith= K (51, ..., S,)/K, Korperer-
weiterung aufteilen. Der Transzendenzgrad Yof¥K ist alson, denn{ty, ..., t,} ist eine Transzen-
denzbasis vonV/ K. Da die Elemente einer Transzendenzbasis transzendent sind, istgdiede
Abbildung per Definition injektiv.

v:K[T,...,T,] — N
i =t

Durch den Ubergang zum Funktions- oder Quotientenkoigegrhalten wirl. Dieser ist Kérper-
Isomorphismus, da er surjektiv ist, wé¥l von dent; erzeugt wird.

Betrachte nun die Abbildung. Es ist zu zeigen, dask o m o U~! fiir alle 7 € S,, ein Element von
Gal(f) ist.

VoroW 1(S;) = VomoWU Ysj(—t1,...,~1p))
Vorn(s;(T1,...,Ty))

U(sj(Tr(1ys -« Trn)))

= U(s;(T1,...,Tn)) da dies; symmetrisch sind
= sj(—t1,...,—ty) =5;

Also ist¥ o 7 o U~ die Identitatsabbildung auf. Es ist klar, dasa ein Gruppen-Homomorphismus
ist, da« nichts weiter als die Hintereinanderausfiihrung von Gruppen-Homorisongh ist.

« ist injektiv, dennW o m o U~ = id; und damit istt = ¥ o U~ = id;. Wir wollen nun zeigen,
dass die Einschrankung vdnauf die Fixkérper//°» und NG2{(V/L) ein Isomorphismus ist:

me M & w(m) =m Vres,
& VoroUloW(m)=W(m) Vrels,
< a(m)oW¥(m) = ¥(m) Vres,
& U(m) e Ne(Sn)
= U, M — N ist bijektiv.

Wir wissen, dass! = [M : M5] = [M : N*)] = Card («(S,)) unda(S,) < Gal(f) ist und
mit Satz 19.6 (b) gilt, dass! von Card ( Gal(f)) geteilt wird. Damit folgt abe€ard ( Gal(f)) = n!
Wir haben damit gezeigt, daasGruppen-Isomorphismus ist. O
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Folgerung 19.13 (Auflésbarkeit des allgemeinen Polynoms)

Sei K ein Korper mitChar(K) = 0 undn > 5, dann ist das allgemeine Polynomten Grades
nicht (durch Radikale) auflosbar. Das heif3t es gibt keine Formel im&a vonK und den Varia-
blen Sy, ..., S,, die nur Radikale und die Verknipfunger-, +, — benutzt um die Nullstellen des
allgemeinen Polynoms auszudriicken.

Beweis.Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gezeigt, dass die symmetésappe der Ord-
nungn fir n > 5 nicht auflésbar ist. Mit Satz 19.12 i$t, die Galois-Gruppe des allgemeinen
Polynomsn-ten Grades, also folgt die Behauptung. |

Beispiel 45 (Galois-Gruppen allgemeiner Polynome)
Betrachte das allgemeine Polyn@ten Gradesf(X) = X2 + pX + ¢ € Q(p, ¢)[X]

Wir haben soeben in Satz 19.12 gezeigt, dasi$ /) = Sy = Z/2Z ist.
Setzen wip = 0 undq = 2 ein, so gilt:

F(X) = X% +2 € Q[X] mit Gal(f) =2,
Setzen wir hingegem= 0 undq = —1 ein, so gilt:
f(X)=X%—-1€Q[X] mit Gal(f) = {id}

dennQ ist bereits der Zerfallungskorper vgh Nach dem Einsetzen von bestimmten Zahlen kann mit
Satz 19.12 also keine Aussage mehr (iber die Galois-Gruppé¢ getroffen werden.

Dieses Beispiel zeigt, dass wir das wissen Uber das allgemeine PohsemGrades nicht auf triviale
Weise auf konkret gegebene Polynome vom Guaidbertragen kénnen. Damit wir auch Uber die
Galois-Gruppe von konkreten Polynomen mehr aussagen kénnen leenéiignich den Begriff der
Diskriminante:

Definition und Bemerkung 19.14 (Diskriminante)
SeiK ein Kérper mit algebraischem Abschlussund f € K[X] ein Polynom. Weiter seien;, . .. , oy, €
K die Nullstellen vory in K. Wir definieren die Diskriminante vofidurch:

Ay = H (ai—aj)2

1<i<j<n
Es gelten:
(a) Ay ist genau dann ungleich Null, wernfnseparabel ist.
b)Ay e K

Beweis.Teil (a) ist nach Definition klar, denn Separable Polynome haben keiliachien Nullstellen.
Fur den Beweis von (b) sei ohne Beschrankung der Allgemeirfregparabel (Andernfalls ware die
Diskriminiante vonf Null also in K). Sei L ein Zerfallungskorker vory Uber K und bezeichne
G := Gal(L/K) die Galois-Gruppe voi./ K, dann gilt fir allec € G

o(Ap) =[] o(@i—ay)®) =[]l —a;)* = Ay

1<J 1<j

Und mit dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 folgt die Behauptung\dassk ist. O
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Bemerkung 19.15 Sei K Korper und f € K[X] ein separables Polynom. Hierzu skiein Zer-
fallungskorper vonf Uber K und N := {ay,...a,} C L die Nullstellenmenge vojfi. Weiter sei

¢ : Gal(L/K) — Sy, gegeben durch(a;) := %(O_)(iﬁ, ein Gruppen-Homomorphismus. Dann sind
aquivalent:

(a) Ay hat eine Quadratwurzel i

(b) Im(¢p) < A4,

Beweis.Setze

6 = (i —ay)
=1

Teil « der Bemerkung ist aquivalent damit, dass ajleereits ink liegen, denn Quadratwurzeln sind
bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Sei aun Gal(L/K), dann gilt

o(6) U(Hmi—aﬂ) = [ (ota) —otay)
=1 =1

= [l(ewi) — @) = sen(e(0)) -4

i=1

Mit dieser Rechnung und dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 ist disage; € K aquivalent
damit, dassgn(¢(c)) = 1furallec € Gal(L/K) ist, also dass jedes(o) eine gerade Permutation
ist. Das heif3t aber nichts anderes, als dass je¢esbereits inA,, liegt. O

Bemerkung 19.16 Das PolynomX? + pX + ¢ hat die Diskriminantep?> — 4¢ und das Polynom
X3 + aX + b hat die Diskriminante-4a® — 275> O

Folgerung 19.17 Sei K ein Korper mitChar(K) ¢ {2,3} und f(X) = X3 +aX + b € K[X] ein
irreduzibles Polynom. Dann gilt:

~ [ As falls —4a® — 27b% ein Quadrat ink ist
Gal(f) = { Sz sonst

Beispiel 46 (Dikriminanten und Galoisgruppen)
Das Polynomf(X) = X3 — X — 1 € Q[X] hat die Diskriminante

Da+/—23 keine rationale Zahl ist, folgGal(f) = Ss.
Das Polynony(X) = X3 — 3X + 1 € Q[X] hat die Diskriminante

Ay =—4(-3)*-27=3-2T=92

Da /92 = 9 ein Element inQ ist, folgt Gal(g) = As.

3Die Abbildungy kennen wir schon aus Bemerkung 19.2 pit Gal(L/K) 3 ¢ +— w(o,-) € S, wobeiw eine
Operation vorGal(L/K) auf N ist.
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20 Kummer-Theorie

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt, dass ein Rolyrgenau dann durch
Radikale auflosbar ist, wenN /K, fur einen ZerfallungskérpeN von f, eine auflésbare Galois-
Erweiterung ist. Wir wollen nun zeigen, dass eine Kérpererweitefdnhg durch Radikale auflésbar
ist, vergleiche Definition 17.1, wenN/K eine auflésbare Galois-Erweiterung ist.

Definition 20.1 (Spur und Norm)
SeiL/K eine endliche Kdrpererweiterung mit Separabilitatsgfadd: K|s = n unda € L. Fixiere
einen algebraischen AbschluAszu K. Wir wissen:

[L:K] = [L:K]s-q und Homg(L,K) = {o1,...,00}

Die Spur vor ist definiert als

n

SPr/k(a) :=q- Z oi(a)

=1

Die Norm vor ist definiert als
n q
Nz/k(a) = (H Ui(a)>
=1

Anmerkung Ist L/ K galoisch, so isy = 1.
Seia € L ein Element und3 eine Basis vorL als K -Vektorraum. Gibt es ein& -lineare Abbildung

Yo: L — L

xr =  ax
so kanny, als Matrix M beziglichB beschrieben werden. Es gelten:
SPL/K(G) = Spur(M) und NL/K(a) = det(M)

Definition 20.2 (Charakter von)
SeienG eine Gruppe unds ein Korper, dann heif3t ein Gruppen-Homomorphismus

x:G— (K*,-)
Charakter vonG mit Werten ink .

Satz 20.3Es seienG eine Gruppe,K ein Korper undn € N eine natirliche Zahl. Seien weiter
X1,- - - Xn paarweise verschiedene Charaktere ¥vomit Werten ink.

Wir kdnnenAbb(G, K) mit punktweiser Addition und skalarer multiplikation & Vektorraum auf-
fassen, daher sind die Elemente . .., x, K-linear unabhangig imbb(G, K).

Beweis.Annahmeys, . . ., x» Sind K-linear abhangig.
Sein das kleineste, € N, so dass es K-linear-abhangige Charaktere gibt, also das;es K gibt,

n

so dass die Summg’ a;y; Null ist, wobei nicht allen; = 0 sind.
=1
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Es giltn > 2, denn der triviale Charaktér > g — 1 € K ist nicht 0. Weiter gibt es ein € G derart,
dassyi(g) nicht gleichx2(g) ist und damit

Vhed: Zalxz gh) = Z(%Xt( )xi(h)

=1
Insbesondere sind di@;(x:(g)) - x: keine triviale Linearkombination der Null. Es folgt:

n

0 = Y [(ailxil9)) - xi] —0

=1

= Z(azx@ (Z am) x1(g

= D ailxile) —xa@)x

i=1
Aus der letzten Gleichung folgt, dags # 0 # x2(g) — x1(g) sind und damit ist auchz(x2(g) —

x1(g)) nicht Null. Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme, wir halserhéchstens — 1
linear abhé&ngige Charaktere. |

Folgerung 20.4 Sei L/ K eine algebraische Kérpererweiterung mit paarweise verschiedeném A
morphismersy,...o, € Autg(L). Dann sind diesy,...o0, € Abb(L, L) L-linear unabh&ngig.
a

Satz 20.5 (Hilbertsatz 90)

SeiL /K eine zyklische Galois-Erweiterung vom Gradund seb € L ein Element, dann gilt: Genau
dannistNy, /x(b) = 1, wenn es eim € L mit der Eigenschafi = ﬁ gibt, wobei die Galois-Gruppe
Gal(L/K) vono erzeugt wird.

Beweis.Wir miissen wieder eine Aquivalenz nachweisen und beginnen mit der leiBtiohtung.
Setze also voraus, dass esia L mit der beschriebenen Eigenschaft gibt, dann gilt

Ny k(a) _ Ny k(a) _
NL/K( o(a)) NL/K(a>

Nun zur Gegenrichtung. Nach VoraussetzungNgt (b)) = 1. Wir bezeichnen die Elemente von
Gal(L/K) mit ¢° bis ™! diese sind nach Folgerung 20.4 linear unabhangig. Hieraus folgt:

0#£ 6" +b-0+b-0b) 0> +---+b-a(b)...0" 2(b) - o™
Also gibt esc € L mit:
0#c+b-o(c)+b-ad)-c*(c)+-+b-ob)...c" 2(b)-0" " (c)=:a
Betrachte:

Nz k(b)) =

a :c+b-0(c)+b o(b) - 02(c)+---+b-0(b)...0”_2(b)'0"_1(0):b
o(a) o)+ o) -o2(c)+--+0ad)-ob)...c"1(b)-c
dennio(b) - o(b) ... 0" L(b) = ~® _ 1 0
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Satz 20.6 (Hauptsatz der Kummer Theorie)

SeiL/K eine zyklische Galois-Erweiterung vom Gradind setze eine Kdrpercharakteristik voraus,
die nichtn teilt, oder gleich Null ist. Weiter gebe es eine primitivée Einheitswurzef € K.

Dann gibt esz € L mit Minimalpolynomf, = X" — ¢ € K[X], insbesondere ist

L= K(a) = K(/2)

Beweis.Mit Hilbertsatz 90 giltN; /x(¢) = ¢(" = 1 daher gibt es wiederrum nach Satz 20.5 ein

a € L derart, dasg = % ist. Weiter wird dann die Galois-Grupgeal(L/K) von o erzeugt.
Also ist o(a) = ¢~* - a und somit gilt fiir allei = 1,...,n — 1, dasso’(a) = (7! - a ist. Also
mussCard (Homg (K (a), L)) groRer als: sein, denn die Bilder von unter ders” sind paarweise
verschieden. Damit ist dann auch soffit(a) : K]s > n. Zusammengefasst gilt also< [K(a) :

K|s < [L: K] = n Mitdem Quetschlemma ist danf(a) : K| = n alsoK (a) = L. Es gilt:
o(@") = o(a)" = ((H"" = a" = ceK
O

Satz 20.7 Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und sdi/K eine endliche Kdrpererweiterung,
dann sind aquivalent:

(i) Es gibt eine endliche Kdrpererweiterurdd / K, die L enthalt und durch Radikale auflésbar ist.
(i) Es gibt eine endliche Galois-Erweiteruig/ K, die L enthalt und deren Galois-Gruppgal( N/ K)
auflésbar ist.

Beweis.Die Implikation von (i) auf (ii) ist die Hauptaussage von Abschnitt 18, ab Séftedaher
beweisen wir nun die Gegenrichtung ,,(# (i)*:

Nach Voraussetzung ist := Gal(N/K) auflosbar, also gibt es nach Folgerung 18.11 eine Normal-
reiheG = Gy > G1 > --- > G, = {e} mit zyklischen Faktoreﬁ;VGiJrl furallei =1,...,r

Der Hauptsatz der Galoistheorie 16.6 gibt uns Mit= N eine Kette von Zwischenkérpern

N =N, 2...2N; 2 Ny=K mitzyklischen Galois-Erweiterunge; /N,_; fir allei
Sein = [N : K], dann betrachte mif, € K primitive n-te Einheitswurzel die Kette:
N(Gn) = No(Gn) 2.2 2 No(Ga) 2 K
mit zyklisch Galois-ErweiterungenN;1(¢,)/N;(¢x) denn nach Satz 16.12 ist
Gal(Ni+1(¢n)/Ni(Cn)) < Gal(Nig1/N;)

Nach dem HauptSatz der Kummer Theorie 20.6Nst; ((,) eine Erweiterung vomV;((,,) von der
Form:Ni(Cn)( %) mit n; = [Nz—‘rl(Cn) : Nz(<n)] ‘ n. O
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21 Die Sylow-Séatze

\ In diesem Abschnitt bezeichnep immer eine Primzahl.

Definition 21.1 (p-Gruppen ung-Sylow-Gruppen)

» Eine endliche Gruppé&: heil3tp-Gruppe, falls es eine natirliche Zahl € N gibt, so dass
Card(G) = p" ist.

* SeiG eine endliche Gruppe der Ordnuiighrd(G) = p™ - m mit naturliche Zahlem, m € N
undggT(p,m) = 1.
Einep-Sylow-(Unter-)Gruppé& < G ist eine Untergruppe der Ordnun@ard(S) = p".

Beispiel 47 Wir betrachten die alternierende Gruppk:

Card(A4) =12 =223

2-Sylow-Gruppe(n)Vy = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} mit Card(V,) = 22
3-Sylow-Gruppe(n)x (123) >, < (124) >, < (134) >, < (234) >

Beispiel 48 SeiG endliche Gruppe ung # Card(G), dann ist{e} einep-Sylow-Gruppe.

Bemerkung 21.2 SeiG eine endliche, abelsche Gruppe mijtCard(G), dann gibt es eir € G mit
Ord(x) = p.

Beweis.Die Behauptung folgt sofort aus dem Hauptsatz tiber endlich erzegjsrae Grupp@m |
Wir wissen, dass die Konjugation

k:GxG — G

(g,2) +— grg™!

eine Operation voli; auf G ist. Wir spezialisieren nun den Begriff des Stabilisators, denn wir schon
in Definition|19.3 flr allgemeine Operationen eingefuhrt haben:

Definition 21.3 (Normalisator und Zentralisator)
SeiG eine Gruppe un@ € G. Der Stabilisator

Stabg(h) =7y = { g &< G | ghgil — h}
heil3t der Zentralisator voh. SeiH C G, wir definieren

Zp:={geGlghg' =hVheH}= ()12
heH
als den ,Zentralisator vord*.
Sei nunH < G. Der Normalisator vord in G ist:
Ny :={geGlgHg'=H)}
Anmerkung Der Zentralisator voidz, alsoZ, ist das Zentrum vor.

‘Satz 3.12
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Bemerkung 21.4 In der Situation aus Definition 21.3 gelten:

@2y <G ANZ <G

(b)H <G = Zyg < Npg

(c) H < Ny, undNy ist die grof3te Untergruppe vod@ mit NormalteilerH'.

Beweis.Nachrechnen. O

Satz 21.5 SeiG eine endliche Gruppe, dann gelten:
(a) Seig € G, dann liegtg genau dann im Zentrufiz vonG, wennZ, = G gilt
(b) Es gilt die Formel

Card(G) = Card(Zg) + > (G : Zq,) mitZ, #G Vi=1,...,n
=1

denn .
G=7¢ | J{grig " g G}
i=1
Beweis.(b) ist ein Spezialfall der Bahnengleichung 19.5.
Zu (a) betrachte

g€%c & ghg'=hVheG & Z,={hecG|hght=g}=0G

Satz 21.6 (Sylow-Satze)
SeiG eine endliche Gruppe, dann gelten

(a) G besitzt einey-Sylow-(Unter-)Gruppe.
(b) SeiH < G mitOrd(H) = p, dann exisitert eing-Sylow-Gruppes mit H < S.
(c) SeiS einep-Sylow-Gruppe voli, dann istgSg~! einep-Sylow-Gruppe voi fiir alle g € G.

(d) Je zwei Sylow-Gruppen sind konjugiert, das héiitind .S’ sind genau danp-Sylow-Gruppen,
wenn es eiy € G mit der EigenschafySg—! = S’ gibt.

(e) Seis, die Anzahl dep -Sylow-Gruppen, dann geltep| Card(G) unds, = 1(p)

Beweis.Satz (a) beweisen wir induktiv Giber die Ordnupgon G. Hierbei ist der Anfang fig = 1
klar. Nimm nun an, dasg > 1 ist, also das®©rd(G) = ¢ = p" - m mitn > 0 undggT(p,m) = 1
gilt. Wir missen zwei Félle unterscheiden:

Fall I (p teilt nicht die Elementanzahl vdfy;):

In diesem Fall existiert eine {1,...,n} mitp { (G : Z,,) fur Z,, aus Satz 21.5.

Es gilt: (G : Z;,) = Ca%(zﬂ = p"| Card(Z,,), daCard(Z;,) < Card(G) ist, folgt nach
Induktionsvoraussetzung, ddés eine Untergrupp& mit Ord(S) = p™ besitzt.

S ist p-Sylow-Gruppe vorG.

Fall Il (p teilt die Elementanzahl voAc):

DaZ abelsch ist existiert nach Bemerkung 2%.2 Zg mit Ord(x) = p.

Definiere N :=< z > <G dann istCard(N) = p. Betrachte die naturliche Projektion:

7TZG—>G/N
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Nach Induktionsvoraussetzung gibtyeSylow-Gruppe
S ist eine Untergruppe voﬁ/N und weiter gilt, dasCard (G/N) = p"~! . m ist, also folgt

Card(S) = p" 1. Definiere nunS := 7—1(S) < G. Beschranken wir nun die naturliche Projektion
auf S so gilt: 7 : S — S hat den KernV.

= S/N ~ S = Card(S) = Card(N) - Card(S) = p"

= S ist die gesuchte-Sylow-Gruppe vorG.

Zu (b): DefiniereMt, die Menge allep-Sylow-Gruppen vortz. Wir haben in (a) gesehen, dass diese
nicht leer ist.

(1) Seieng € G und S € M, dannistySg~! € M,,.

Sei S € 9,. Der Stabilisator vor ist Ng = {g € G|gSg~! = S} der Normalisator. Nach
Bemerkung 19.4 (e) gilt nun, dg$s : Ng) = Card({ hSh~!|h € G }) die ,Lange der Bahn voiy
unterG* ist. Weil S eine Untergruppe voiV ist gilt: p 1 (G : Ng).

(2) SeiH < @ die vorgegebeng-Gruppe.

Wir wissen, die Konjugatiom : H x 9, — 9, ist eine Operation, insbesondere operigrauf
{gSg~'|g € G} C 9m,. Die Bahnengleichung 19.5 liefert:

{9597 g€ G} =J{hgiSg;'h " |he H}
=1

Nach (1) wirdCard ({gSg~' | g € G }) nicht vonp geteilt und es gilt auch
Card ({hg;Sg; 'h™ ' |h e H}) =p® Vi=1,....r

Das heift es gibt eifi mit Card ({ hg;Sg; 'h™' |h e H}) = 1.

(3) Setzel := g;Sg; " fur j aus (2).

Wir haben bereits gezeigt, dass allec H die EigenschaftTh~! = T haben und daraus folgern
wir nun, dassH < Np undT < Np gelten. Weiter ist dan#{T" < N und daher gilt nach dem
IsomorphiesatzHT/T = H/T A H somit hatH/T A g 9enaw’” elemente, den@ard(H) = p
Damit haben wir gezeigt, dagsT in T' enthalten ist und d& einep-Sylow-Gruppe ist folgtH C T.
zu (c),(d): ,=" folgt sofort aus (b).

S, S’ seienp-Sylow-Gruppen. Finde Hierzu mit (b) einderart, dasgSg—' = S’. Da S’ p-Sylow-
Gruppe ist gilt:S” = gSg~!.

Der Beweis von (e) wurde aus Zeitmangel nicht erbracht. |

Folgerung 21.7 SeiG eine endliche Gruppe. Es gelten:

(a) Fallsp die Elementanzahl vo@ teilt gibt es einz € G mit der Ordnungp.

(b) Falls G einep-Gruppe ist, dann gibt es fiir alle € G eine Zahln € N derart, das€Ord(z) = p"
a

Folgerung 21.8 SeiG eine endliche Gruppe. Wetdi nur eine einzige-Sylow-Gruppes hat, dann
ist.S normal inG.

Beweis.Satz 21.6 Teil (c) O
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Beispiel 49 (Anwendungen der Sylow-Satze)

Jede Gruppér der Ordnung30 = 2 - 3 - 5 hat einen nicht trivialen Normalteiler. (InsbesondereGst
also nicht einfach.)

Erinnerung Nach Teil (e) ists, := Card ({ S| S p-Sylow Gruppe inz }) wobeis, die Anzahl der
Elemente inG teilt unds, = 1 (p) gilt.

Wir erhalten als mogliche Werte, € {1,3,5,15} sowiess € {1,10} undss € {1,6} Wir wollen
nun zeigen, dass immer entwedegioder s; gleich 1 sein muss.

Wir nehmen an, dass dies nicht gilt. Seien alsgz 1 A s; # 1 Dann miussers = 10 unds; = 6
gelten.

Betrachte die 3-Sylow-Gruppen: Es ist klar, dass jede 3-Sylow-@&uppG genau 3 Elemente hat.
Seien alsaP, Q 3-Sylow-Gruppen, dann gilt:

PNQ=P v PNQ={e}

Es gibt nach Annahme 10 3-Sylow-Gruppen, also gildle = 20 Elemente der Ordnung 3
Betrachte nun analog die 5-Sylow-Gruppen: Analog zu den 3-Sylayeien folgt, dass é5 4 = 24
Elemente der Ordnung 5 gibt.

Insgesamt hatx dann44 Elemente - Dies ist ein Widerspruch, @ard(G) = 30.

Folgerung 21.9 Seierp < ¢ zwei Primzahlen mib t (¢ — 1). Es gilt:
Jede Gruppe der Ordnung- g ist zyklisch.

Beweis.Es gilt:s,, s |pg A sp =1(p), sq =1(q) = sp € {l,q} Nsq € {1,p}

Annahme 1s, =¢=1(p) = p|(q—1) - Widerspruch!

Annahme 25, =p=1(q) = q|(p—1) = (¢ <p)-Widerspruch!

== s, =5,=1

= P istdie einizigep-Sylow-Gruppe und) ist die einizige;-Sylow-Gruppe. Insbesondere sind beide
normal inG.

Mit dem Chinesischen Restsatz 7.16 folgt nun, dass PQ ist, es geniigt also zu zeigen, déss
abelsch ist. Sei € P Ay € @, dann betrachtézy] = zyx~ 1y~ € PN Q = {e}

= Gistabelsch= G =P x Q= Z/pZ x Z/qZ O

Beispiel 50 Jede Gruppe mit 35 Elementen ist zyklisch, d&éhe=5 - 7.
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22 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Als Abschluss wollen wir einige interessante geometrische Begebenheitearnmitdieser Vorlesung
aufgebauten Theorie beweisen. Wir werden allein aus den gezeigtarsElgdten von Kérpererwei-
terungen und Gruppen die Konstruierbarkeit von regelmaf3igEoken ableiten und die unmoglich-
keit der Quadratur des Kreises zeigen.
Der Einfachheit halber wird bei der Konstruierbarkeit die genauerscBreibung ,mit Zirkel und
Lineal“ weggelassen, da wir uns hier

nicht mit anderen Konstruktionsarten befasst haben.

Definition 22.1 (Konstruierbarkeit)

Eine Teilmengd/ C C sei gegeben.

Ein Punktz € M hei3t aus der Mengé/ konstruierbar, falls die Meng@/ zu einer Mengé//’ mit
z € M’ durch folgende elementare Konstruktionsschritte vergréRert weraiemn: k

| Seienzy,...,z4 € M, so dass die Geraden z3, z3 z4 hicht parallel verlaufen. Flige den Schnitt-
punktzi zz N z3 zz zuM hinzu.

Il Seienz,...,z; € M. Bezeichnds; einen Kreis une; mit Radiugz; — 23|, dann fige zu/ die
Schnittpunktd{; N zz z5 hinzu.

Il Seienz, ...,z € M. Bezeichnd(; einen Kreis un; mit Radius|z2 — z3| und K, einen Kreis
umz4 mit Radius|z; — zg|. FUge zuM die Schnittpunkte voA'; N K> hinzu.

Wir definieren weiterhin die folgenden Notationen:
X(M) :={z e C|zistausM konstruierbar} und
M :={z|z € M} hierbei istz das komplexe Konjugat van

Bemerkung 22.2 SeiM C C ein Teilkdrper mitM = M deri miti> = —1 enthalt.
Falls z € X(M), dann ist der Grad vofiM/ (z) : M| héchstens zwei.

Beweis.Nachrechnen mit analytischer Geometrie. Merke: Kreise sind durchrafische, Geraden
durch lineare Gleichungen gegeben. O

Bemerkung 22.3 Folgende Konstruktionen sind mit Zirkel und Lineal durchfiihrbar:
(a) Konstruktion einer Senkrechten durch gegebenen Punkt urndeGra

(b) Konstruktion einer Parallelen durch gegebenen Punkt und Grade.

(c) Halbierung einer Strecke.

(d) Spiegelung eines Punktes an einer gegebenen Graden.

(e) Errichtung eines gleichseitigen Dreiecks auf einer gegebenerk8trec

() Winkeladdition.

(9) Winkelhalbierung.

(h) Winkelnegation.

Beweis.Dieses wissen ist Elementar, und kann mit wenigen Handgriffen Gbéxpeiden. O
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Bemerkung 22.4 SeiM C C eine Teilmenge, di€0, 1} enthalt. Seien weitet, z;, 2z € X(M) aus
M konstruierbar, dann gelten:
(@) z1 + 22 € X(M)

(b) —z € X(M)

(©) || € X(M)

(d)es =60° € X(M)

(€)[21] - |22| € X(M)

() [27" € x(M)

(9) 21 - 22 € X(M)

(h)z=t e X(M)

(i) /2] € X(M)

() £v/z € X(M)

Insbesondere ist(M) ein Korper, welcher abgeschlossen ist unter Bildung von Quadragiurz
Beweis.

zu (a) Konstruiere eine Parallele 2, durchz; und trage mit dem Zirkel die Lange van, ab.
zu (b) Verlangere die Streck&: bis zum zweiten Schnittpunkt mit dem Kreis vom Raditjsum 0.

zu (c) |z| ist der Schnittpunkt des Kreises umnmit Radius|z| (d.h. Zirkel bei0 einstechen und bei
aufsetzen) mit der Geraden dur¢hind 1.

zu (d) Konstruiere ein Gleichseitiges Dreieck Uloér Die Spitze ist 5 .

zu (e) Seig; eine Gerade durcfr;| und e . Seis der Schnittpunkt der Geraden durghund s
mit dem Kreis um0 mit Radius|zz|. Dann konstruiere eine Paralleje zu g; durchs. Der
Schnittpunkt vory, mit der Geraden durchundl istz = |z1] - |22].

zu (f) Analog zu (e) betrachte wieder die Geragdedurch|z| und 5. Konstruiere eine Parallelg

zu g; durch|1] = 1. Den Schnittpunkt vorgs und der Geraden dur¢hundes bezeichne mit
s, dann ist Der Schnittpunkt vom Kreis ubrmit Radius|s| und der Geraden dur¢hund1 die
gesuchte Losung.

zu (g) Multipliziere die Betrage und Addiere die Winkel van und z,.
zu (h) Konstruiere den Betrag varm ! wie oben und negiere den Winkel ven

zu (i) Ohne Einschrankung sei # 0. Konstruiere einen oberen Halbkrdismit den Endpunkten
—|z|] und 1 sowie eine Senkrechtg durch0 auf die Gerade durch und 1. Bezeichne den
Schnittpunkt vory undh mit ¢, dannistg| = /|z|.

zu (j) Fur./z gilt: Konstruiere den Berag wie oben und halbiere den Winkelaon O
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Satz 22.5SeiM C C eine Teilmenge, di€0, 1} enthalt undz € C. Es gilt:
Genau dann ist aus M konstruierbar, wenn es eine Korperfolge, . . ., L, mitz € L,, und

QMUMY)=LyC L C...CL,
derart gibt, dass der Korpergrad vdi; ;1 : L;] hdchstens zwei ist.

Beweis., =" Ohne Einschrankung gelt#/ = M A i € M miti?> = —1. Induktiv folgt die
Behauptung nun aus Bemerkung 22.2.

.<="Sei[L;: L_i| = 2, dann gibt es; € L;,_; mit der Eigenschaft, dads = L;_1(y/z).
Alsoist L, C X(M ), insbesondere gilt alsoe L,, C X(M) O

Folgerung 22.6 SeilM C C eine Teilmenge, di€0, 1} enthélt undz € X(M), dann gelten:
(@) X(M)/Q(M U MC) ist eine algebraische Kérpererweiterung
() [ QM UM U{2}): QIMUMCY)] =2 furr €N

Beweis.Die Behauptung ist ein Spezialfall von Satz 22.5. O

Satz 22.7 (Konstruierbarkeit des regelmaRiganEcks)
Ohne Einschrankung sei der Mittelpunkt de&cks der Nullpunkt und der Radius des Kreises um das
n-Eck sei eins. Das regelméaRigeEck ist genau dann konstruierbar, wep(n) = 2" ist mitr € N.

Beweis.Wir erinnern zunéchst an die Eulerschd-unktion aus Definition 17.3:
Z X
©(n) := Card ( /nZ)

»<"1 Es genlgi, := et zu konstruieren, denn die anderen Punkte kdnner,adarch Winkelad-
dition gewonnen werden.

Es qgilt: G := Gal(Q(¢,)/Q ist abelsch. Nach Voraussetzung {Stird(G) = 2.

Mit dem Hauptsatz Gber endlich erzeugte abelsche Gruppen erhalten wir:

G§Z/2t1Z X ... XZ/2tsz

Es gibt alsoG; <G firi =1,...,smitG = G >G> ... > G5 = {e}, mitGVGiH >~ .
Nun liefert uns der Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6, dass es Kbfdér i = 1,..., s gibt, die
die EigenschafQ(¢,) = Ls 2 Ls—1 2 ... 2 Ly = Q mit [L; : L;—1] = 2 haben, namlich:
L; = (Q(¢,))% Mit Satz 22.5 folgt nun die Konstruierbarkeit a{ 1}.

»,=": Nach Voraussetzung ist dasEck konstruierbar, also ig}, € X({0,1}) Nach Folgerung 22.6
ist dann

2" = [Q({0,1},¢n) - Q({0,1})] = [Q(¢n) = Q = (n)
Damit gilt, dassp(n) = 2" ist. O

Definition 22.8 (Fermat Primzahl)
Eine Primzahp heiRt Fermat-Primzahl, falls es eine natiirliche Zahhit der Eigenschaft = 22" +1
gibt.

Beispiel 51 (Fermat-Primzahlen bigs = 4)

n=1:p=>5
n=2:p=17
n=3: p=257

n=4:p=65537
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Folgerung 22.9 Das regelmaRige-Eck ist genau dann Konstruierbar, wenrvon der Form
n=2"p1-... ps
mit verschiedenen Fermatprimzahlgn . . ., p; undm € Nist.

Beweis.Aus Zeitgrinden entfallén

Satz 22.10(Wurfelprobleme)
(a) Aus einem gegebenen Wirfel kann kein Wirfel mit doppeltem Vokemsinuiert werden.
(b) Ein gegebener Winkel lasst sich nicht konstruktiv dreiteilen.

Beweis.Zu (a): Ohne Einschrankung sei die Kantenlange des Wiirfels 1. @gsette Volumen ist
somit 2. Die Kantenlange des gesuchten Wiirfels/igt Ware dieser Wiirfel konstruierbar, dann wére
auchv/2 € x({0,1}) enthalten. Dies ist aber eine Widerspruch zu Folgerung 22 [@)0#2) : Q] =
3ist.

Zu (b): Ohne Einschréankung sei der WinkeP. Wéare der WinkeR0° konstruierbar, dann wére auch
das regelméRige 18-Eck konstruierbar, ab@8) = ¢(9) =2-3 =6 O

Satz 22.11(Quadratur des Kreises)
Es ist unmdglich zu gegebenem Kreis ein Quadrat mit dem selben Fiiébh# zu konstruieren.

Beweis.Ohne Einschrankung sei der Kreisradius 1. Der Flacheninhalt desdéralsor.
Nach dem Satz von Lindemann istranszendent Ubé&p. Die Kantenldnge/w des gesuchten Qua-
drats ist demnach auch transzendent i{pevlit Folgerung 22.6 folgt nun die Behauptung. O

5 Zum Beweis siehe: Bosh - Algebra, Seite 288 - Satz 5
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