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Kapitel I

Elementare Gruppentheorie

1 Gruppen und Homomorphismen

Definition 1.1 (Monoid, Gruppe)
Eine MengeG zusammen mit einer Abbildung

• : G×G → G

(g, h) 7→ g • h

heißt ein Monoid, falls

(i) die Abbildung• assoziativ ist, d.h.
∀ a, b, c ∈ G : a • (b • c) = (a • b) • c

(ii) es ein bezüglich der Abbildung• neutrales Element gibt, d.h.
∃ e ∈ G ∀ a ∈ G : e • a = a = a • e

Gilt zusätzlich, dass

(iii) es zu jedem Element ausG ein inverses bezüglich der Abbildung• gibt, d.h.
∀ a ∈ G ∃ b ∈ G : a • b = e = b • a

dann nennen wir(G, •) eine Gruppe. Weiter heißt eine Gruppe(G, •) kommutativ oder abelsch, wenn
die Abbildung symmetrisch ist, d.h.

(iv) ∀ a, b ∈ G : a • b = b • a

Beispiel 1 (Gruppen / Monoiden)

• (Z,+), (R+ ∪{0}, ·) sind Gruppen

• (N∪{0},+) ist ein Monoid, aber keine Gruppe

Beispiel 2 (Allgemeine lineare Gruppe)
SeiK ein Körper, wir bezeichnen die Menge dern × n-Matritzen überK deren Determinante nicht
Null ist mit

GLn(K) := {A ∈ MatK(n, n) | det(A) 6= 0}
Die MengeGLn(K) bildet zusammen mit der Matritzenmultiplikation eine Gruppe und heißt die
allgemeine lineare Gruppe.
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Bemerkung 1.2 Ist (G, •) ein Monoid, dann ist das neutrale Elemente eindeutig bestimmt.
Ist (G, •) eine Gruppe, dann ist für allea ∈ G das inverse Elementa−1 eindeutig bestimmt.

Beweis.Seiene, e′ neutrale Elemente, d.h.
∀ a ∈ G : a • e = a = e • a ∧ a • e′ = a = e′ • a
⇒ e = e • e′ = e′

Seia ∈ G hierzu seienb, c Inverse vona
a • b = e = b • a ∧ a • c = e = c • a
⇒ b = e • b = (c • a) • b = c(•a • b) = c • e = c 2

Definition 1.3 (Untergruppe, Untermonoid)
Sei(G, •) eine Gruppe [ bzw. Monoid] undU ⊆ G Teilmenge. Dann istU eine Untergruppe [bzw.
Untermonoid] vonG, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) Das neutrale Elemente ist inU enthalten.

(ii) U ist bezüglich der Abbildung• abgeschlossen, d.h. für allea, b ∈ U gilt a • b ∈ U

und falls(G, •) eine Gruppe ist auch:

(iii) Zu jedem Elementa ausU ist auch das Inversea−1 in U enthalten, d.h.a ∈ U ⇒ a−1 ∈ U

In beiden Fällen schreiben wir dann:U ≤ G

Bemerkung 1.4 Sei (G, •) eine Gruppe [bzw. ein Monoid] mit Untergruppe [bzw. Untermonoid]
U ≤ G, dann ist(U, •) selbst eine Gruppe [bzw. Monoid] 2

Beispiel 3 SeienK ein Körper undn eine natürliche Zahl, dann ist die Menge

SLn(K) := {A ∈ MatK(n, n) | det(A) = 1} ⊆ GLn(K)

Eine Untergruppe von(GLn(K), •)

Bemerkung 1.5 (Untergruppenkriterium)
Sei(G, •) Gruppe mit TeilmengeU ⊆ G. Dann sind äquivalent:

(i) U ist eine Untergruppe vonG

(ii) Es geltenU 6= ∅ unda • b−1 ∈ U für alle a, b ∈ U

Beweis.Wir schließen von(i) auf (ii), hierzu seiena, b ∈ U beliebig. DaU nach Voraussetzung eine
Gruppe ist folgt sofort, dasb−1 ∈ U enthalten ist und mit dem gleichen Argument folgt hieraus die
Behauptung. Schließen wir nun von(ii) auf(i). Wir müssen die Punkte aus Definition 1.1 nachweisen.
Sei alsoa ∈ U , dann folgt mita · a−1 = e ∈ U die Existenz des neutralen Elements. Sei nuna ∈ U
beliebig, dann folgt mite · a−1 = a−1 ∈ U die Existenz inverser Elemente und mita, b ∈ U zwei
beliebigen Elementen folgtb−1 ∈ U und somit ist aucha · (b−1)−1 = a · b ∈ U enthalten. 2
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Bemerkung 1.6 Seien(G, •) eine Gruppe undI eine Menge. Sei weiter zu jedemi ∈ I eine Unter-
gruppeGi ≤ G gegeben, dann ist der Schnitt über alleGi eine Untergruppe vonG, d.h.

⋂

i∈I
Gi ≤ G.

Beweis.Wir wollen das soeben bewiesene Untergruppenkriterium 1.5 benutzen, dazu müssen wir
zwei Dinge nachweisen:
1. Der Schnitt über dieGi ist nicht leer, denn alleGi sind Untergruppen, also ist das neutrale Element
e in jedemGi enthalten.
2. Für allea, b ∈ ⋂Gi gilt: a • b−1 ∈ ⋂Gi, denn daa und b aus dem Schnitt sind, sinda und b
in jedem derGi enthalten. Alle dieseGi sind Gruppen, also sind auchb−1 unda • b−1 in allenGi
enthalten. Wenn abera • b−1 in allenGi enthalten ist, dann liegta • b−1 auch im Schnitt. 2

Definition 1.7 (Von einer Menge erzeugte Untergruppe)
Sei(G, •) Gruppe mit TeilmengeM ⊆ G. Die vonM erzeugte Untergruppe< M > vonG ist defi-
niert als der Schnitt über alle UntergruppenU ≤ G, dieM enthalten, d.h.

< M > :=
⋂

U≤G

M⊂U

U

Also ist< M > die kleinste Untergruppe vonG, dieM enthält.

Bemerkung 1.8 Sei(G, •) eine Gruppe mit TeilmengeM ⊆ G, dann ist:

< M > =
{
xε11 • . . . • xεr

r

∣
∣ r ∈ N ∧ εi ∈ {−1, 1} ∧ xi ∈M

}
=: H

Beweis.Wir zeigen beide Inklusionen

⊆ z.zg.:H ≤ G undM ⊆ H
Direkt aus der Definition vonH sindM ⊆ H undH 6= ∅ klar. Seiena, b ∈ H, dann

gibt es Elementex1, . . . , xr, y1, . . . , ys ∈M mit a = xε11 • ... • xεr
r undb = yδ11 • ... • yδss

Wir sehen nun sofort, dassa • b−1 = xε11 • ... • xεr
r • y−δss • ... • y−δ11 ∈ H gilt.

⊇ Sei nunU ≤ G eine Untergruppe mitM ⊆ U , dann folgt aus der Abgeschlossenheit von

U dass Elemente der Formxε11 • ... • xεr
r mit xi ∈M in U enthalten sind.

Also istH ⊆ U . DaU , bis auf die EigenschaftM zu umfassen, beliebig war folgt:

H ⊆
⋂

(U≤G
U⊇M)

U =< M >

2

Definition 1.9 (Erzeignis, Zyklische Untergruppe)
Sei(G, •) eine Gruppe undm ∈ G, dann heißt die von{m} erzeugte Untergruppe< m >≤ G eine
zyklische Untergruppe. SeiM = {x1, . . . xs} ⊆ G eine Menge, dann heißt

< x1, ...xs >:=< {x1, ...xs} >=< M >

das Erzeugnis derxi.
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Bemerkung 1.10 Zyklische Gruppen sind abelsch. 2

Definition 1.11 (Gruppen-Homomorphismus)
Seien(G, •), (H, ◦) Gruppen, dann heißtϕ : G → H ein Gruppenhomomorphismus, falls für alle
g1, g2 ∈ G die Eigenschaftϕ(g1 • g2) = ϕ(g1) ◦ ϕ(g2) gilt.
Die Menge aller Gruppenhomomorphismen vonG nachH bezeichnen wir mit

Hom(G,H) :=
{
ϕ : G→ H

∣
∣ϕ ist Gruppenhomomorphismus

}

Bemerkung 1.12 (Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen)
Seienϕ,G,H wie in Definition 1.11 es gelten:

(i) ϕ(eG) = eH

(ii) ∀ g ∈ G ϕ(g−1) = (ϕ(g))−1

(iii) G′ ≤ G ⇒ ϕ(G′) ≤ H
(iv) H ′ ≤ H ⇒ ϕ−1(H ′) ≤ G
(v) Seiψ ein weiterer Homomorphismus mitψ : H → L,

so istψ ◦ ϕ ein Gruppenhomomorphismus vonG→ L.

Beweis.

zu (i) Betrachteϕ(eG) = ϕ(eG · eG) = ϕ(eG) · ϕ(eG)⇒ ϕ(eG) · ϕ(eG)−1 = eH = ϕ(eG)

zu (ii) Fürg ∈ G gilt nach(i), dasseH = ϕ(eG) = ϕ(g ·g−1) = ϕ(g) ·ϕ(g−1)⇔ ϕ(g)−1 = ϕ(g−1)

zu (iii) Nach(i) gilt e ∈ G′, seien alsoϕ(g), ϕ(h) ∈ ϕ(G′) dann ist nach(ii) auch
ϕ(h−1) = ϕ(h)−1 ∈ ϕ(G′) enthalten. Betrachte:ϕ(g) · ϕ(h)−1 = ϕ(g · h−1) ∈ ϕ(G′)

zu (iv) Es iste ∈ ϕ−1({e}) und somit gibt es mite ∈ ϕ−1(H ′) ein neutrales Element. Seien nun
g, h ∈ ϕ−1(H ′) alsoϕ(g), ϕ(h) ∈ H ′ dann folgtϕ(g · h−1) = ϕ(g) · ϕ(h)−1 ∈ H ′ und somit
g · h−1 ∈ ϕ−1(H ′)

zu (v) Betrachte fürg, h ∈ G die Hintereinanderausführung:
ψ
(
ϕ(g · h)

)
= ψ

(
ϕ(g) · ϕ(h)

)
= ψ

(
ϕ(g)

)
· ψ
(
ϕ(h)

)

2

Definition 1.13 (Kern und Bild von Homomorphismen)
Seiϕ : G→ H ein Gruppen-Homomorphismus, dann nennen wir
Ker(ϕ) := {g ∈ G |ϕ(g) = eH} den Kern vonϕ und
Im(ϕ) := {ϕ(g) | g ∈ G} das Bild vonϕ.

Bemerkung 1.14 (Weitere Eigenschaften von Gruppen-Homomorphismen)
Seiϕ wie in Definition 1.13, dann gelten:
(i) Ker(ϕ) ≤ G
(ii) Im(ϕ) ≤ H
(iii) ϕ injektiv ⇔ Ker(ϕ) = {eG}
(iv) ϕsurjektiv ⇔ Im(ϕ) = H
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Beweis.

zu (i) Die Menge{eH} ist eine triviale Untergruppe vonH. Nach Bemerkung 1.12 istϕ−1({e}) =
Ker(ϕ) eine Untergruppe vonG.

zu (ii) Die MengeG ist eine triviale Untergruppe vonG. Nach Bemerkung 1.12 istϕ(G) = Im(ϕ)
eine Untergruppe vonH.

(iii) Angenommenϕ wäre injektiv undKer(ϕ) 6= {eG}, dann gäbe es eing ∈ Ker(ϕ)\{eG} aber
damit folgte für allea ∈ G, dassϕ(a • g) = ϕ(a) ◦ ϕ(g) = ϕ(a) ◦ eH = ϕ(a) aber dies
widerspräche der Injektivität vonϕ, daa • g 6= a gilt.

(iv) Angenommenϕ wäre surjektiv undIm(ϕ) 6= H, dann gäbe es einh ∈ H\ϕ(G), also ein
Element im Bildbereich ohne Urbild, dies widerspräche aber der Surjektivität vonϕ. 2

Definition 1.15 (Mono-, Epi-, Iso-, Endo-, Automorphismus)
SeienG,H Gruppen undϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann heißtϕ...
(i) Monomorphismus⇔ ϕ ist injektiv
(ii) Epimorphismus⇔ ϕ ist surjektiv
(iii) Isomorphismus⇔ ϕ ist bijektiv
IstG = H, so heißtϕ : G → G Endomorphismus, istϕ ein injektiver Endomorphismus, so heißtϕ
Automorphismus. Weiter heißenG undH isomorph (Notation:G ∼= H), wenn es einen Gruppeniso-
morphismusϕ zwischenG undH gibt.
Die Menge der Isomorphismen vonG nachH bezeichnen wir mitIso(G,H), die Menge der Endo-
morphismen aufG mit End(G) und die Menge der Automorphismen aufG mit Aut(G).

Bemerkung 1.16 SeienG,H Gruppen, dann gilt:G ∼= H ⇔ H ∼= G 2

Folgerung 1.17 Isomorphie ist eine Äquivalenzrelation. 2

Definition und Bemerkung 1.18 ( Konjugation / Inneres eine Gruppe)
SeiG eine Gruppe. Definiere füra ∈ G die Abbildung

ϕa : G → G

g 7→ aga−1

Dann istϕa ein Automorphismus und heißt Konjugation mita. Die Menge der Inneren Automorphis-
menInn(G) :=

{
ϕa ∈ Aut(G)

∣
∣ a ∈ G

}
ist eine Gruppe bezüglich der Hintereinanderausführung

von Abbildungen.

Beweis.Wir beweisen zunächst die Injektivität vonϕa über den Kern:

Ker(ϕa) = {g ∈ G | aga−1 = e } = {g ∈ G | ag = a} = {g ∈ G | g = e} = {eG}
Aberϕa ist auch surjektiv, daIm(ϕa) = G gilt.
Die MengeInn(G) ist nicht leer, da die Identitätid mit ϕe(g) := ege−1 = g = id(g) ein innerer
Automorphismus ist. Wir wollen das Untergruppenkriterium (Bemerkung 1.5) benutzen, seien also
ϕa, ϕb ∈ Inn(G) undg ∈ G dann gilt:

(ϕa ◦ ϕ−1
b )(g) = ϕa(b

−1gb) = ab−1gba−1 = ab−1g(ab−1)−1 = ϕab−1(x)

und somit folgtϕab−1(x) ∈ Inn(G) 2
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Bemerkung 1.19 Sei(G, •) Gruppe,b ∈ G. Die folgenden Abbildungen sind bijektiv:
(i) inv : G→ G, mit g 7→ g−1

(ii) lb : G→ G, mit g 7→ b • g
(iii) rb : G→ G, mit g 7→ g • b

Satz 1.20 (Satz von Cayley)
Jede endliche Gruppe kann als Untergruppe einer symmetrischen Gruppe aufgefasst werden.

Beweis.Sein = ♯G dann ist♯SG ≥ n mit der symmetrischen Gruppe

SG :=
{
τ : G→ G

∣
∣ τ bijektiv

}

Für b ∈ G betrachte die Abbildung

σ : G → SG

b 7→ lb

Nach Bemerkung 1.19 istlb bijektiv undσ ist Gruppenhomomorphismus, denn für alleg ∈ G gilt

σ(ab)(g) = lab(g) = abg = σ(a)(bg) =
(
σ(a) ◦ σ(b)

)
(g)

Weiter istKer(σ) = e, denn mita ∈ Ker(σ) gilt σa = id und somit ist:σa(g) = ag = g ⇒ a = e
Also istG ∼= Im(σ) und mit Bemerkung 1.14 giltIm(σ) ≤ SG 2

2 Nebenklassen und Normalteiler

Wir betrachten die Division mit Rest, es gilt: Für alle ganzen Zahlenm undn gibt es ganze Zahlend
undr mit

m = d · n+ r und 0 ≤ r ≤ n
Wir sagen dannm ist kongruent zurmodulon und schreibenm ≡ r mod n. Wir können fürn ∈ N≥2

Untergruppen vonZ definieren mit

nZ :=
{
n · d

∣
∣ d ∈ Z

}

Wegen der Division mit Rest zerfälltZ in bestimmte Typen dieser Untergruppen, nämlich

Z =
•⋃n−1

r=0
(r + nZ) mit r + nZ := { r + n · d | d ∈ Z }

Dieses Prinzip wollen wir im Folgenden verallgemeinern.

Definition und Bemerkung 2.1 (Linksnebenklassen)
SeiG Gruppe undH ≤ G, dann wird durchg ∼ h :⇔ h−1g ∈ H eine Äquivalenzrelation (ÄR)
definiert. Die Äquivalenzklassen von der FormgH := {gh |h ∈ H} heißenLinksnebenklassen.
Die Menge der Linksnebenklassen wird mitG�H bezeichnet.
BezeichneR ein Repräsentantensystem der Äquivalenzklassen, dann gilt

G =
•⋃

g∈R
gH und g1H

⋂

g2H =

{
∅
g1H = g2H

6



Beweis.Wir müssen zunächst nachweisen, dass∼ eine Äquivalenzrelation ist. Dazu betrachten wir
die drei Eigenschaften:

Reflexivität ist gegeben, denn
g ∼ g ⇔ g−1 ◦ g = e ∈ H

Symmetrie ist gegeben, denn

g ∼ h ⇔ h−1 ◦ g ∈ H ⇔ (h−1 ◦ g)−1 = g−1 ◦ h ∈ H ⇔ h ∼ g

Transitivität ist gegeben, denn

a ∼ b ∧ b ∼ c ⇔ b−1 ◦ a, c−1 ◦ b ∈ H
⇔ (c−1 ◦ b) ◦ (b−1 ◦ a) = c−1 ◦ a ∈ H ⇔ a ∼ c

Nun müssen wir noch nachweisen, dass wirG als disjunkte Vereinigung der Äquivalenzklassen dar-
stellen können. Dazu genügt es zu zeigen, dass der Schnitt zweier Äquivalenzklassen entweder leer ist
oder beide Klassen identisch sind. Seien alsog1H undg2H zwei Äquivalenzklassen mit nicht-leerem
Schnitt. dann gibt es eing ∈ g1H ∩ g2H. Wegeng ∈ g1H gilt g1 ∼ g und wegeng ∈ g2H folgt
g ∼ g2. Wegen der Transitivität von∼ folgt nun die Behauptung. 2

Bemerkung 2.2 Analog zu den Linksnebenklassen definiert man Rechtsnebenklassendurch
Hg := {hg |h ∈ H}. Die Links- und Rechtsnebenklassen stehen durchG/H → H\G
mit gH 7→ Hg−1 in Bijektion.

Bemerkung 2.3 SeiG eine Gruppe mit UntergruppeH ≤ G. Je zwei Linksnebenklassen [Rechtsne-
benklassen] zuH sind gleichmächtig, d.h. es existiert eine Bijektion.

Beweis.Betrachte:g1H → g2H mit g1H 7→ g2H := (g2g
−1
1 )g1H 2

Definition 2.4 (Gruppenindex, Gruppenordnung)

SeienG undH ≤ G Gruppen. Der Index vonH in G ist definiert als(G : H) := Card
(
G�H

)

.

Insbesondere ist(G : {e}) = Card(G) die Ordnung von G.

Satz 2.5 (Satz von Lagrange)
SeienG undH ≤ G Gruppen. Dann gilt:

Card(G) = Card(H) · (G : H)

Beweis.Aus Bemerkung 2.1 wissen wir, dass sichG als disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen
schreiben lässt. Nach Bemerkung 2.3 haben alle Linksnebenklassen gleichviele Elemente, nämlich
Card(H) Stück. 2

Definition 2.6 (Normalteiler)
SeienG undN ≤ G Gruppen, dann heißtN Normalteiler vonG (Notation:N � G), wenn für alle
g ∈ G die Linksnebenklassen gleich den Rechtsnebenklassen (alsogN = Ng) sind. Weiter definieren
wir für zwei UntergruppenU, V vonG das ProduktU · V := {u · v |u ∈ U ∧ v ∈ V }.
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Beispiel 4 (Normalteiler)
(i) An := Ker(sgn : Sn → {±1}) Daher gilt:An � Sn
(ii) Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist Normalteiler.

Bemerkung 2.7 SeienG undU ≤ G Gruppen, dann sind äquivalent:
(i) U �G U ist Normalteiler vonG
(ii) gUg−1 = U ∀ g ∈ G
(iii) gUg−1 ⊆ U ∀g ∈ G

Beweis.(i)⇒ (ii) ist klar nach Definition 2.6 und(ii)⇒ (iii) ist trivial.
(iii)⇒ (i) : Für alleg ∈ G gilt

gUg−1 ⊆ U ⇔ gU ⊆ Ug ⇔ Ug−1 ⊆ g−1U ⇔ Ug ⊆ gU
⇒ Ug = gU ∀ g ∈ G ⇒ U �G

2

Bemerkung 2.8 SeienG,H Gruppen undϕ ∈ Hom(G,H) ein Homomorphismus, dann gelten:
(i) Für N �H istϕ−1(N) �G
(ii) Ker(ϕ) �G
(iii) Istϕ Epimorphismus undN �G dann istϕ(N) Normalteiler vonH

Beweis.zu (i):ϕ−1(N) ist Untergruppe nach Bem. 1.12.
Seieng ∈ G undx ∈ ϕ−1(N) dann istϕ(x) ∈ N . Es gilt:
ϕ(gxg−1) = ϕ(g)ϕ(x)ϕ(g)−1 ∈ N (N �G)
⇒ gxg−1 ∈ ϕ−1(N)⇒ ϕ−1(N) �H
zu (ii): (ii) ist Spezialfall von (i) mitN := {e}�H
zu (iii): Seih ∈ H undϕ(n) ∈ ϕ(N). Aus der Surjektivität vonϕ folgt die Existenz vong ∈ G mit
der Eigenschaftϕ(g) = h und damit:hϕ(n)h−1 = ϕ(g)ϕ(n)ϕ(g)−1 = ϕ(ghg−1) ∈ ϕ(N) 2

Faktorgruppen

Zur Herleitung betrachten wir folgende Rechnung:
SeiN �G sowiegN, hN ∈ G�N , dann gilt:gN · hN = ghNN = ghN , daNh = hN .
IstN nur Untergruppe und kein Normalteiler, so gilt die obige Rechnung im Allgemeinen nicht. Mit
dieser Vorberlegung haben wir schon fast den folgenden Satz bewiesen.

Definition und Satz 2.9 (Faktorgruppe, Quotient)
SeiG Gruppe undN �G. Dann istG�N zusammen mit

· : G�N ×G�N → G�N , mit (gN, hN) 7→ gN · hN eine Gruppe.
G�N heißt Faktorgruppe vonGmoduloN oder auch Quotient.

Beweis.Nach der vorangegangenen Rechnung müssen wir nur noch zeigen, dassG�N eine Gruppe
ist, dazu gehen wir Definition 1.1 durch.
Das neutrale Element inG�N ist die NebenklasseeN , denn

eN · gN = gN = gN · eN ∀ g ∈ G
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Weiter gilt das Assoziativgesetz:

(g1N · g2N) · g3N = g1g2g3N = g1N · (g2N · g3N)

und es gibt Inverse zu jeder Nebenklasse:

gN · g−1N = gg−1N = eN = g−1gN = g−1N · gN
2

Definition und Bemerkung 2.10 (kanonische/natürliche Projektion)
SeienG undN � G Gruppen. Dann definiert die Abbildungπ : G → G�N , mit g 7→ gN einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus den wir die natürliche (oder kanonische) Projektion nennen.
Es gilt weiter:Ker(π) = N .

Beweis.Die Surjektivität ist unmittelbar klar, dagN alle g ∈ G durchläuft. Daher werden alle Ne-
benklassen getroffen. Weiter istπ ein Homomorphismus, daπ(gh) = ghN = gN · hN = π(g)π(h)
gilt. Betrachte den Kern vonπ: Ker(π) = {g ∈ G | gN = N} = {g ∈ G | g ∈ N} = N 2

Bemerkung 2.11 SeienG undN ≤ G Gruppen. Dann sind äquivalent:

(a) N ist Normalteiler vonG

(b) Es gibt eine GruppeH und einen Gruppenhomomorphismusϕ ∈ Hom(G,H) mit der Eigen-
schaft, dassKer(ϕ) = N ist.

Beweis.
(b)⇒ (a) folgt direkt aus Bemerkung 2.8.
(a)⇒ (b): WähleH := G�N undϕ := π, so folgt die Behauptung aus Bemerkung 2.10. 2

Satz 2.12SeiG eine Gruppe undN � G ein Normalteiler. Weiter seiπ : G → G�N die natürliche
Projektion. Die Abbildung

Θ :
{

U ⊆ G�N
∣
∣
∣U �G�N

}

→
{
H �G

∣
∣N ⊆ H

}

U 7→ π−1(U)

ist inklusionserhaltend und bijektiv.

Beweis.Θ ist Wohldefiniert, denn nach Bemerkung 1.12 istπ−1(H) Untergruppe vonG. Weiterhin
gibt es eine Umkehrabbildung mitH 7→ π(H), denn

1.) π−1π(H) = H
′′ ⊆′′ x ∈ π−1(π(H))⇒ π(x) = π(h) für h ∈ H

⇒ π(x− h) = e⇒ x− h ∈ Ker(π) = N ⊆ H ⇒ x ∈ H
′′ ⊇′′ h ∈ H,π(h) ∈ π(H)⇒ h ∈ π−1π(H)

2.) ππ−1(U) = U U ≤ G/N
′′ ⊆′′ x ∈ ππ−1(U)⇒ x = π(y), mit y ∈ π−1(U) =⇒ x = π(y) ∈ U
′′ ⊇′′ u ∈ U , daπ surjektiv ∃ g ∈ G mit π(g) = u⇒ g ∈ π−1(U)⇒ u ∈ ππ−1(U)

Inklusionserhaltend:V ⊆ U ⇒ π−1(V ) ⊆ π−1(U) ist allgemeine Eigenschaft von Abbildungen.
Beide Abbildungen bilden Normalteiler auf Normalteiler ab. 2
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Satz 2.13 (Universelle Abbildungseigenschaft der Faktorgruppe)
SeienG undN � G Gruppen undϕ ∈ Hom(G,H) ein Homomorphismus mitN ⊆ Ker(ϕ) und
π die natürliche Projektion, dann gibt es genau einenGruppen-Homomorphismus̄ϕ : G�N → H
derart, dass das folgende Diagramm kommutiert, d.h.ϕ = ϕ̄ ◦ π

G
ϕ //

π !!B
BB

BB
BB

B H

G�N

ϕ̄

=={{{{{{{{

Beweis.Um die Existenz von̄ϕ zu zeigen geben wir es einfach an:ϕ̄(gN) := ϕ(g). Wir müssen nun
zeigen, dass̄ϕ wohldefiniert ist. dazu betrachten wir:

∀n ∈ N ∀g ∈ G ϕ̄(gN) = ϕ(gn) = ϕ(g)ϕ(n) = ϕ(g)

Die Homomorphieeigenschaft müssen wir nicht zeigen, daϕ̄ diese Eigenschaft durch unsere Defini-
tion direkt vonϕ bekommt und somit folgt unmittelbarϕ(g) = ϕ̄(gN) = ϕ̄(π(g))
Die Eindeutigkeit ergibt sich mit dem gleichen Argument wie in Bemerkung 2.10 direkt aus der Sur-
jektivität vonπ. 2

Satz 2.14 (Homomorphiesatz)
SeienG,H Gruppen undϕ ∈ Hom(G,H) ein Homomorphismus, sowieι die Inklusionsabbildung
Im(ϕ̄) ⊆ H. Dann gibtϕ̄ aus Satz 2.13 einen eindeutig bestimmten Gruppen-Isomorphismusϕ̄ :
G�Ker(ϕ)→ Im(ϕ), mit der Eigenschaft, dass das untenstehende Diagramm kommutiert.

G
ϕ //

π
��

H

G�Ker(ϕ) ϕ̄
// Im(ϕ)

ι

OO

Beweis.Wir weisen zunächst die Bijektivität nach:
ϕ̄ ist injektiv, dennϕ̄(gN) = ϕ(g) = e⇒ g ∈ Ker(ϕ) = N ⇒ gN = N ⇒ Ker(ϕ̄) = {eN}
ϕ̄ ist direkt nach Definition surjektiv, daIm(ϕ̄) = Im(ϕ)
Die Eindeutigkeit von̄ϕ folgt unmittelbar aus der universellen Abbildungseigenschaft der Faktorgrup-
pe Satz 2.13. 2

Bemerkung 2.15 Es seienG eine Gruppe undU, V ≤ G. Es gelten:
(1) (U �G ∨ V �G)⇒ U · V ≤ G
(2) (U �G ∧ V �G)⇒ U · V �G

Beweis.SeienU, V 6= ∅ und seienu, u′ ∈ U undv, v′ ∈ V dann betrachteuv · (u′v′)−1 = u · v ·
v′−1 · u′−1 Es gilt v · v′−1 · u′−1 · v′ · v−1 ∈ U Um diesen Term zu erhalten können wir die obige
Gleichung mite = v′ · v−1 · v · v′−1 erweitern, d.h.

(u · v · v′−1 · u′−1 = u · (v · v′−1 · u′−1 · v′ · v−1) · v · v′−1 ∈ U · V

Wir haben nun Teil (1) bewiesen für (2) betrachteg · u · v · g−1 = gug−1 · gvg−1 ∈ U · V mit
g ∈ G, u ∈ U undv ∈ V 2
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Bemerkung 2.16 SeienG eine Gruppe,U ≤ G eine Untergruppe undN � G ein Normalteiler von
G. Dann gelten:
(i) N � U ·N
(ii) U

⋂
N � U

Beweis.zu (i): Es seienn1, n2 ∈ N, u ∈ U , dann ist

(un2)n1 (un2)
−1 = u • n2 • n1 • n−1

2
︸ ︷︷ ︸

•u−1 ∈ N

∈ N

zu (ii): Sei nunn ∈ U
⋂
N, u ∈ U . Dann istunu−1 sowohl inU als auch inN enthalten, also

unu−1 ∈ N ⋂U 2

Satz 2.17 (I. Isomorphiesatz)
SeienG eine Gruppe,U ≤ G eine Untergruppe undN � G ein Normalteiler. Dann induzieren die
Abbildungen

ι : U ∋ u 7→ u • e ∈ U ·N undπ : U ·N → (U ·N)�N

einen Gruppenisomorphismus. Insbesondere gilt

U�
U
⋂

N
∼= (U ·N)�N

Beweis.SeiΦ := π ◦ ι : U → (U ·N)�N . Dann istΦ surjektiv und für den Kern gilt

Ker(Φ) = U
⋂

N

mit Satz 2.14 folgt nun schon die Behauptung. 2

Satz 2.18 (II. Isomorphiesatz)
SeiG eine Gruppe undN �G, H �G mitN ⊆ H. Dann ist:

G�N�H�N
−→ G�H

gN
(
H�N

)

7→ gH

Gruppen-Isomorphismus.

Beweis.Die Abbildung

ϕ : G�N → G�H
gN 7→ gH

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und es gilt

Ker(ϕ) = {gN ∈ G�N | gN ⊆ H} = {gN | gN ∈ H�N} = H�N

Mit Satz 2.14 folgt die Behauptung. 2
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3 Abelsche und zyklische Gruppen

Definition 3.1 (endlich erzeugte und zyklische Gruppen)
SeiG eine Gruppe, dann heißtG endlich erzeugt, falls es Elementex1, ..., xr ∈ G mit r ∈ N gibt, so
dass das Erzeugnis derxi bereits die gesamte Gruppe ist. Also:< x1, ..., xr >= G.
G heißt zyklisch, falls es einx in G gibt, dassG erzeugt, also∃x ∈ G : < x >= G

Bemerkung 3.2 SeiG Gruppe. Dann sind äquivalent:
(i) G ist zyklisch
(ii) ∃ ϕ : Z։ G, ist surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis.Wir schließen von(i) auf (ii), d.h. nach Voraussetzung und Bemerkung 1.10 können wir
G explizit angeben alsG = {xn |n ∈ Z } setze alsoϕ(n) := xn. In der anderen Richtung ist
G :=< ϕ(1) > ¸ dennϕ(n) = ϕ(1)n 2

Bemerkung 3.3 Jede Untergruppe vonZ ist von der FormnZ, für n ∈ N0

Beweis.SeiU ≤ Z eine Untergruppe. Ohne Einschränkung sei{0} 6= U . BildeM := U
⋂
N>0

Wir definierenn := min{m > 0 |m ∈M} und behaupten:U = nZ.
Die RelationnZ ⊆ U ist sofort klar, dennn ist das Minimum der0 < m ∈M
Sei nunm ∈ M beliebig gewählt, dann gibt die Division mit Rest die Existenz von Zahlena, r ∈ N
mit 0 ≤ r < n undm = a · n+ r. Diese Gleichung können wir umstellen zur = m− a · n ∈ U .
Danminimal gewählt ist, folgt unmittelbarr = 0. Wir schließen. dassm = an ist und könnenU nun
schreiben als:U = {0} ⋃ M

⋃ {−m |m ∈M}. Also gilt U ⊆ nZ
Wir haben beide Inklusionen gezeigt, also folgtnZ = U 2

Folgerung 3.4 SeiG zyklisch, dann gilt:

G ∼= Z
︸ ︷︷ ︸

∨ G ∼= Z/nZ
︸ ︷︷ ︸

falls ♯G =∞ falls ♯G = k <∞

Beweis.Seiϕ ∈ Hom(Z, G) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Ein solcher existiert nach
Bemerkung 3.2, daG zyklisch ist. Insbesondere istKer(ϕ) ≤ Z eine Untergruppe. Nach der voran-
gegangenen Bemerkung 3.3 gibt es also einn ∈ N0, so dassKer(ϕ) = nZ ist. Mit dem Homomor-
phiesatz 2.14 gilt nun

G = Im(ϕ) ∼= Z�Ker(ϕ) = Z�nZ

Ist nun♯G =∞ so giltKer(ϕ) = {0} und wegenZ�0Z = Z folgt die Behauptung. 2

Bemerkung 3.5 SeiG zyklische Gruppe undU ≤ G. Dann gelten:
(i) U ist zyklisch
(ii) G�U ist zyklisch

Beweis.DaG zyklisch ist, gibt es einen Gruppenepimorphismusϕ : Z ։ G.
zu (ii): Mit der kanonischen Projektionπ erhalten wir einen Gruppenepimorphismus

ψ : Z
ϕ
։ G π ։ G�U
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somit istG�U nach Bemerkung 3.2 zyklisch.
zu (i): Nach Bemerkung 1.12 istϕ−1(U) eine Untergruppe vonZ, daher folgt mit Bemerkung 3.3 die
Isomorphie vonϕ−1(U) ∼= nZ für einn ∈ N Betrachte nun

ϕ−1(U)
ϕ
։ U

mit dem Homomorphiesatz (2.14) folgt nunϕ
−1(U)�Ker(ϕ)

∼= U somit istU zyklisch als Quotient

der zyklischen Gruppeϕ−1(U) mit Ker(ϕ). 2

Definition 3.6 (Elementordnung)
SeiG eine Gruppe undx ∈ G. Dann ist die Ordnung vonx definiert als:

Ord(x) := min{n ∈ N>0 |xn = e}

Existiert dieses Minimum nicht, dann definieren wir:Ord(x) := +∞

Bemerkung 3.7 Sei die GruppeG =< x > zyklisch, dann gilt:

Ord(x) = Ord(G) = Card(G)

Beweis.Wir unterscheiden in zwei Fälle: Zunächst seiOrd(x) =∞ dies ist genau dann der Fall, wenn
Ord(< x > ) =∞, denne, x, x2, . . . , xt sind paarweise verschieden für allet <∞. Betrachten wir
nun den anderen FallOrd(x) = n <∞. Die Elementee, x, x2, . . . , xn−1 sind paarweise verschieden,
denn ausxa = xb mit n < a < b folgt xa ·x−b = xa−b = e Dies ist jedoch ein Widerspruch, daa− b
nach unserer Voraussetzung zwischenn und0 liegt. Weiter istG :=< x >= {e, x, x2, . . . , xn−1}.

2

Bemerkung 3.8 SeiG eine endlich erzeugte Gruppe undx ∈ G, dann teilt die Ordnung vonx die
Ordnung vonG, alsoOrd(x) | Ord(G) d.h. es gibt einc ∈ N>0, so dassOrd(x) · c = Ord(G) ist.

Beweis.Der Satz von Lagrange (2.5) gibt uns die ZerlegungOrd(G) = Ord(< x >)·Ord(G :< x >)
2

Bemerkung 3.9 Seienp eine Primzahl undG eine Gruppe mitp Elementen (Card(G) = p). Dann
istG eine zyklische Gruppe.

Beweis.Seix ∈ G\{e}mit der soeben bewiesenen Bemerkung 3.8 folgtOrd(x) = p. Diese Aussage
ist aber äquivalent dazu, dassx die Gruppe erzeugt (< x >= G) also istG zyklisch. 2

Satz 3.10 (kleiner Fermat der Gruppentheorie)
SeiG eine endlich erzeugte Gruppe undx ∈ G eine Gruppenelement, dann gilt:xOrd(G) = e

Beweis.Aus dem Satz von Lagrange 2.5 folgtOrd(G) = Ord(x) · (G :< x >)
Betrachte alsoe(G:<x>) = e = xOrd(x) ⇒ e = (xOrd(x))(G:<x>) = xOrd(G) 2

Definition und Bemerkung 3.11 (Direktes Produkt)
Für alle i ∈ I seien GruppenGi gegeben. Dann ist das kartesische Produkt:

∏

i∈I
Gi zusammen mit

komponentenweiser Verknüpfung das direkte Produkt derGi.
∏

i∈I
Gi ist Gruppe
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Beweis.Wir müssen die drei Gruppenkriterien aus Definition 1.1 nachweisen:

zu 1.1 (i) Die komponentenweise definierte Verknüpfung ist komponentenweise assoziativ.

zu 1.1 (ii) Es gibt ein neutrales Elemente ∈∏Gi, denn sei füri ∈ I das neutrale Element inGi mit
ei bezeichnet, dann setzee := (. . . , ei, . . .). Für alleg = (. . . , gi, . . .) ∈

∏
Gi gilt dann:

e ◦ g = (. . . , ei ◦ gi, . . .) = (. . . , gi, . . .)

= g = (. . . , gi, . . .) = (. . . , gi ◦ ei, . . .) = g ◦ e

zu 1.1 (iii) Zu jedemg = (. . . , gi, . . .) ∈
∏
Gi gibt es ein inverses Element, nämlich

g−1 = (. . . , g−1
i , . . .) ∈

∏

Gi

2

Satz 3.12 (Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen)
SeiG eine endlich erzeugte, abelsche Gruppe, dann gibt es eindeutig bestimmter, s ∈ N und
d1, ..., ds ∈ N>0 mit di | dj für i ≤ j, so dass

G ∼= Zr ×
s∏

i=1

Z�diZ

Beweis.Folgt in Algebra II

Anmerkung: Sindn,m ∈ N>0 teilerfremd, dann giltZ�nZ× Z�nZ ∼= Z�(mn)Z

Beispiel 5 Wir bestimmen alle abelschen Gruppen mit♯G = 12 mit dem Hauptsatz:
DaG endlich ist, mussr = 0 gelten. Es gibt nur zwei Zerlegungen der12, die die Bedingungdi | dj
für i ≤ j erfüllen, nämlich12 = 12 und12 = 2 · 6. Also folgt mit dem Satz

G ∼= Z�12Z oder G ∼= Z�2Z× Z�6Z
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Kapitel II

Ringe

4 Ringe und Ideale

Definition 4.1 (Ringe, Unterringe, Ringhomomorphismen und Körper)
Eine MengeR zusammen mit Abbildungen

+, · : R×R→ R

heißt Ring (mit Einselement), falls gelten

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element bezüglich+ nennen wir0 := e+

(ii) (R\{0}, ·) ist ein Monoid. Das neutrale Element bezüglich· nennen wir1 := e.

(iii) (iii) Für alle a, b, c ∈ R gilt

• Das links-Distributivgesetz:a · (b+ c) = ab+ ac

• Das rechts-Distributivgesetz:(a+ b) · c = ac+ bc

Zur Vereinfachung definieren wir:R\{0} := R0. Mit dieser setzung heißt ein RingR

• kommutativ, falls(R0, ·) kommutativer Monoid ist.

• Schiefkörper, falls(R0, ·) eine Gruppe ist.

• Körper, falls(R0, ·) eine abelsche Gruppe ist.

Eine TeilmengeS ⊆ R heißt ein Unterring, falls

(i) (S,+) eine Untergruppe von(R,+) ist und

(ii) (S0, ·) ein Untermonoid von(R0, ·) ist.

SeienR,S Ringe. Eine Abbildungϕ : R → S heißt Ringhomomorphismus, fallsϕ mit beiden Ab-
bildungen verträglich und unitär ist, das heißt falls für allea, b ∈ R die folgenden Bedingungen
gelten:

(i) ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b)
(ii) ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b)
(iii) ϕ(1) = 1

Der Einfachheit halber behalten wir die NotationenHom(R,S), Iso(R,S), End(R), usw. für die
entsprechenden Mengen von Homomorphismen bei.
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Bemerkung 4.2 SeienR,S Ringe
(a) Gilt in R, dasse+ = 0 = 1 = e•, dann istR = {0}. Wir nennenR den „0-Ring”.
(b) Seiϕ ∈ Iso(R,S), dann istϕ−1 ∈ Iso(S,R)

Beweis.Zu (a) Für aller ∈ R gilt r = r · 1 = r · 0 = r · (1− 1) = r − r = 0

Zu (b) Für alles, t ∈ S gilt ϕ
(

ϕ−1(t) · ϕ−1(s)
)

= ϕ
(

ϕ−1(t)
)

· ϕ
(

ϕ−1(s)
)

= t · s
Es folgtϕ−1(t) · ϕ−1(s) = ϕ−1(t · s) 2

Beispiel 6 Die MengenR, Q, Z, MatK(n, n) (Ring dern×n-Matritzen über dem KörperK), EndK(V )
(Endomorphismenring über demK-VektorraumV ) sowieR[X] (Polynomring über dem RingR) sind
Ringe.

Anmerkung SeiR ein Ring. Ein Polynom
∑
anX

n ∈ R[X] ist ein formaler Ausdruck, also nichts
weiter, als die Koeffizientenfolge(a0, a1, . . . , an). Wir wollen in ZukunftR[X] genauer untersuchen,
daher ein ausführlicheres

Beispiel 7 SeiR ein kommutativer Ring undm ∈ N>0, dann istR[X1, . . . , Xm] der Polynomring in
m Variablen, also:

R[X1, . . . , Xm] =







∑

(n1,...,nm)∈N×...×N

a(n1,...,nm) ·Xn1

1 · . . . ·Xnm
m

∣
∣
∣
∣
∣
∣

fast allea(n1,...,nm) = 0







Hierbei heißt „fast alle”: Alle bis auf endlich viele Ausnahmen.

Anmerkung Der Polynomring inm Variablen lässt sich als Polynomring in einer Variable über dem
RingR[X1, . . . , Xm−1] auffassen, alsoR[X1, . . . , Xm] = R[X1, . . . , Xm−1][Xm]

Ab hier betrachten wir nur noch kommutative Ringe mit Einselement

SeienR,S Ringe undϕ ∈ Hom(R,S) ein Ringhomomorphismus. Wir können sofort zwei besondere
Eigenschaften vonKer(ϕ) = { r ∈ R |ϕ(r) = 0 } feststellen:

(i) Daϕ unter anderem auch ein Gruppenhmomorphismus ist, wissen wir aus dem Kapitel über Grup-
pen, dass(Ker(ϕ),+) eine (ablesche) Untergruppe von(R,+) ist.

(ii) Ist r ∈ Ker(ϕ) undx ∈ R, dann gilt

ϕ(xr) = ϕ(x) · ϕ(r) = ϕ(x) · 0 = 0

Daher istx · r ∈ Ker(ϕ)

Diese Eigenschaften des Kerns von Ringhomomorphismen wollen wir im Begriff des Ideals verallge-
meinern. Dazu die nächste

Definition 4.3 (Ideale)
Eine Teilmengea ⊆ R heißt Ideal, (wir schreiben danna �R,) falls
(i) a ist Untergruppe bzgl. der Addition:(a,+) ≤ (R,+)
(ii) a ist multiplikativ Abgeschlossen:∀ a ∈ a ∀x ∈ R : x · a ∈ a

Beispiel 8 Alle Ideale inZ sind von der FormnZ für n ∈ N
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Bemerkung 4.4 SeiR ein Ring unda ⊆ R, dann sind äquivalent:
(i) a ist ein Ideal vonR und (ii) ∀ a, b ∈ a ∀x ∈ R : a+ b ∈ a ∧ x · a ∈ a

Beweis.(i)⇒ (ii) ist klar nach Definition 4.3
(ii)⇒ (i) Seiena, b ∈ a ⇒ (−1) · b ∈ a ⇒ a− b ∈ a ⇒ (a,+) ≤ (R,+) 2

Bemerkung 4.5 SeienR,S Ringe undϕ ∈ Hom(R,S). Dann gelten:
(a) Istb � S ein Ideal, dann ist auchϕ−1(b) �R ein Ideal.
(b) Istϕ surjektiv unda �R ein Ideal, dann ist auchϕ(a) � S ein Ideal
(c) Im(ϕ) ⊆ S ist Unterring
(d) Ker(ϕ) �R ist ein Ideal

Beweis.zu a)
Wir haben in Bemerkung 1.12 die Untergruppeneigenschaft(ϕ−1(b),+) ≤ (R,+) nachgewiesen.
Seir ∈ ϕ−1(b) undx ∈ R, alsoϕ(r) ∈ b, dann giltϕ(xr) = ϕ(x) ·ϕ(r) ∈ b. Daher istxr ∈ ϕ−1(b)
zu b)
Auch hier ist mit Bemerkung 1.12 sofort klar, dassϕ(a) eine Untergruppe ist. Seiϕ(a) ∈ ϕ(a) und
x ∈ S. Daϕ surjektiv ist, existiert einy ∈ R mit ϕ(y) = x also

x · ϕ(a) = ϕ(y) · ϕ(a) = ϕ(ya) ∈ ϕ(a)

zu c)
Die Untergruppeneigenschaft vonIm(ϕ) in S haben wir bereits in Bemerkung 1.12 gezeigt. Seien
ϕ(q), ϕ(r) ∈ ϕ(R) = Im(ϕ), Dann ist auchϕ(q) · ϕ(r) = ϕ(q · r) ∈ Im(ϕ)
d) ist klar. 2

Wir erinnern uns an Faktorgruppen: SeiG eine Gruppe undN � G ein Normalteiler, dann istG�N
eine Gruppe. Wir wollen diese Konstruktion nun auf Ringe übertragen: Sei alsoR ein Ring unda�R
ein Ideal. Wir wissen, dass(a,+) Normalteiler von(R,+) ist und können daher die Faktorgruppe
(R,+)�(a,+) bilden (Vergleiche Satz 2.9).

DamitR�a auch ein Ring wird führen wir zusätzlich eine Multiplikation ein:

· : R�a×R�a → R�a

(x+ a, y + a) 7→ (x+ a) · (y + a) = xy + a

Die Wohldefiniertheit ist hierbei nicht trivial:

x+ a = x′ + a ∧ y + a = y′ + a

(x′ + a) · (y′ + a) = x′y′ + a

= (x− (x− x′) + a) · (Y − (y − y′) + a

= (x− (x− x′)) · (y − (y − y′)) + a

= xy − x(y − y′
︸ ︷︷ ︸

)− y(x− x′
︸ ︷︷ ︸

) + (x− x′)(y − y′)
︸ ︷︷ ︸

+a

∈ a ∈ a ∈ a

= xy + a = (x+ a) · (y + a)

Die Assoziativität und Distributivität erbtR�a vonR.R�a ist also ein Ring bzgl.· und +. Damit haben
wir die Wohldefiniertheit der folgenden Definition bereits gezeigt.
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Definition und Bemerkung 4.6 (Quotienten-, Faktorring, natürliche Projektion)
IstR ein Ring unda �R ein Ideal, dann istR�a ein Ring und heißt Faktor- oder Quotientenring.
Die natürliche Projektionπ : R → R�a ist surjektiver Ringhomomorphismus mitKer(π) = a.
(Vergleiche Bemerkung 2.10)

Satz 4.7 Seien die Bezeichnungen wie in der vorangegangenen Bemerkung 4.6,dann ist

{b | b �R�a} → {c | a ⊆ c}
b 7→ π−1(b)

eine Bijektion mit der UmkehrabbildungR� c 7→ π(c) ∈ R�a

Beweis.Nach Bemerkung 4.5 sindπ−1(b)} undπ(c) Ideale. Es bleibtπ ◦π−1 = id zu zeigen. Dieser
Beweis verläuft analog zum Beweis aus Satz 2.12. 2

Satz 4.8 (Homomorphiesatz)
SeienR,S Ringe undϕ ∈ Hom(R,S), dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ring-Isomorphismus:

ϕ̄ : R�Ker(ϕ) → Im(ϕ)

mit der Eigenschaft, dass das untenstehende Diagramm kommutiert.

R
ϕ //

π
��

S

R�Ker(ϕ) ϕ̄
// Im(ϕ)

ι

OO

Hierbei bezeichnenπ die natürliche Projektion undι die natürliche Inklusion.

Beweis.Der Beweis erfolgt analog zum Homomorphiesatz für Gruppen (2.14). Esgenügt zusätzlich
zu prüfen, obϕ̄ Ring-Homomorphismus ist. Da wir auch schon wissen, dasϕ̄ ein Gruppenhomomor-
phismus ist genügen

ϕ̄((x+ a)(y + a)) = ϕ̄(xy + a) = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = ϕ̄(x+ a) ϕ̄(y + a)

und ϕ̄(1 + a) = ϕ(1) = 1

2
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5 Primideale und Maximalideale

Wir betrachten die (bis auf Einheiten) eindeutige Primfaktorzerlegung inZ. Fürz ∈ Z gilt

z = ε · pm1

1 · . . . · pmr
r

Mit paarweise verschiedenen Primzahlenpi undε ∈ Z×. Wir können folgern, dass für einn ∈ N≥2

gilt: n ist genau dann eine Primzahl, wenn für alle Produkteab ∈ Z gilt:
Wennn teilt ab [Notation:n|ab] so folgtn teilt bereits eine der Zahlena oderb, alson|a ∨ n|b.
Wir wollen diese Eigenschaft im Begriff des Primideals verallgemeinern

Definition 5.1 (Einheiten, Nullteiler, maximale-, Haupt- und Primideale)
SeienR ein Ring undx ∈ R, dann heißtx

... eine Einheit, falls es einy ∈ R gibt, so dassx · y = 1R ist.
Die MengeR× := {x ∈ R | ∃ y ∈ R x · y = 1} der Einheiten inR heißt Einheitengruppe vonR und
bildet eine multiplikative Gruppe.

... ein Nullteiler, falls es einy ∈ R\{0} gibt, so dassx · y = 0 ist.
R heißt Nullteilerfrei oder Integritätsbereich, fallsR nicht der Nullring ist undR\{0} keine Nullteiler
enthält.

Sei nuna ⊳ R ein Ideal mita 6= R. a heißt genau dann

... Primideal, wenn daraus, dass das Produkt zweier Elemente ausR in a liegt folgt, das bereits eines
der Elemente ina ist, alsoa · b ∈ a ⇒ a ∈ a ∨ b ∈ a.
Die Menge aller Primideale inR bezeichnen wir als das Spektrum vonR und schreibena ∈ Spec(R)

... Maximalideal, wenn für alle Idealeb �R diea enthalten (a ⊆ b) gilt: a = b oderb = R
Die Menge aller Maximalideale inR bezeichnen wir als das maximale Spektrum vonR und schreiben
a ∈ Max(R)

Für ein Elementx ∈ R heißt(x) := {rx | r ∈ R} = xR das Hauptidealvonx.

Anmerkung Mit dieser Definition gilt:n ∈ Z ist genau dann eine Primzahl wenn(n) := nZ ein
Primideal inZ ist.

Beispiel 9 (Nullteiler / Einheiten)
Die RingeZ undQ sind Nullteiler frei. Der RingZ�4Z hingegen nicht, denn

2 · 2 = 4 ≡ 0 (mod) 4 und 2̄ 6= 0̄

Der RingZ hat die Einheiten1 und−1 und es giltZ× = {+1,−1}. In Q sind alle Elemnte ausser
der0 Einheiten, dass heißtQ× = Q \{0}.
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Bemerkung 5.2 (Eigenschaften von Idealen)
SeienS 6= {0} 6= R Ringe,x, y ∈ R unda �R. Es gelten:

(a) (x) = R ⇔ x ∈ R×

(b)R sei ein Integritätsring, dann gilt:(x) = (y) ⇔ ∃ ε ∈ R× x = ε · y
(c) es sind äquivalent:

(i) R ist ein Körper
(ii) R× = R\{0}
(iii) (0), R sind die einzigen Ideale inR
(iv) Für alleϕ ∈ Hom(R,S) gilt: ϕ ist injektiv.

(d) a ist Primideal⇔ R�a ist ein Integritätsring

(e) a ist Maximalideal⇔ R�a ist Körper
(f) Maximalideale sind Primideale

Beweis.

zu (a) Sei(x) = R, dann ist1R ∈ (x) und somit gibt es einy ∈ R mit der Eigenschaftx · y = 1R.
Seix ∈ R×, dann gibt es einy ∈ R mit der Eigenschaft, dass1R = x · y, also ist1R ∈ (x).

zu (b) Seienx, y ∈ R. Wir beweisen zunächst die⇐ Richtung: Also gibt es einε ∈ R×, so dass
x = ε · y Dann ist aberx ∈ (y) also(x) ⊆ (y). Daε eine Einheit ist, gibt es ein Inversesε−1,
so dassx · ε−1 = x. Dann ist abery ∈ (x) also(y) ⊆ (x).
Zur⇒ Richtung: Da(x) = (y) gilt ist x ∈ (y) also gibt es eina ∈ R, so dassx = a · y gilt.
Weiter isty ∈ (x) also gibt es einb ∈ R, so dassy = b · x gilt. Es gilt also:x = a · y = a · b · x
Nach Umformen erhalten wir0 = x(1 − ab). Das heißt aber, dassx = 0 oderab = 1 gelten
muss. Im ersten Fall ist auchy = 0, da wir (x) = (y) Vorausgesetzt haben wähle alsoε = 1 ∈
R×. Im zweiten Fall ista ∈ R× die gesuchte Einheit.

zu (c) Die Äquivalenz zwischen(i) und (ii) ist trivial. Für den Schlussvon (i) auf (iii) sei(0) 6= a�R
ein Ideal undx ∈ a ein Element, dann folgtx−1 · x ∈ a also ist1R ∈ a = R. Für den
Schlussvon (iii) auf (iv) betrachteKer(ϕ). Nach Bemerkung 4.5 ist der Kern ein Ideal also gilt
Ker(ϕ) = (0) oderKer(ϕ) = R. Der zweite Fall ist aber ausgeschlossen, daϕ(1) = 1 6= 0
gilt. Wir schließen zum Schluss nochvon (iv) auf (ii) dazu seix keine Einheit, alsox ∈ R\R×,
dann ist(x) 6= R. Betrachte nun die natürliche Projektionπ : R → R�(x) =: S. Diese ist,

daS nicht der Nullring ist, nach Voraussetzung injektiv also giltKer(π) = (x) = 0. Also gilt
R× = R\{0}.

zu (d) Seia �R ein Ideal mita 6= R. Für die⇒-Richtung sei(x+ a) · (y+ a) = a, dann istxy ∈ a

und somit istx ∈ a odery ∈ a, daa ein Primideal ist. Also istR�a Nullteilerfrei.
Für die⇐-Richtung sei nunxy ∈ a Betrachte:(x+a) · (y+a) = (xy+a) = a Also ist bereits
x+ a = a odery + a = a und somitx ∈ a odery ∈ a.

zu (e) Sei a � R ein vonR echt verschiedenes Ideal. Auch hier sind wieder zwei Richtungen zu
Zeigen, wir beginnen mit der⇒-Richtung: Daa nach Vorraussetzung Maximal ist kannR�a
nur die IdealeR und(0) enthalten, somit folgt aus (c) die Behauptung.
In der Gegenrichtung istR�a ein Körper nach Voraussetzung, enthält somit nur die IdealeR
und(0) es folgt sofort die Behauptung.

zu (f) Körper sind Integritätsbereiche, somit folgt die Behauptung aus den Teilen (d) und (e). 2
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Folgerung 5.3 Sein ∈ N>1, dann sind äquivalent:
(i) n ist Primzahl
(ii) (n) � Z ist ein Primideal

(iii) Z�nZ ist nullteilerfrei
(iv) (n) � Z ist ein Maximalideal
(v) Z�nZ ist ein Körper (Notation:Fn)

Beweis.Die Äquivalenzen von (ii) und (iii) und von (iv) und (v) haben wir in Bemerkung 5.2 gesehen.
Für den Schluss von (i) auf (ii) seiab ∈ (n). Also gibt es einc ∈ Z so dassn · c = ab gilt, das heißt
aber nichts anderes alsn|ab. Dan eine Primzahl ist gilt nun entwedern|a odern|b. Wie oben können
wir schließen, dass danna ∈ (n) oderb ∈ (n) gelten muss. In der Gegenrichtung folgt ausab ∈ (n)
sofort, dassa ∈ (n) oderb ∈ (n) alson|a odern|b.
Wir schließen nun von (iii) auf (v), dazu seix̄ = x+ nZ ∈ Z�nZ\{0}. Wegen der Division mit Rest
gibt es einy ∈ Z, so dass

x · y ≡ 1 (mod)n

gilt. Dann ist aber̄y = y + nZ das Inverse von̄x = x + nZ. Da x̄ beliebig war folgt, dass jedes
Element ausser der Null eine Einheit ist. Nach Bemerkung 5.2 istZ�nZ also ein Körper.
Der letzte Schluss von (iv) auf (ii) ist trivial, da Maximalideale immer Primideale sind. 2

Folgerung 5.4 Primideale vonZ = {(p) � Z | p prim ∨ p = 0 }
Maximalideale vonZ = {(p) � Z | p prim} 2

Satz 5.5 SeiR ein Ring, dann besitztR ein Maximalideal.

Beweis.SeiM := { a �R | a 6= R }, dann istM halb-geordnet bzgl. „⊆”.
D.h.a ⊆ a, und fallsa ⊆ b ∧ b ⊆ a⇒ a = b

Behauptung 1 Jede totalgeordnete Teilmenge{ai | i ∈ I} ⊆M besitzt eine obere Schranke.
In Formeln∀ i, j ∈ I ai ⊆ aj ∨ aj ⊆ ai

(∗).
Die obere Schranke ist:a :=

⋃

i∈I ai mit ∀ i ∈ I ai ⊆ a, a ⊆M

Beweis.a 6= R, da1 /∈ ai ∀ i ∈ I. Es genügt also zu zeigen, dassa �R ein Ideal ist.
Seia ∈ a undr ∈ R ⇒ ∃ i ∈ I a ∈ ai ⇒ r · a ∈ ai ⊆ a Seien nuna, b ∈ a ⇒ ∃ i, j ∈ I a ∈
ai ∧ b ∈ aj
(∗)
=⇒ a, b ∈ ai ∨ a, b ∈ aj =⇒ a+ b ∈ ai ⊆ a ∨ a+ b ∈ aj ⊆ a △
Nun können wirZorns Lemmaanwenden:M besitzt maximale Elemente, also Maximalideale.2

Folgerung 5.6 In jedem RingR gelten:
1) Jedes Ideala �R ist in einem Maximalidealm �R enthalten.
2) Jede nicht Einheitx ∈ R\R× ist in einem Maximalidealm �R enthalten.

Beweis.zu 1)
Betrachte die natürliche Projektionπ : R → R�a. Sei nunm̄ � R�a ein Maximalideal nach Satz 5.5.
Dann istπ−1(m̄) �R ein Maximalideal, dassa enthält.
(2) folgt aus (1) mita = (x) 2

Bemerkung 5.7 Es seienR ein Ring,p�R ein Primideal undS := R\p, dann istS eine multiplikativ
abgeschlossene Teilmenge vonR. D.h.1 ∈ S ∧ s1, s2 ∈ S ⇒ s1 · s2 ∈ S
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Beweis.dap ein echt vonR verschiedenes Ideal ist, ist1R /∈ p also ist1R ∈ S
Sinds1, s2 ∈ S dann sind diese nicht inp enthalten. Dap ein Primideal ist, gilts1 · s2 /∈ p ist also ein
Element inS. 2

Definition und Satz 5.8 (Lokalisierung vonR beip)
Es seienR ein Ring,p �R ein Primideal undS := R\p. Dann gelten:

(a) AufR× S wird durch(r, s) ∼ (r′, s′) :⇔ ∃ t ∈ S t · (rs′ − r′s) = 0
eine Äquivalenzrelation definiert. Wir bezeichnen die Äquivalenzklassen bzgl. „∼” mit r

s .
(IstR zusätzlich Integritätsbereich und0 6= S dann gilt: (r, s) ∼ (r′, s′)⇔ rs′ − r′s = 0)

(b) Die Menge der Äquivalenzklassen „S−1R” wird zu einem Ring mittels
r
s + r′

s′ := rs′+r′s
ss′ und r

s · r
′

s′ := rr′

ss′

Für S−1R schreiben wir auchRp und nennen dies die Lokalisierung vonR beip.

Beweis.Sowohl das∼ eine Äquivalenzrelation ist (a) also auch, dass „S−1R” ein Ring ist (b), wird
durch einfaches Nachrechnen gezeigt. 2

Folgerung 5.9 SeiR ein Integritätsbereich undS := R\{0}. Dann istS nach Bemerkung 5.7 multi-
plikativ abgeschlossen und es gilt:S−1(R) = Quot(R) = Q(R) = Frac(R) ist der Quotientenkör-
per vonR

Beweis.Jedesrs mit r 6= 0 hat multiplikatives Inverses:sr . 2

Beispiel 10 (Quotientenkörper)
- Der Quotientenkörper vonZ ist Quot(Z) = Q
- Der Quotientenkörper vonQ ist Quot(Q) = Q, dennQ ist bereits ein Körper.

Bemerkung 5.10R sei ein Integritätsbereich undS  R multiplikativ abgeschlossen mit0 6= S,
dann istϕ ∈ Hom(R,S−1R) mitϕ(r) 7→ r

1 injektiv.

Beweis.Die Homomorphieigenschaft rechnet mensch leicht nach.
Zur injektivität:Ker(ϕ) = { r ∈ R | r1 = 0} = { r ∈ R | ∃ t ∈ S : tr = 0} = { r ∈ R | r = 0} 2

6 Euklidische Ringe

Definition 6.1 (euklidischer Ring)
SeiR Integritätsring. Wenn es eine Abbildungγ : R→ N gibt, so dass es für allea, b ∈ R mit b 6= 0
Elementec, d ∈ R gibt, mit der Eigenschafta = c · b+ r mit γ(r) < γ(b) ∨ r = 0
dann heißtR euklidischer Ring.

Beispiel 11 SeiK ein Körper, dann ist der PolynomringK[X] überK ein euklidischer Ring. Belie-
bige Körper und der Ring der ganzen ZahlenZ sind euklidische Ringe.

22



Beispiel 12 (Der Ring der Gaussschen ZahlenZ[i] ist euklidisch)
Z[i] := {x+ iy |x, y ∈ Z ∧ i2 = −1 } ist euklidischer Ring mit

γ : Z[i] → N

x+ iy 7→ x2 + y2 = |x+ iy|2

Seiena+ ib, c+ id ∈ Z[i] undc+ id 6= 0. Suche hierzux+ iy, r + is ∈ Z[i] mit

a+ ib = (c+ id)(x+ iy) + (r + is) und γ(r + is) < γ(c+ id) ∧ r + is = 0C

a+ib
c+id ∈ C. Es gibtx+ iy ∈ Z[i] mit γ(a+ibc+id − (x+ iy)) <

(√
2

2

)2
= 1

2 < 1

Bemerkung: γ ist multiplikativ.
a+ ib = (c+ id)(x+ iy) + (r + is)

⇒ γ(r + is) = γ
(

(a+ ib)− (c+ id)(x+ iy)
)

= γ(c+ id) · γ
(
a+bi
c+di − (x+ iy)

)

< γ(c+ id)

Definition 6.2 (Hauptidealring)
SeiR ein Integritätsring, dann heißtR Hauptidealring (HIR, pid), wenn es für alle Idealea � R ein
a ∈ R gibt, dassa erzeugt, alsoa = (a) = aR

Satz 6.3 Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring

Beweis.SeiR ein euklidischer Ring unda � R ein Ideal. Wählea ∈ a, so dassa 6= 0 und γ(a)
minimal ist.

Behauptung Das Ideala wird vona erzeugt, also(a) = a

Beweis.Das(a) in a enthalten ist ist klar, betrachten wir also die andere Inklusion. Sei hierzux ∈ a,
dann gibt esr, c ∈ R mit der Eigenschaftx = c · a + r so dassγ(r) < γ(a) oderr = 0. Es muss
r = 0 und somitx = ca ∈ (a) gelten, denn sonst ist0 6= r = x − ca ∈ a undγ(r) < γ(a). Wir
hattena aber gerade so gewählt, dassγ(a) minimal ist. 2

Bemerkung 6.4 SeiR ein Hauptidealring und(p) �R ein Primideal mit0 6= (p) 6= R, dann ist(p)
ein Maximalideal

Beweis.Nach Satz 5.5 ist(p) in einem Maximalideal(m) � R enthalten, es gilt alsop = r ·m mit
r ∈ R. Hieraus folgt, dassrm ∈ (p) liegt und da(p) nach Vorraussetzung ein Primideal ist folgt
sofort r ∈ (p) oderm ∈ (p). Istm ∈ (p), so folgt(m) ⊆ (p) ⊆ (m) also(m) = (p) andernfalls
wärer = p · s mit s ∈ R und somit folgter ·m = p = r · s. DaR ein Integritätsring ist dürfen wir
schließen, dass dannsm = 1 gelte, alsom eine Einheit vonR wäre. Dies liefert einen Widerspruch
zur Maximalität von(m). 2

Bemerkung 6.5 (Hauptidalringe sind noethersche Ringe)
SeiR ein Hauptidealring, dann wird jede aufsteigende Idealkette

a1 ⊆ a2 ⊆ . . . ⊆ an n ∈ N ∪ {∞}

stationär, mit anderen Worten es gibt einN ∈ N so dass für allei ≥ N gilt ai = aN
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Beweis.Definiere

a :=

∞⋃

i=1

ai

Wir haben bereits in Satz 5.5 gesehen, dassa dann ein Ideal ist. DaR ein Hauptidealring ist gibt es
eina ∈ a mit (a) = a. Insbesondere gibt es alsoaN mit a ∈ aN für einN ∈ N. Damit gilt aber

(a) ⊆ aN ⊆ (a) = a

Also folgt soforta = (a) = aN . Da die Idealkette aufsteigend war ist alles gezeigt. 2

Definition 6.6 (Teilerfremd, Addition, Multiplikation von Idealen)
SeienR ein Ring unda, b �R Ideale. Setze

a + b :=

{
n∑

i=1

(ai + bi) |n ∈ N ∧ ai ∈ a ∧ bi ∈ b

}

= {a+ b | a ∈ a ∧ b ∈ b }

a · b :=

{
n∑

i=1

(ai · bi) |n ∈ N ∧ ai ∈ a ∧ bi ∈ b

}

= {a · b | a ∈ a ∧ b ∈ b }

an :=
n∏

i=1

a

a undb heißen genau dann Teilerfremd, wenna + b bereits der gesamte Ring ist.
Seienx1, . . . , xn ∈ R setze(x1, . . . , xn) := (x1) + . . .+ (xn)

Bemerkung 6.7 In jedem HauptidealringR gelten:
(i) Seien(p1), (p2) �R Primideale mit(p1) 6= 0 6= (p2) dann gilt(p1) + (p2) = R ∨ (p1) = (p2)
(ii) Seienx1, . . . , xn ∈ R, dann ist

n∏

i=1

(xi) =

(
n∏

i=1

xi

)

Beweis.zu i) Setze(p1) + (p2) = (a), dann sind(p1), (p2) ⊆ (a). Da(p1) und(p2) nach Bemerkung
6.4 Maximalideale sind folgt(a) = (p1) = (p2) oder(a) = R.

zu ii) Es genügt die Behauptung für zwei Ideale(a), (b)�R zu zeigen. Sei zunächstx ∈ (a) ·(b) dann
können wirx schreiben als

∑
ria ·sibmit ri, si ∈ R. Nach Umformung alsox = (

∑
risi) ab ∈ (ab).

Sei nunx ∈ (ab), dann lässt sichx schreiben alsx = r · ab = (r · a) · b ∈ (a) · (b) mit r ∈ R 2

Satz 6.8 SeiR ein Hauptidealring, dann besitzt jedes nicht-Nullideal(a) � R eine bis auf Vertau-
schung eindeutige Zerlegung in Maximalideale, also(a) = (p1) · . . . · (pr) mit r ∈ N

Beweis.Die Existenz dieser Zerlegung beweisen wir Konstruktiv, hierzu setzen wir zunächsta0 := a
und betrachten den Sonderfall, dassao ∈ R× eine Einheit ist. Dann ist die gesuchte Zerlegung das
leere Produkt. Im Hauptfall betrachte

• Nach Satz 5.5 gibt es ein Maximalideal(p1) mit a0 ∈ (p1), dann können wira0 aber darstellen
alsa0 = p1 · a1 mit a1 ∈ R. Ist a1 eine Einheit, dann sind die Ideale(a0) und(p1) gleich, ist
a0 eine nicht-Einheit, dann ist das vona0 erzeugte Ideal echt in(a1) enthalten.
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• Nach Satz 5.5 gibt es ein Maximalideal(p2) mit a1 ∈ (p2), dann können wir wiederuma1

darstellen alsa1 = p2 · a2 mit a2 ∈ R. Ist a2 eine Einheit, dann sind die Ideale(a1) und(p2)
gleich, ista2 eine nicht-Einheit, dann ist das vona1 erzeugte Ideal echt in(a2) enthalten.

• . . .

Annahme: Der oben konstruierte Prozess ist endlos, dann gibt es eine unendlicheIdealkette

(a0) $ (a1) $ (a2) $ (a3) $ . . .

Dies ist aber ein Widerspruch zur Bemerkung 6.5.
Zum Beweis der Eindeutigkeit seien(p1) · . . . · (pr) = (a) = (q1) · . . . · (qm) zwei (nicht notwendig
verschiedene) Zerlegungen von(a), dann ist(q1) · . . . · (qm) = (q1 · . . . qm) ⊆ (p1). Es gibt also
einen Indexi derart, dassqi ∈ (p1) also(qi) ⊆ (p1) gilt. Da sowohl(qi) als auchp1 Maximalideale
sind müssen diese Assoziert sein, alsoqi = εp1 mit ε ∈ R×. Wir dürfen nun schliesen, dass es ein
δ ∈ R× gibt, so dass

δ · p1 · . . . · pr = q1 · . . . · qm
= ε · p1 · q1 · . . . · qi−1 · qi+1 · . . . · qm

DaR ein Integritätsbereich ist folgt

δ · p2 · . . . · pr = ε · q1 · . . . · qi−1 · qi+1 · . . . · qm

Gehen wir zurück zu den von dempj undql erzeugten Hauptidealen erhalten wir

(p2) · . . . · (pr) = (q1) · . . . · (qi−1 · (qi+1) · . . . · (qm)

Setze dieses Verfahren induktiv fort. 2

Bemerkung 6.9 SeienR ein Hauptidealring unda � R mit a 6= (0), dann besitzta eine Zerlegung
der Form:

a = (p1)
l1 · . . . · (pn)ln

mit paarweise teilerfremden Maximalidealen(pi). Diese Zerlegung ist bis auf Vertauschung eindeutig.

Beweis.(1) Existenz
Seia = (a0) und o.B.d.A.a0 /∈ R× mit Folgerung 5.6 gibt es ein Maximalideal(p1) � R so dass
a0 ∈ (p1) enthalten ist. Wir könnena0 also schreiben alsa0 = p1 · a1 mit a1 ∈ R
1. Fall(a1 ∈ R×) dann ista = (a0) = (P1 · a1) = (p1) und die Existenz ist bewiesen.
2. Fall (a1 /∈ R×) dann ist(a0) in (a1) enthalten also gibt es mit Folgerung 5.6 ein Maximalideal
(p2) �R derart, dassa1 ∈ (p2) enthalten ist. Wir könnena1 also schreiben alsa1 = p2 · a2

Dieses Verfahren wiederholen wir solange, bis diese Folge durch Fall 1abbricht, oder, nach Bemer-
kung 6.5, stationär wird.
(2) Eindeutigkeit:
Seien(p1)

l1 · . . . · (pn)ln = a = (q1)
f1 · . . . · (qm)fm ≤ (q1)

insbesondere ist dann(p1)
l1 · . . . · (pn)ln ∈ (q1)

Da(q1) ein Primideal ist gibt es einen Indexi, so dasspi ∈ (q1) liegt. Es folgt sofort, dass(pi) = (q1),
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denn(pi), (q1) sind Maximalideale.
Wir könnenpi also schreiben alspi = ε · q1 mit ε ∈ R× damit gilt

pl11 · . . . pli−1
i · pi · . . . · plnn = εq1 · pl11 · . . . pli−1

i · . . . · plnn
= δqf11 · . . . · qfm

m

mit δ ∈ R× teile nun durchq1 und erhaltepl11 · . . . pli−1
i · . . . · plnn = ε−1δqf1−1

1 · . . . · qfm
m

Setze dieses Verfahren nun induktiv fort. 2

7 Faktorielle Ringe

Definition 7.1 (Teiler und Assoziertheit)
SeienR ein Integritätsring unda, b ∈ R, dann heißtb Teiler vona (Notation:b|a), falls es einc ∈ R
gibt, mit der Eigenschafta = bc
Die Elementea, b heißen Assoziert (Notation:a=̂b), falls es einε ∈ R× gibt, mit der Eigenschaft
a = εb (Nach Bemerkung 5.2 heißt das(a) = (b))

Definition 7.2 (Irreduzible- und Primelemente)
SeiR ein Ring.
Ein Elementp ∈ R\R× heißt Primelement, falls das vonp erzeugte Hauptideal(p) ein Primideal ist.
Ein Elementr ∈ R\R× heißt irreduzibel oder unzerlegbar, falls ausr = ab stets folgt, dass einer der
beiden Faktoren eine Einheit ist, d.h.a ∈ R× oderb ∈ R×.

Bemerkung 7.3 In Integritätsringen sind Primelemente irreduzibel.

Beweis.SeiR ein Integritätsring undp ∈ R ein Primelement. Weiter seiena, b ∈ R mit p = ab
dann teiltp das Produktab und somit teiltp bereitsa oderb nach Voraussetzung. O.B.d.A. gelte:p|a
dann gibt es eina′ ∈ R derart, dassa = pa′ Wir könnenp also schreiben alsp = ab = pa′b. DaR
nullteilerfrei ist folgt:1 = a′b also istb ∈ R× undp ist irreduzibel. 2

Bemerkung 7.4 R sei Integritätsring unda eine nicht-Einheit, alsoa ∈ R\R×. Seien weiter Prim-
elementep1, . . . , pr ∈ R und irreduzible Elementeq1, . . . , qs ∈ R mit der Eigenschaft

p1 · . . . · pr = a = q1 · . . . · qs

gegeben. Dann gilt:r = s und für allei = 1, . . . , s gibt es einj mit der Eigenschaftpi=̂qj

Beweis.Es gilt:p1|q1 · . . . · qs ⇒ ∃ i ∈ {1, . . . , s} p1|qi ⇒ p1=̂qi teile nunp1 aus der Gleichung und
fahre induktiv fort mitp2 2

Satz 7.5 Es sind äquivalent:
(a) ∀ a ∈ R\R× ∃ q1, . . . , qs ∈ R irreduzibel a = q1 · . . . · qs
Diese Zerlegung ist Eindeutig bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit.
(b) ∀ a ∈ R\R× ∃ p1, . . . , ps ∈ R Primelemente a = p1 · . . . · ps
Beweis.zu „(b)⇒ (a)”:
Die pi sind irreduzibel nach Bemerkung 7.3 und die Eindeutigkeit folgt sofort aus 7.4
zu „(a)⇒ (b)”:
Es genügt hier zu zeigen, dass jedes irreduzible Element ein Primelement ist.
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Sei alsop ∈ R\R× irreduzibel unda, b ∈ R mit p|ab
Wir betrachten zunächst den Sonderfall, dassa = 0 ∨ b = 0 ∨ a ∈ R× ∨ b ∈ R×. In diesem Fall ist
die Aussage immer wahr. Betrachten wir nun den Hauptfall:
nach (a) gilt:a = a1 · . . . · ar ∧ b = b1 · . . . · bs mit ai, bi irreduzibel∀ i, j Es folgt, dassp das Produkt
allerai, bj teilen muss, alsop|a1 · . . . · ar · b1 · . . . · bs. Das heißt es gibt entweder einen Indexi derart,
dassp=̂ai oder einen Indexj mit der Eigenschaftp=̂bj also folgt, dassp|a oderp|b 2

Definition 7.6 (Faktorring oder ZPE-Ring)
SeiR ein Integritätsring, dann heißtR faktorieller Ring, oder ZPE-Ring (Zerlegung in Primelemente),
falls die äquivalenten Bedingungen aus Satz 7.5 gelten.

Bemerkung 7.7 In einem faktoriellen Ring ist jedes irreduzieble Element ein Primelement. 2

Folgerung 7.8 Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis.SeiR ein Hauptidealring, unda ∈ R\{0 ∪R×} eine nicht-Einheit dann leifert Satz 6.8 eine
Zerlegung des vona erzeugten Hauptideals in Primideale(pi) also(a) = (p1)

d1 · . . . · (pr)dr . Dies
liefert in kanonischer Weise eine Zerlegung in Primelemente vona durcha = pd11 · . . . · pdr

r 2

Folgerung 7.9 Euklidische Ringe sind faktorielle Ringe.

Beweis.Euklidische Ringe sind Hauptidealringe nach Satz 6.3. 2

Definition und Bemerkung 7.10 (Zerlegung in Primfaktoren)
SeiR ein faktorieller Ring undP ein Vertretersystem der Primelemente bis auf Assoziertheit. Dann
lässt sich jedes Elementa ∈ R\{0} eindeutig schreiben als

a = ε
∏

p∈P

pvp(a) mit ε ∈ R× undvp(a) ∈ Z

2

Definition 7.11 (größter gemeinsamer Teiler)
SeiR ein Integritätsring dann heißtb ∈ R größter gemeinsamer Teiler vonx1, . . . , xn ∈ R\{0}, falls

(i) für alle 1 ≤ i ≤ n gilt b teilt xi und
(ii) wenn aus der Existenz einesa ∈ R, das ebenfalls die Eigenschaft hat allexi zu teilen, folgt, dass
a auchb teilt.
Wir schreiben dannb = ggT(x1, . . . , xn)

Anmerkung: In allgemeinen Ringen muss es keinen größten gemeinsamen Teiler geben. Jedoch ist er,
wenn es einen gibt, bis auf Assoziertheit eindeutig bestimmt.

Bemerkung 7.12 SeienR ein faktorieller Ring,P wie in Definition 7.10 undx1, . . . xn ∈ R\{0}.
Dann ist:

∏

p∈P

pmin{vp(x1),...,vp(x2)}

ein größter gemeinsamer Teiler vonx1, . . . , xn. 2
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Bemerkung 7.13 SeienR ein Hauptidealring undx1, . . . , xn ∈ R\{0}, dann ist
(x1) + . . .+ (xn) = (x1, . . . , xn) = (d) undd ist ein größter gemeinsamer Teiler vonx1, . . . , xn

Beweis.Sei (d) := (x1, . . . , xn) dann sind diexi in (d) für alle i enthalten, also teiltd alle xi .
Nach Definition teiltd dann auch den größten gemeinsamen Teiler derx1, . . . , xn. Definiere nun
a := ggT(x1, . . . , xn) dann folgt sofort, dass für allei gilt xi ∈ (a) also ist(d) ⊆ (a). Diese
Inklusion können wir zua|d übersetzen, damit folgt jedoch sofort die Assoziiertheit vona und d.

2

Satz 7.14 (Euklidischer Algorithmus)
SeiR ein euklidischer Ring mit der Normfunktionδ wie in Definition 6.1. Seien weitera, b ∈ R\{0}.

a = q1 · b+ a2 mit q1, a2 ∈ R und δ(a2) < δ(b) ∨ a2 = 0

b = q2 · a2 + a3 mit q2, a3 ∈ R und δ(a3) < δ(a2) ∨ a3 = 0

a2 = q3 · a3 + a4 mit q3, a4 ∈ R und δ(a4) < δ(a3) ∨ a4 = 0

. . .

Es gibt ein minimalesn ∈ N>0, so dassan+1 = 0 alsoan−1 = anqn + 0
Dann istan = ggT(a, b) und es existierenα, β ∈ R : an = αa+ βb

Beweis.Dieser Algorithmus bricht ab, denn wegenδ(a1) > δ(a2) > δ(a3) > . . . wird 0N erreicht.
Weiter gilt, dassan teilt an−1 also teiltan auchan−2 und so weiter, daher folgt, dassan teilt a0 und
an teilt a1. Wegenan = α · a+ β · b gilt für ein d ∈ R mit der Eigenschafta undb zu teilen, dassd
auchan teilt. Also istan = ggT(a, b). 2

Beispiel 13 (Kongruenzen inZ - Anwendung des chinesischen Restsatzes)
Seiena, b ∈ Z teilerfremd, d.h.ggT(a, b)=̂1. Wir suchen einx ∈ Z für das gilt:
x ≡ m moda
x ≡ n modb
Da a undb teilerfremd finde mit Satz 7.14 Elementeα undβ, so dass1 = αa+ βb. Wir stellen fest:
αa ≡ 1 modb ∧ αa ≡ 0 moda
βb ≡ 0 modb ∧ βb ≡ 1 moda
Setze alsox := m · βb+ n · αa X

Definition und Bemerkung 7.15 (Direktes Produkt von Ringen)
SeiI eine Indexmenge und für allei ∈ I seien RingeRi gegeben, dann ist das karthesische Produkt
der RingeRi zusammen mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ein Ring
(Notation:

∏

i∈I
Ri). Wir nennen

∏

i∈I
Ri das direkte Produkt der RingeRi.

Beweis.Nachrechnen der Ringeigenschaften. 2

Satz 7.16 (chinesischer Restsatz)
SeiR ein Ring unda1, . . . , an �R seien Ideale. Die Abbildung

ϕ : R →
n∏

i=1

R�ai

r 7→ (r + ai, . . . , r + an)
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ist Ringhomomorphismus mit den Eigenschaften:
(i) ϕ ist surjektiv⇔ ∀ i 6= j ai + aj = (1) (paarweise Teilerfremd)
(ii) Ker(ϕ) =

⋂n
i=1 ai

(iii) ϕ ist injektiv⇔ ⋂n
i=1 ai = (0)

Beweis.Dasϕ ein Ringhomomorphismus ist, ist klar, daϕ die natürliche ProjektionR → R�ai in
jeder Komponente ist.
zu (i) „⇒“
Seieni 6= j beliebig wir finden einr ∈ R mit der Eigenschaft:
ϕ(r) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) =: ei (1 in deri-ten Komponente, sonst Nullen)
Für allej 6= i ist r ∈ aj , da0 = r + aj betrachte
ϕ(1− r) = (1, . . . , 1)− ei ⇒ 1− r + ai = 0⇒ 1− r ∈ ai Also ist1 = (1− r) + r ∈ ai + aj
Somit gilt1 ∈ ai + aj = R
zu (i) „⇐“
Es genügt hier zu zeigen, dass für jedesi gilt ei ∈ Im(ϕ). Seien hierzui, j beliebig miti 6= j, wähle
einxj ∈ aj und einyi ∈ ai derart, dass1 = xj + yi. Definiere

r :=
n∏

j=1
i6=j

xj =
n∏

i=1
i6=j

(1− yi) ∈ aj ∀ i 6= j

= 1 + ỹ mit ỹ ∈ ai

Wir haben gezeigt, dassϕ(r) = ei ist, alsoei im Bild vonϕ liegt, somit folgt die Behauptung.
(ii) und (iii) sind aus den entsprechenden Definitonen klar. 2

Bemerkung 7.17 SeiR ein Ring unda1, . . . , an paarweise teilerfremde Ideale1. Dann gilt

n⋂

i=1

ai =
n∏

i=1

ai

Beweis.Wir beweisen zunächst eine weitere Behauptung, und führen den Beweis dann anschließend
per Induktion:

Behauptung 1
n−1∏

i=1
ai undan sind Teilerfremd.

Beweis.Wählexi ∈ ai undyi ∈ an mit 1 = xi + yi für i = 1, . . . , n− 1, dann folgt

1 =
n−1∏

i=1

(xi + yi) =
n−1∏

i=1

xi + ỹ ỹ ∈ an

⇒ 1 ∈
n−1∏

i=1

ai + an

△
Wir setzen den Induktionsanfang bein = 2
Zu zeigen:a1 ∩ a2 = a1 · a2 für 1 = a1 + a2

1Vergleiche Satz 7.16 (i)
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Seia ∈ a1 ∧ b ∈ a2 mit 1 = a+ b
a1 · a2 ⊆ a1 ∩ a2 ist klar nach Def. (a1 · a2 := {a · b | a ∈ a1 ∧ b ∈ a2 })
zu „⊇: Seir ∈ a1 ∩ a2 dann istr = r · 1 = r(a+ b) = ra+ rb ∈ a1 · a2

Die eigentliche Induktion ist mit der zuvor bewiesenen Behauptung 1 leicht. 2

Folgerung 7.18 SeiR ein Hauptidealring unda � R ein Ideal mit der Eigenschaft2 a =
n∏

i=1
(pi)

ei

und diepi paarweise Teilerfremd. Dann ist

R�a
∼=

n∏

i=1

R�(pei
i )

2

Beispiel 14 Es gilt Z�18Z
∼= Z�2Z× Z�9Z denn18 = 2 · 32 und(2), (3) � Z sind Teilerfremd.

8 Der Satz von Gauß

Definition und Bemerkung 8.1 (Zerlegung in Primelemente3)
SeiR ein faktorieller Ring undK := Quot(R) sein Quotientenkörper. Sei weiterP ⊂ R ein Vertre-
tersystem der Primelemente bezüglich Assoziertheit inR. Dann lässt sich jedesx ∈ K\{0} eindeutig
als ein Produkt von Primelementen schreiben:

x = ε
∏

p∈P

pvp(x) mit vp(x) ∈ Z und fast allevp(x) = 0 sowieε ∈ R×

2

Beispiel 15R = Z,K = Q undx = − 7
36 Dann gilt

P = {p ∈ Z prim | p > 0 } undx = (−1) · 2−2 · 3−2 · 50 · 71 · 110 · . . .
Also:v2(x) = v3(x) = −2 undv7(x) = 1 und für allep ∈ P\{2, 3, 7} gilt vp(x) = 0

Bemerkung 8.2 Seien die Voraussetzungen wie eben, dann gelten:
(i) x ∈ R⇔ für alle p ∈ P gilt vp(x) ≥ 0
(ii) für alle p ∈ P gilt vp(xy) = vp(x) + vp(y)
(iii) x ∈ R× ⇔ für alle p ∈ P gilt vp(x) = 0 2

Definition 8.3 (Primpotenzen)

SeienR,K,P wie in Bemerkung 8.1 gegeben. Zusätzlich seif(X) :=
n∑

i=0
aiX

i ∈ K[X] ein Polynom,

dann setze:vp(f) := min
i
{vp(ai)}.

Bemerkung 8.4 SeienP,K,R wie in Bemerkung 8.1 undf wie eben gegeben. Es gelten:
(i) vp(f) 6= 0 für höchstens endlich vielep ∈ P

(i) vp(f) ≥ 0 ∀ p ∈ P ⇒ f(X) ∈ R[X] 2

2Vergleiche Bemerkung 6.9
3Vergleiche Bemerkung 7.10
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Satz 8.5 SeienP,K,R wie in Bemerkung 8.1. Weiter seienf(X) :=
n∑

i=0
aiX

i undg(X) :=
n∑

i=0
biX

i

Polynome mit Koeffizienten inK. Es gilt:

vp(f · g) = vp(f) + vp(g) ∀ p ∈ P

Beweis.Zunächst grenzen wir das Problem auf einen Sonderfall ein, den wir imFolgenden beweisen
werden.
(1.) Wir können o.B.d.A. annehmen, dassf, g ∈ R[X] liegen, denn fürα ∈ K\{0} gilt:
vp(αf) = vp(α) + vp(f). Wähle alsoα, β ∈ K\{0} derart, dassαf, βg ∈ R[X] und betrachte:

vp(αf · βg) = vp(αβ · fg) = vp(αβ) + vp(fg)

= vp(α) + vp(β) + vp(f) + vp(g) = vp(α) + vp(f) + vp(β) + vp(g)

= vp(αf) + vp(βg)

(2.) Wir können weiterhin o.B.d.A. annehmen, dassf, g ∈ R[X] die Eigenschaftvp(f) = 0 = vp(g)
besitzen, denn:
Seiendf := ggT(a1, . . . , an) unddg := ggT(b1, . . . , bm) die größten gemeinsamen Teiler der Koef-
fizienten vonf undg, dann gilt nach Definition 8.3:

vp(
1

df
· f) = −vp(df ) + vp(f) = 0 (Analog fürdg)

(3.) Wir haben nun auf den Sonderfallf, g ∈ R[X] mit vp(g) = 0 = vp(f) reduziert und wollen
Zeigen, dassvp(fg) = 0 gilt. Hierzu betrachte die folgende Abbildung:

π : R[X] → R�(p)[X]
∑

crX
r 7→

∑

π̂(cr)X
r

wobei hierπ̂ die natürliche Projektion vonR nachR�(p) ist. Davp(f) = 0 ist, gilt π(f) 6= 0 ebenso

folgt π(g) 6= 0. Da(p) �R prim ist, folgt mit Bemerkung 5.2, dassR�(p) ein Integritätsring ist.

Es giltπ(f) · π(g) = π(fg) 6= 0 ⇒ vp(fg) = 0 2

Definition 8.6 (primitive und normierte Polynome)

SeienR,K und P wie in Bemerkung 8.1 gegeben. Ein Polynomf =
n∑

i=0
aiX

i heißt genau dann

primitiv, wenn für allep ∈ P gilt vp(f) = 0 mit anderen Worten, wennggT(a0, . . . , an)=̂1 gilt.
f heißt normiert, falls der höchste Koeffizient vonf gleich1 ist. (Notation:hK(f) = an).

Anmerkung Insbesondere sind normierte Polynome primitiv.

Folgerung 8.7 SeiR ein faktorieller Ring undh ∈ R[T ] sowief, g ∈ K[T ] seien normierte Polyno-
me mith = f · g, dann sind bereitsf, g ∈ R[T ].

Beweis.Es gilt0 = vp(h) = vp(fg) = vp(f) + vp(g). Dah, f, g normiert sind gilt weitervp(f) ≤ 0
undvp(g) ≤ 0 somit folgtvp(f) = vp(g) = 0 2

Bemerkung 8.8 Seif ∈ K[X], mitK wie in Bemerkung 8.1. Dann gibt es eina ∈ K\{0}, so dass
das Polynomf̃ := 1

a · f primitiv ist.
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Beweis.SeiP wieder wie in Bemerkung 8.1, dann definiere

a :=
∏

p∈P

pvp(f)

Diesesa erfüllt die Anforderung, denn für allep ∈ P gilt vp( 1
af) = vp(f)− vp(a) = 0 2

Satz 8.9 (Satz von Gauß)

In jedem faktoriellen RingR gelten:
(a)R[X] ist faktorieller Ring
(b) Seif ∈ R[X] undK := Quot(R), dann sind äquivalent:

i) f ∈ R[X] ist ein Primelement
ii) f ist vom Typ I:f ist ein Primelement vonR

oder vom Typ II:f ist primitiv und prim inK[X]

Beweis.Wir zeigen zunächst im Teil (b) nur den Schluss von (ii) auf (i). Dafür nehmen wir uns als
erstes einf vom Typ I her. Sei alsof ∈ R ein Primelement, dann ist zu zeigen, dass(f) � R[X] ein
Primideal ist. Betrachte hierzu

ϕ : R[X] → R�(f)R
[X]

∑

anX
n 7→

∑

ānX
n mit ān := an + (f)R

Dann istKer(ϕ) = (f) �R auch ein Ideal im Polynomring mit dem Homomorphiesatz 4.8 folgt nun
die Injektivität von

R[X]�(f)R[X]
→֒ R�(f)R

[X]

Es folgt sofort, dassR�(f)[X] ein integritätsring ist, da(f) � R prim ist nach Voraussetzung. So-

mit muss auch der enthaltene RingR[X]�(f)R[X]
ein Integritätsring sein. Dann ist(f) � R[X] ein

Primideal. Nun seif vom Typ II, also seif ∈ K[X] primitiv und ein Primelement. Es ist zu zeigen,
dassf ∈ R[X] prim ist, dass also für alle Produktegh ∈ R[X] die vonf geteilt werden (f |gh) gilt,
dassf bereitsh oderg teilt. Seien nung, h ∈ R[X] ein solches Produkt mitf |gh. Daf ∈ K[X] ein
Primelement ist wissen wir schon dass inK[X] eines der Polynomeg oderh vonf geteilt wird. Wir
wollen o.B.d.A. annehmen, dassf dasg teile. Dann gibt es einq ∈ K[X] mit der Eigenschaft, dass
g = f · q ist. Daher gilt für allep ∈ P ⊂ R dass0 ≤ vp(g) = vp(f) + vp(q) ist davp(f) = 0 ist. Aus
der Primitivität vonf folgt vp(q) ≥ 0 also liegtq ∈ R[X] Damit wirdg vonf bereits inR[X] geteilt.
Nun betrachten wir den Teil (a) genauer, und erledigen den zweiten Teilvon (b) gleich mit. Wir müs-
sen dazu zeigen, dass jedesf ∈ R[X]\{0} Produkt von Elementen des Typs I oder II ist, denn dann
folgt insbesondere, dassR[X] ein faktorieller Ring ist.
Es gibt eina ∈ K\{0} = K×, so dass̃f := 1

a ·f ∈ K[X] primitiv ist [ Wähle eina=̂ ggT(Koeff(f))

] Es gilt dann für alle Primelementep vonR, dass0 = vp(f̃) = −vp(a) + vp(f) ist, alsovp(a) =
vp(f) ≥ 0 gilt. Insbesondere gilta 6= 0 daher finden wir eine Zerlegung in Primelemente

a =
m∏

i=1

āi ∈ R wobei dieāi vom Typ I sind.
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Wir betrachten nun wieder das primitive Polynom̃f ∈ K[X] und benutzen die Zerlegung in Primele-
mente in diesem Ring und erhalten

f̃ = η ·
n∏

i=1

f̃i

mit den Eigenschaften, dassη ∈ K× = K\{0} liegt, alle Polynomẽfi in R[X] primitiv sind und in
K[X] sogar Primpolynome sind. Für allei gilt also, dass diẽfi vom Typ II sind.
Wir haben für alle Primelemente ausR die Gleichung

0 = vp(f̃) = vp(η) +
n∑

i=1

vp(f̃i)

Da die Summanden für allei den Wert0 haben gilt:vp(η) = 0, das heißt, dassη bereits inR× liegt
und wir nunf darstellen können durch

f = a · f̃ = η ·
m∏

i=1

āi ·
n∏

i=1

f̃i

Damit haben wir (a) gezeigt, aber nach (a) gilt nun, dassf ∈ R[X] ein Produkt von Elementen des
Typs I oder des Typs II ist. Da Primelemente irreduziebel sind, istf ein Primelement vom Typ I oder
vom Typ II. Damit ist auch der Schluss von (i) auf (ii) vom Satzteil (b) gezeigt. 2

Folgerung 8.10 Sei R ein faktorieller Ring,K := Quot(R) sein Quotientenkörper undf ∈ R[X]\R
ein primitives Polynom. Dann sind äquivalent:
(i) f ∈ R[X] ist Primelement
(ii) f ∈ K[X] ist Primelement

Beweis.Die Behauptung folgt direkt aus dem Satz von Gauß 8.9. 2

Folgerung 8.11 IstR ein faktorieller-Ring, so ist auch der Polynomring in endlich vielen Variablen
R[X1, . . . , Xn] ein faktorieller Ring.

Beweis.Induktiv. Beachte:R[X1, . . . , Xn] = R[X1, . . . , Xn−1][Xn] 2

Anmerkung IstK ein Körper, so istK[X,Y ] ein faktorieller Ring, aber keinHauptidealring(!), denn
das Ideal(X,Y ) lässt sich nicht von einem Element allein erzeugen.

Bemerkung 8.12 SeiR ein Integritätsring undf =
d∑

n=0
anx

n ∈ R[X] ein Polynom, dann hatf

höchstensd Nullstellen. 2

9 Irreduziblitätskriterien

In diesem Unterabschnitt istR immer ein faktorieller Ring, undK := Quot(R) sein Quotientenkörper.

Erinnerung In faktoriellen Ringen sind Primelemente und irreduzible Elemente dasselbe.
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Bemerkung 9.1 Seienf ∈ K[X] ein Polynom mitGrad(f) = deg(f) ≥ 1 unda ∈ K× derart, dass
f̃ = 1

a · f ∈ R[X] ein primitives Polynom ist. Dann sind äquivalent:
(i) f ist irreduzibel inK[X]
(ii) f̃ ist irreduzibel inK[X]
(iii) f̃ ist irreduzibel inR[X]

Beweis.Diese Bemerkung folgt sofort aus den Sätzen 8.9 und 8.10 2

Satz 9.2 (Reduktionskriterium)
Seip ∈ R ein Primelement undf ∈ R[X] ein Polynom. Wir nehmen an, dass der höchste Koeffizient
vonf (hK(f)) nicht vonp geteilt wird.
Betrachte die Abbildungϕ aus dem Satz von Gauß (8.9):

ϕp : R[X] → R�(p)[X]
∑

anX
n 7→

∑

ānX
n mit ān := an + (p)

Es gelten:
(a) istf primitiv undϕp(f) irreduzibel inR�(p)[X], dann istf bereits inR[X] irreduzibel.

(b) istϕp(f) irreduzibel inR�(p)[X], dann istf irreduzibel inK[X].

Beweis.zu (a):
Annahmef ließe sich darstellen durchf = g · h mit g, h ∈ R[X]\R× dann folgt aus der Primitivität
von f , dass der der Grad beider Polynome größer0 ist (Also deg(g) ≥ 0 ≤ deg(h)). Dap nicht den
höchsten Koeffizienten vonf teilt, kannp auch kein Teiler der höchsten Koeffizienten vong undh
sein. Das heißt aber, dassϕ(f) = ϕ(g) · ϕ(h) ist. Dies liefert einen Widerspruch, dadeg(ϕ(g)) =
deg(g) ≥ 0 unddeg(ϕ(h)) = deg(h) ≥ 0 sind.
zu (b):
Seif̃ := 1

c ·f ∈ R[X] ein primitives Polynom wobeic ∈ Rmit der Eigenschaftvp(c) = vp(f) ≥ 0 ist.
Es gilt, dassp wederc noch den höchsten Koeffizienten vonf teilt, daher istϕ(f̃) = ϕ(1

c ) ·ϕ(f) 6= 0

Daϕ(f̃) irreduzibel inR�(p)[X] ist, ist f̃ irreduzibel inR[X] ⊂ K[X]. Damit ist auchf irreduzibel

in K[X]. 2

Beispiel 16R = Z, f = X3 + 5X2 + 4X + 13 ∈ Z[X]
f ist irreduzibel inZ[X] undQ[X], denn modulo2 erhalten wir:
ϕ2(f) = X3 +X2 + 1 ∈ F2[X]
ϕ2(f) ist irreduzibel, daϕ2(f) keine Nullstelle inF2 hat, unddeg(f) ≤ 3 ist.

Satz 9.3 (Eisenstein Kriterium)

Es seienf =
d∑

n=0
anx

n ∈ R[X] ein primitives Polynom undp ∈ R ein Primelement mit den Eigen-

schaftenp teilt nicht den höchsten Koeffizienten vonf (p ∤ ad) aber alle anderen Koeffizienten vonf ,
alsop|ai für alle i = 0, . . . , d− 1 weiter geltep2 ∤ a0. Dann istf ∈ R[X] irreduzibel

Beweis.Wir nehmen an, dassf = gh mit hK(g) = br und hK(h) = cs Es gilt dann:
ad = br · cs ⇒ p ∤ br ∧ p ∤ cs und weiter können wir sagen:
ao = b0 · c0 ∧ p|a0 ∧ p2 ∤ a0 ⇒ (p|c0 ∧ p ∤ b0) ∨ (p ∤ c0 ∧ p|b0)
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Es gelte o.B.d.A.:p|c0∧p ∤ b0 dann gibt es eint ∈ {1, . . . , r}minimal, mitp ∤ bt. Wenn wir Polynome
in Summenschreibweise multiplizieren erhalten wir fürat die folgende Gleichung:

at =
t∑

i=0

bict−i =

(
t−1∑

i=0

bicti

)

+ btc0

Das heißt, dassp die Summe
t−1∑

i=0
bict−i teilt, aber nicht den letzten Summandenbt · co. Dies ist aber

ein Widerspruch dazu, dassp entwederc0 oderbt teilt. 2

Beispiel 17 zu den Irreduzibilitätskriterien
(a)R = Z, f = X3 + 5X2 + 25X + 15 ∈ Z[X] ist primitiv.
f ist irreduzibel nach Eisenstein mitp = 5

(b) g = X4 + 3X3 + 5XY 2 + Y + 3 ∈ Z[X,Y ]

Anmerkung Y ist prim inZ[X,Y ] dennZ[X,Y ]�(Y ) →֒ Z[X] ist ein Integritätsring.

1. Reduktion nach Satz (9.2) mitp = Y
g′ = X4 + 3X3 + 3 ∈ Z[X] modulo(Y )
2. nach Eisenstein (9.3) istg′ irred. mit p = 3

(c) Seip eine Primzahl undϕp(X) :=
p∑

i=1
Xp−i ∈ Z[X]

Wir wollen mit Eisenstein zeigen, dassϕp irreduzibel ist.
Wir wissenZ[X]→̃Z[Y ] sind isomorph, mitX 7→ Y − 1 ⇒ X + 1 = Y .
Betrachte also:ϕp(X + 1), es gilt:ϕp(X) ist genau dann irreduzibel, wennϕp(X + 1) irreduzibel
ist. Wenn wir die geometrische Summe aufϕp anwenden, erhalten wir eine einfachere Schreibweise
für ϕp

ϕp(X) =

p
∑

i=1

Xp−i =
Xp − 1

X − 1

⇒ ϕp(X + 1) =
(X + 1)p − 1

X
=

1

X

[(
p
∑

i=0

(
p

i

)

Xi

)

− 1

]

(Binomische Formel)

Wir ziehen den Term füri = 0 aus der Summe

und erhalten nach Umsummieren:

=

p
∑

i=1

(
p

i

)

Xi−1

dies ist ein „Eisensteinpolynom“ (d.h.ϕp erfüllt das Eisenstein-Kriterium (Satz 9.3)) fürp, denn
hK(ϕp(X + 1)) = 1 und p teilt nicht die 1. Die anderen Koeffizienten sind

(
p
i

)
=: ai für i =

1, . . . , p− 1 und es gilt:p|ai für alle i = 1, . . . , p. Der konstante Koeffizient istp und es ist klar, dass
p2 nichtp teilt. Es folgt also, dassϕp(X) irreduzibel inZ[X] ist.

Definition 9.4 (Dasp-te Kreisteilungspolynom)
Wir nennenϕp aus Beispiel 17 (c) das „p-te Kreisteilungspolynom“ oder auch zyklotonisches Poly-
nom.
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Beispiel 18 SeiK ein Körper, undS := K[T ], sowieS[X] = K[T,X]
Das PolynomXn − T ∈ S[X] ist irreduzibel nach Eisenstein, dennT ist ein Primelement im Ring
S = K[T ]. Betrachte dazu den folgenden Isomorphismus

R�(T ) →̃ K

f 7→ f(0)

Es giltT ∤ 1 undT 2 ∤ T also teiltT alle Koeffizienten vonXn − T ausser hK(Xn − T ) = 1
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Kapitel III

Algebraische Körpererweiterungen

10 Charakteristik

Bemerkung 10.1 SeiR ein Integritätsring, es gelten:

(a) Entweder

(i) n · 1 =
n∑

i=1
1 6= 0 für alle n ∈ N>0

oder

(ii) es gibt ein minimalesn ∈ N>0, mit: n · 1 =
n∑

i=1
1 = 0, dann istn eine Primzahl.

(b) SeiϕR ∈ Hom(Z, R), dann istϕR(n) =
n∑

i=1
1 = n · 1 eindeutig bestimmt.

Im Fall (i) ist Ker(ϕR) = (0)
Im Fall (ii) ist Ker(ϕR) = (n)

Beweis.zu a):
Wennn nicht prim ist, alson = abmit 1 < a < n, dann gilt, dass0 = n ·1 = a · (b ·1) = (a ·1)(b ·1)
ist. Also folgt, daR ein Integritätsbereich ist, dassa · 1 = 0 oderb · 1 = 0 gelten muss. Dies ist aber
ein Widerspruch zur Minimalität vonn.
zu b):
(i) Ker(ϕR) = {n ∈ Z |n = 0 } = (0)
(ii) Ker(ϕR) = (n), da(n) ∈ Ker(ϕR) und(n) maximal, sowieϕR(1) 6= 0 2

Definition 10.2 (Charakteristik)
Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 10.1. Im Fall (i) setzeChar(R) = 0 und im Fall (ii) setze
Char(R) = n. Wir nennenChar(R) die Charakteristik vonR

Beispiel 19 (Cahrakteristik)
Char(Q) = Char(C) = Char(Q[X]) = 0 undChar(Fpn) = p

Bemerkung 10.3R,S seien Integritätsringe, es gelten:
(a) Wenn es einen injektivesψ ∈ Hom(R,S) gibt, dann istChar(R) = Char(S).
(b) IstChar(R) 6= Char(S), undR,S Körper, so istHom(R,S) = ∅
(c) Char(R) = Char(Quot(R))

37



Beweis.Für den Teil (a) betrachten wir das folgende, kommutierende Diagramm:

Z
ϕR //

ϕS ��?
??

??
??

R

ψ����
��

��
�

S

Daψ injektiv ist, gilt Ker(ϕR) = Ker(ϕS), die Behauptung folgt nun aus Bemerkung 10.1 Teil (b).
Teil (b) ist klar, denn Körperhomomorphismen sind injektiv.
Für (c) betrachteφ ∈ Hom(R,Quot(R)) mit φ(r) = r

1 aus Bemerkung 5.10. Wir wissen, dassφ
injektiv ist, mit Teil (a) folgt nun die Behauptung. 2

Bemerkung 10.4R sei Integritätsring, dann gelten
(a) IstChar(R) = 0, dann istϕR ∈ Hom(Z, R) injektiv.
(b) IstChar(R) = p > 0, dann gibt es genau ein injektivesχ ∈ Hom(Fp, R)
(c) IstChar(R) = 0 undR ein Körper, dann gibt es genau ein injektivesξ ∈ Hom(Q, R)

Anmerkungen
zu (b): IstR ein Körper, dann istFp der kleinste Teilkörper vonR.
zu (c):Q ist der kleinste Teilkörper vonR.
DefinitionDer kleinste Teilkörper eines Körpers heißt Primkörper.

Definition und Bemerkung 10.5 (Frobenius-Automorphismus)
(a) SeiR ein Integritätsring mitChar(R) = p > 0. Dann ist die folgende Abbildung ein Ringhomo-
morphismus:

Frob : R → R

x 7→ xp

(b) SeiK ein Körper mitChar(K) = p, dann istFrob ∈ Aut(K,K).
Wir nennenFrob den Frobenius-Automorphismus.

Beweis.zu (a):
Klar sind zunächst zwei Eigenschaften von RinghomomorphismenFrob(xy) = Frob(x) · Frob(y)
undFrob(1) = 1. Wir betrachtenFrob(x+ y) genauer:

Frob(x+ y) = (x+ y)p

= xp +

(
p−1
∑

i=1

(
p

i

)

xiyp−i
)

+ yp

= xp + yp nach Beispiel 18

= Frob(x) + Frob(y)

zu (b):
Nach (a) istFrob ein Homomorphismus, alsoFrob ∈ Hom(K,K). Da Körperhomomorphismen
injektiv sind istFrob injektiv und, weilK ein endlicher Körper ist, istFrob auch surjektiv. 2
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Bemerkung 10.6 SeiK ein Körper, mitChar(K) = p > 0, Dann istM := {x ∈ K |xp = x } ∼= Fp

Beweis.Nach Bemerkung 10.4 gibt es ein injektivenχ ∈ Hom(Fp,K).
Für a ∈ Fp gilt ap = a, denna = 0 ⇒ ap = 0 Sei nunα ∈ F×p = Fp\{0}, dann gilt:ap−1 = 1, da
Card(F×p ) = p− 1 undF×p -Gruppe (verwende den kleinen Fermat der Gruppentheorie (3.10))
Es gilt alsoIm(χ) ⊆M
Weiter istCard(M) ≤ p, dennx ∈ M ist Nullstelle des PolynomsXp − X ∈ K[X] und nach
Bemerkung 8.12 hatXp−X höchstens p-Nullstellen. Es gilt daherCard(Im(χ)) = Card(Fp). Also
ist χ bijektiv. 2

11 Algebraische Körpererweiterungen

Definition 11.1 (Körpererweiterung und der Grad vonL überK)
SeienK,L Körper. IstK ⊆ L, dann sagen wirL ist „Erweiterungskörper“ oder „Körpererweite-
rung“ vonK (Notation:L/K sprich: „L überK“). Vermöge der Abbildung

K × L → L

(x, y) 7→ x · y

wird L zu einemK-Vektorraum. Den Grad vonL überK definieren wir durch

[L : K] := dimK(L) ∈ N ∪ {∞}

Ist [K : L] <∞, so heißtL/K endliche Körpererweiterung.

Beispiel 20 (Körpererweiterungen)
C/R : [C : R] = dimR(C) = 2 (C ∼= R2)
R/Q : [R : Q] =∞, dennQ ist abzählbar undR ist überabzählbar.

Satz 11.2 (Gradsatz)
SeienM/L/K Körpererweiterungen. Es gilt:

[M : K] = [M : L] · [L : K]

Beweis.Wir betrachten zunächst den Sonderfall, dass die KörpererweiterungenM/L undL/K end-
lich sind mit[M : L] = n, [L : K] = m, dann lassen sichM undL als direkte Summen schreiben:

M =
n⊕

i=1

L := L[M :L] ∧ L =
m⊕

i=1

K := K [L:K]

Es gilt also

M =
(

K [L:K]
)[M :L]

= K [L:K][M :L]

Wir betrachten nun den Fall, dass[M : L] = ∞ ist. Dann gibt esx1, . . . , xi, . . . ∈ M so dass die
Menge{x1, . . . , xi, . . .}L-linearunabhängig ist. Diese ist aber auchK-linearunabhängig also ist der
Grad vonM überK nicht endlich ([M : K] =∞).
Der letzte Fall ist trivial, denn sei[L : K] = ∞, dann ist[M : K] = dimK(M) = ∞, dennL ⊆ M

2
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Folgerung 11.3 Es seiL/K eine Körpererweiterung vom Grad[L : K] = p wobeip eine Primzahl
ist. Dann ist jeder KörperM mitK ⊆M ⊆ L gleichK oder gleichL.

Beweis.Nach dem Gradsatz 11.2 gilt, dass[L : K] = [L : M ][M : K] = p ist. Dap eine Primzahl
ist muss[L : M ] = 1 oder[M : K] = 1 gelten, alsoM = L oderM = K 2

Definition und Bemerkung 11.4 (algebraische Elemente)
SeiL/K eine Körpererweiterung undα ∈ L ein Element.
α heißt genau dann algebraisch überK, wenn es ein0 6= f ∈ K[X] gibt mit f(α) = 0. Diese
Aussage ist äquivalent dazu, dassϕα ∈ Hom(K[X], L) mit f 7→ f(α) nich injektiv ist. Istα ∈ L
nicht algebraisch überK, dann heißtα transzenent überK.

Beweis.Wir wollen zeigen, dass die beiden Aussagen tatsächlich äquivalent sind.
„⇒“ f 6= 0 undf ∈ Ker(ϕα) daher istϕα nicht injektiv.
„⇐“ ϕα nicht injektiv, also gibt es einf 6= 0 ∧ f ∈ Ker(ϕα) dieses erfüllt die Bedingungf(α) = 0

2

Beispiel 21 (Algebraische / transzendente Elemente)
Wir betrachten Elemente ausR überQ:√

2 ∈ R ist algebraisch überQ, denn
√

2 ist Nullstelle vonf(X) := X2 − 2 ∈ Q[X]\{0}.
π ∈ R ist transzendent überQ, denn es gibt kein Polynom ausQ[X]\{0}, dass die Nullstelleπ hat.

Definition 11.5 (algebraisch abhängige Elemente)
SeiL/K eine Körpererweiterung undα1, . . . , αn Elemente ausL.
α1, . . . , αn heißen genau dann algebraisch abhängig überK, wenn es einf ∈ K[x1, . . . , xn]\{0}
mit der Eigenschaftf(α1, . . . , αn) = 0 gibt, also genau dann, wennϕ ∈ Hom(K[X1, . . . , Xn], L),
mitϕ(f) = f(α1, . . . , αn) nicht injektiv ist.
Sindα1, . . . , αn ∈ L nicht algebraisch abhängig, so heißen sie algebraisch unabhängig. Verkürzt
schreiben wir a.u. (analog zu l.u. für linear unabhängig).

Beispiel 22 Obwohlπ - wie in Beispiel 21 gesehen - überQ transzendent ist, sind{π, π2} algebraisch
abhängig überQ, dennf(X,Y ) = X2 − Y erfüllt die Bedingungf(π, π2) = 0.

Definition 11.6 (algebraische Körpererweiterungen)
SeiL/K eine Körpererweiterung. Diese heißt genau dann algebraische Körpererweiterung, wenn
alle α ∈ L algebraisch überK sind. Ansonsten heißtL/K transzendent ( Also wenn es einα ∈ L
gibt, welches überK transzendent ist, gibt.)

Beispiel 23 C/R ist algebraisch, denn für allez = a + ib ∈ C ist z eine Nullstelle vonf mit
f = (X − (a+ ib))(X − (a− ib)) = X2 − 2aX + a2 + b2 ∈ R[X]
Betrachte:K(T ) = Quot(K[T ]) Dann istK(T )/K transzendent, dennT ist nicht algebraisch über
K, da die folgende AbbildungϕT injektiv ist.

ϕT : K[X] → K(T )
∑

anX
n 7→

∑

anT
n

Definition und Bemerkung 11.7 (Minimalpolynom vonα)
SeiL/K eine Körpererweiterung undα ∈ L algebraisch überK, dann existiert ein eineutiges nor-
miertes Polynomfα ∈ K[X], so dass(fα) = Ker(ϕα) �K[X] ist.
Wir nennenfα das „Minimalpolynom“ vonα überK.
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Beweis.Der Kern vonϕα ist ein Primideal, denn der FaktorringK[X]�Ker(ϕα) ⊆ L ist ein In-

tegritätsbereich. Weiter istK[X] ein Hauptidealring also hatKer(ϕα) einen (bis auf Assoziiertheit
eindeutigen) Erzeuger. SetzeKer(ϕα) =: (fα). Insbesondere ist(fα) nach Bemerkung 6.4 ein Maxi-
malideal und somit istfα irreduzibel. Die Eindeutigkeit folgt durch die Normierung. 2

Definition 11.8 (Teilkörper,K adjungiertα)
L/K sei eine Körpererweiterung undα ∈ L ein Element. Wir setzen:

K[α] :=

{
n∑

i=1

ciα
i |n ∈ N ∧ c0, . . . , cn ∈ K

}

K[α] ist der kleinste Ring der zwischenK undL liegt und derα enthält.
K(α) := Quot(K[α]) heißt der vonK undα erzeugte Teilkörper vonL.
Wir sagen auch „K adjungiertα“ bzw. „K - alpha“.

Bemerkung 11.9L/K sei eine Körpererweiterung undα ∈ L sei algebraisch überK, dann indu-
ziert der Homomorphismus

ϕα : K[X] → L

f 7→ f(α)

einen Körper Isomorphismus zwischenK[X]�(fα) undK[α] wobeifα das Minimalpolynom vonα

überK ist.

Insbesondere ist dannK[α] = K(α). Seideg(fα) =: d, dann ist die Menge{1, α, α2, . . . , αd−1}
eineK-Basis vonK[α]. Daher gilt weiter

[K[α] : K] = deg(fα) = d

Beweis.Seifα =
d∑

n=0
bnx

n Es ist zu zeigen, dassα−1 ∈ K[α] liegt.

0 = αd + bd−1α
d−1 + . . .+ b1α

1 + b0

⇔ −b0 = α
(

αd−1 + bd−1 + . . .+ b1

)

⇔ α−1 = − 1

b0
(αd−1 + bd−qα

d−2 + . . .+ b1)

dennb0 6= 0, sonst wärefα = X ·
(

d∑

n=1
bnX

n−1

)

, aber dann wäre das Minimalpolynom vonα nicht

irreduzibel. Dies ist ein Widerspruch. 2

Bemerkung 11.10SeiL/K eine Körpererweiterung undα ∈ L algebraisch überK. Betrachte den
K-Vektorraum-Homomorphismus:

lα : L → L

β 7→ αβ

dann istfα das aus der linearen Algebra bekannte Minimalpolynom vonlα.
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Beweis.Die Summe über diean ·αn ist genau dann Null, wenn
∑
an l

n
α die Nullabbildung ist. Es gilt

∑

an l
n
α(β) =

∑

an α
n(β) = 0 für alleβ ∈ L

2

Bemerkung 11.11Jede endliche Körpererweiterung ist algebraisch.

Beweis.Sei [L : K] = n ∈ N undα ∈ L.
Wir müssen zeigen, dassα algebraisch überK ist. Es gilt{1, α, . . . , αn} ist K-linear abhängig, da
dimK(L) = n. D.h. es existierenc0, . . . cn ∈ K mit

n∑

i=1

ci α
i = 0

also hatf =
n∑

i=0
cix

i die Nullstelleα. Somit erfüllt jedesα ∈ L die Bedingung aus Definition 11.4.

2

Folgerung 11.12SeiL/K eine Körpererweiterung undα ∈ L ein algebraisches Element, dann ist
K(α)/K algebraisch, denn[K(α)/K] = deg(fα) <∞ 2

Definition 11.13 (endliche erzeugte Körpererweiterungen)
Es seienL/K eine Körpererweiterung undS ⊆ L eine Teilmenge. Wir setzen

K[S] := { f(α1, . . . , αn) |n ∈ N ∧ f ∈ K[x1, . . . , xn] ∧ α1, . . . , αn ∈ S }

K[S] isr der kleinste Ring mit den Eigenschaften zwischenK undL zu liegen undS zu enthalten.
Weiter definieren wirK(S) := Quot(K[S] )
Ist Card(S) = n <∞, dann gilt:K(S) = K(α1, . . . , αn)
K(α) heißt einfach, undK(S) heißt enlich erzeugt, wennS endlich ist.

Beispiel 24 C = R(i) mit i2 = −1 ist einfach.

Satz 11.14SeiL/K eine Körpererweiterung und die Elementeα1, . . . , αn ∈ L algebraisch überK,
dann istK(α1, . . . , αn) eine algebraische Körpererweiterung vonK.

Beweis.Bemerke: Analog zum Polynomring gilt:

K(αa, . . . , αn) = K(α1, . . . , αn−1)(αn)

Nach dem Gradsatz 11.2 gilt die folgende Gleichung

[K(α1, . . . αn) : K] = [K(α1, . . . , αn) : K(α1, . . . αn−1)] · [K(α1, . . . , αn−1) : K]

Nach Induktion folgt, dassK(α1, . . . , αn) endlich und somit algebraisch ist. 2

Folgerung 11.15SeiL/K eine Körpererweiterung, dann sind äquivalent:
(i) L/K ist endlich (d.h.[L : K] <∞)
(ii) L/K ist endlich und algebraisch
(iii) L/K wird von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt.
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Beweis.Der Schluss von (i) auf (ii) ist nach Bemerkung 11.11 klar, und der soeben bewiesene Satz
11.14 gibt uns den Schluss von (iii) auf (i). Betrachten wir den Schluss von (ii) auf (iii): Bilde hierzu
mit α ∈ L\K den ZwischenkörperK(α). Es gilt

K $ K(α) ⊆ L also [L : K] = [L : K(α)] · [K(α) : K] und [L : K(α)] < [L : K]

Setze nun induktiv fort. 2

Bemerkung 11.16SeiL/K eine Körpererweiterung, dann sind äquivalent:
(i) L/K ist algebraisch
(ii) L wird überK von algebraischen Elemnten erzeugt.

Beweis.„(i) ⇒ (ii)“
L wird überK vonL erzeugt (d.h.L = K(L)). Nach Vorraussetzung ist jedes Element ausL alge-
braisch überK.
„(ii) ⇒ (ii)“
Seienα ∈ L undS eine Menge algebraischer Elemente, mit der Eigenschaft:K(S) = L. Dann gibt
es enlich viele Elemente ausS, die linearkombiniertα ergeben. In Formeln: Es gibts1, . . . , sn ∈ S
hierzuki ∈ K mit

n∑

i=1

ki · s̃i1 · . . . · s̃im
︸ ︷︷ ︸

=: si ∈S

=
n∑

i=1

kisi = α

Formell heißt das, dass es einf ∈ K[X1 . . . , Xn] gibt, so dassf(s1, . . . , sn) = α. Daher istα bereits
in K(s1, . . . , sn) enthalten. Dies ist aber eine endliche Erweiterung überK, daher algebraisch. Daα
beliebig war, undα nach obigem Beweis algebraisch ist folgt, dassL/K algebraisch ist. 2

Definition 11.17 (Der algebraische Abschluss vonK in L)
SeiL/K eine Körpererweiterung, dann heißt

M := {α ∈ L |α algebraisch überK }

der algebraische Abschluss vonK in L.

Folgerung 11.18Seien alle Bezeichnungen wie in Definition 11.17. Es gelten:
(i) M ist Körper
(ii) M/K ist eine algebraische Körpererweiterung.

Beweis.Zu (i):
Seienα, β ∈M . Es gilt:K(α, β) ist algebraisch überK. Hieraus folgt, dassK(α, β) in M enthalten
ist. Insbesondere gilt daher, dass die Elementeα−β, α ·β−1 ∈ K(α, β) in M enthalten ist. Somit ist
M ein Körper.
Zu (ii) ist nichts zu zeigen, denn dies war der Inhalt von Definition 11.6 2
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Beispiel 25 (Algebraischer Abschluss vonQ in C)
Wir betrachten die KörpererweiterungC/Q und setzen̄Q := {x ∈ C |x algebraisch überQ }. Dann
ist Q̄ der algebraische Abschluss vonQ in C. Es gelten:
(1) [Q̄ : Q] =∞, denn
seienn ∈ N undp prim. Das PolynomXn−p ∈ Q[X] ist irred. nach Eisenstein. DāQ algebraischer
Abschluss inC ist, enthältQ̄ die Nullstellen vonXn − p. Sei alsoαn − p = 0, für α ∈ C, dann gilt:
[Q(α) : Q] = deg(Xn − p) = n, dennXn − p ist irreduzibel. Dan ∈ N beliebig undQ̄ ⊇ Q(α)
kannQ̄/Q nicht endlich sein.
(2) Q̄ ist abzählbar, denn ausQ ist abzählbar folgtQ[X] abzählbar.
Damit sind die Nullstellen aller Polynome inQ[X] abzählbar.
(3) DaC überabzählbar ist, gibt es überabzählbar viele transzendente Elementein C

Satz 11.19SeienM/L/K Körpererweiterungen, dann gelten:
(a) Seiα ∈M algebraisch überL undL/K algebraisch, dann istα algebraisch überK.
(b)M/K ist genau dann algebraisch , wennM/L undL/K algebraisch sind.

Beweis.Zu (a):

Seiα ∈ M algebrisch überL, dann gibt es ein Minimalpolynomfα =
d∑

i=0
aiX

i ∈ L[X] zu α. Da

L/K algebraisch ist gilt:K(ao, . . . , ad) ist endlich. Also folgt mit Dem Gradsatz 11.2

[K(a0, . . . , ad)(α) : K] = [K(a0, . . . , ad)(α) : K(a0, . . . , ad)] · [K(a0, . . . , ad) : K] <∞

Also istα algebraisch überK.
Zu (b):
Die Richtung „⇒“ ist trivial. Zu „⇐“:
Seiα ∈ M . Nach Voraussetzung istα algebraisch überL. Mit (a) folgt dann sofort die Behauptung.

2

12 Der algebraische Abschluss

Bemerkung 12.1 Es seiK ein Körper undf ∈ K[X] mit deg(f) ≥ 1, dann gibt es eine Körperer-
weiterungL/K und ein Elementα ∈ L mit f(α) = 0.

Beweis.O.B.d.A. seif irreduzibel (sonst betrachte einen irreduziblen Faktor vonf ).
Es gilt: (f) �K[X] ist ein Maximalideal. Betrachte die Abbildungφ ∈ Hom(K,L)

φ : K
ι−→ K[X]

π−→ K[X]�(f) =: L

Wobeiι die natürliche Inklusion undπ die natürliche Projektion sind.

Wir führen die Bezeichnungenα := π(X) undf(X) =:
d∑

n=0
bnX

n ein. Mit diesen gilt dann

f(α) =
d∑

n=0

bnπ(X)n = π

(
d∑

n=0

bnX
n

)

= π(f) = 0L

2
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Definition 12.2 (algebraisch abgeschlossen)
SeiK ein Körper.K heißt genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn es für allef ∈ K[X] mit
deg(f) ≥ 1 eink ∈ K mit der Eigenschaftf(k) = 0 gibt. Diese Definition ist äquivalent dazu, dass
jedes Polynomf überK in Lienarfaktoren zerfällt, also dass es für allef ∈ K[X] ein c ∈ K× und
α1, . . . , αn ∈ K gibt, so dass sichf darstellen lässt alsf(X) = c · (X − α1) · . . . · (X − αn)

Bemerkung 12.3 SeiK ein Körper, dann sind äquivalent:
(i) K ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) Es gibt keine algebraische KörpererweiterungL/K mitL 6= K.

Beweis.„(i) ⇒ (ii)“:
SeiL/K algebraisch undα ∈ L, sei weiterfα ∈ K[X] das Minimalpolynom vonα. Nach Vorausset-
zung liegen alle Nullstellen vonfα bereits inK, also liegt auchα bereits inK und daher folgtK = L
„(ii) ⇒ (i)“:

Seif ∈ K[X] irreduzibel mitdeg(f) ≥ 1, dann istL := K[X]�(f) ein algebraischer Erweiterungs-

körper vonK. Das heißt nach Vorraussetzung istL = K und somit gilt:[L : K] = deg(f) = 1 also
hatf bereits inK eine Nullstelle. 2

Bemerkung 12.4 SeiK ein Körper. Es gibt eine KörpererweiterungL/K, so dass jedesf ∈ K[X]
mit deg(f) ≥ 1 eine Nullstelle inL hat.

Beweis.Wir definieren uns zunächst eine Hilfsmenge

M := { f ∈ K[X] | deg(f) ≥ 1 }

Dann führen wir noch Notationen zur Vereinfachung der Schreibweiseein. Wir schreibenX für das
♯M -Tupel vonX-en und setzenR := K[Xf | f ∈M ]1. Sei nuna = (f(Xf ) | f ∈M) �R das heißt
a wird von allenf(Xf ) erzeugt.

Behauptung 1 a 6= R Mit anderen Worten:1 6∈ a

Beweis.Wir führen einen Beweis per Widerspruch und nehmen daher an, dass1 ∈ a gelte. Daraus
folgt nun, dass esf1, . . . , fn ∈M undg1, . . . , gn ∈ R gibt, so dass sich1 darstellen lässt als

1 =
n∑

i=1

gi(X) · fi(Xfi) (12.1)

SeiK ′/K eine Körpererweiterung undα1, . . . , αn ∈ K ′ Elemente gerade so gewählt, dassfi(αi) = 0
ist für allei = 1, . . . , n. Ein solchesK ′ existiert nach Bemerkung 12.1. Nun ersetze füri = 1, . . . , n
dieXfi in Gleichung (12.1) durchαi und0 sonst. Wir erhalten:

1 =
n∑

i=1

gi(X) fi(αi) = 0

Dies ist ein offensichtlicher Widerspruch, also war unsere Annahme falsch. △
Aus der Behauptung folgt, dass es ein Maximalidealm �R mit a ⊆ m gibt.

1R := K[Xf | f ∈ M ] heißt in Worten:R ist der Polynomring in sovielen Variablen, wie es Elemente inM gibt.
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Setze nunL := R�m. Dies ist eine Körpererweiterung vonK undL/K erfüllt die Forderung, denn
seif ∈ K[X] mit deg(f) ≥ 1 dann betrachte die natürliche Projektion

π : R → R�m

Setze nunα := π(Xf ) und vergleiche mit dem Beweis zu Bemerkung 12.1. 2

Satz 12.5Zu jedem Körper gibt es einen algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskörper.

Beweis.SeiK ein Körper dann setzeK0 := K. DefiniereKi+1 als den KörperLi (zu Ki) aus
Bemerkung 12.4. Setze:

L :=
∞⋃

i=0

Ki

Dieser Körper erfüllt Die Forderung, denn Seif ∈ L[X] mit deg(f) ≥ 1. Wir wissen, dass es einn
mit der Eigenschaftf ∈ Kn[X] gibt. Da jeder der (endlich vielen) Koeffizienten in einemKm liegt,
setzen := max{m}, dann hatf eine Nullstelle inKn+1 ⊆ L. 2

Beispiel 26 IstL/K eine algebraische Körpererweiterung undα ∈ L ein Element, dann Betrachte:

evα[X] : K[X] → L
∑

anX
n 7→

∑

anα
n

Offensichtlich ist dannKer(evα[X]) das vom Minimalpolynom vonα erzeugte Hauptideal(fα) . Aus
dem Homomorphiesatz folgt nun:

K[X]�(fα) →̃ Im(fα) = K(α) ⊆ L

Beispiel 27 Wir betrachtenK = Q, α =
√

2
Das Minimalpolynom von

√
2 ist fα = X2 − 2 Wie in Beispiel 26 gezeigt, folgt dann

Q[X]�(X2 − 2) →̃ Q(
√

2)

Beispiel 28 Wir betrachten den FallK = Q, ζ5 := e
2

5
πi ∈ C mit (ζ5)5 = 1.

Das Minimalpolynom vonζ5 ist fζ5 = X4 +X3 +X2 +X + 1 = ϕ5

ϕ5 ist irred. nach Eisenstein und Beispiel 17 (c). Mit dem Homomorphiesatzfolgt nun wieder

Q[X]�(ϕ5)
→̃ Q(ζ5) ⊆ C

Beispiel 29 (Berechnung des Minimalpolynoms)
SeienK := Q undα := ζ3 := e

2

3
πi

Mit Rechnen sehen wir ein, dassα2 = −(1 + α) undα3 = 1 sind. Das Minimalpolynom vonα muss
also(X3− 1) teilen. eine Polynomdivision mit(X − 1) liefertX2 +X +1 =: g als einen Faktor von
X3 − 1. Da g irreduzibel ist, istg das Minimalpolynom vonα.

Definition 12.6 (algebraischer Abschluss)
SeiK ein Körper. Ein algebraisch abgeschlossener ErweiterungskörperL vonK heißt algebraischer
Abschluss vonK, fallsL/K algebraisch ist. Wir bezeichnen diese Erweiterungskörper mitK̄.
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Bemerkung 12.7 Zu jedem KörperK gibt es einen algebraischen Abschluss.

Beweis.Wähle eine algebraisch abgeschlossene KörpererweiterungL/K nach Satz 12.5, dann ist
K̄ := {x ∈ L |x algebraisch überK } ein algebraischer Abschluss vonK. 2

Notation (Algebraischer Abschluss)
- Der algebraische Abschluss vonQ ist Q̄
- Der algebraische Abschluss vonFp ist F̄p
- SeienL,K Körper undσ ∈ Hom(K,L) sowief ∈ K[X] mit höchstem Koeffizientenad, dann
definieren wir

(σ(f))(X) := fσ(X) :=
d∑

n=0

σ(an)X
n ∈ L[X]

Definition und Bemerkung 12.8 (Fortsetzungen von Homomorphismen)
SeiL/K eine Körpererweiterung undα ∈ L ein überK algebraisches Element mit Minimalpolynom
f ∈ K[X]. Sei weiterσ ∈ Hom(K,L). SetzeK ′ := K(α). Es gelten:
(i) Ist σ′ ∈ Hom(K ′, L) mit σ′|K = σ, dann istσ′(α) eine Nullstelle vonfσ

(ii) Für alle Nullstellenβ vonσ(f) gibt es einσ′ ∈ Hom(K ′, L) mit σ′|K = σ, so dassσ′(α) = β.
Homomorphismen mit der Eigenschaft (i) nennen wir Fortsetzungen.
(ii) besagt insbesondere: Es gibt genau so viele Fortsetzungen vonσ, wieσ(f) = fσ Nullstellen hat.

Beweis.Seif :=
d∑

n=0
anx

n gegeben. Zum Beweis von (i) betrachte die folgende Gleichung:

[σ(f)](σ′(α)) =
d∑

n=0

σ(an)(σ
′(α))n

=
d∑

n=0

σ′(an)(σ
′(α))n denn:σ′|K = σ

= σ′
(

d∑

n=0

anα
n

)

denn:σ′ ∈ Hom(K ′, L)

= σ′(0) = 0

zu (ii): Seiβ ∈ L eine Nullstelle vonσ(f). Wir betrachten:

ϕ : K[X]
g 7→σ(g)−−−−−→ L[X]

X 7→β−−−→ L

Nach Teil (i) istf ∈ Ker(ϕ). Da das Minimalpolynomf irreduzibel ist, ist(f) � K[X] ein Maxi-
malideal. Weiter gilt1 6∈ (f) daher ist(f) = Ker(ϕ). Betrachte die folgende, injektive Abbildung

ϕ̄ : K[X]�(f) →֒ L

X 7→ β

Wir wissenK[X]�(f)
∼= K ′ := K(α), denn die Abbildung

ψ : K[X]�(f) → K ′

X 7→ α

k 7→ k
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ist ein Isomorphismus. Die gewünschte Fortsetzung vonσ ist also:

σ′ : K ′ ψ−1

−−→ K[X]�(f)
ϕ̄−→ L

α 7→ X 7→ β

Nach dieser Konstruktion istσ′|K = σ. Wir müssen nun noch die Eindeutigkeit beweisen:

Sei hierzu{1, α, . . . , αd−1} eine Basis vonK ′ alsK-Vektorraum. Alleχ ∈ Hom(K ′, L) mit χ|K = σ
sind eindeutig gegeben durch:

χ
(∑

rsα
s
)

=
∑

σ(rs)(χ(α))s

2

Satz 12.9Es seienK ′/K eine algebraische Körpererweiterung undL ein algebraischer abgeschlos-
sener Körper. Weiter seiσ ∈ Hom(K,L). Es gelten:
(a) σ besitzt eine Fortsetzungσ′ ∈ Hom(K ′, L)
(b) IstK ′ = K̄ und die ErweiterungL/ Im(σ) algebraisch, dann ist jede Fortsetzungσ′ vonσ ein
Element inIso(K ′, L).

Beweis.Zu (a):
Ist K ′ endlich folgt die Behauptung direkt aus Definition 12.8. Ansonsten betrachte die folgende
Hilfsmenge:

M := { (F, τ) |F ist Zwischenkörper vonK undK ′ undτ ∈ Hom(F,L) ist Fortsetzung vonσ }

Es gibt eine Halbordnung aufM , gegeben durch

(F1, τ1) ≤ (F2, τ2) :⇔ F1 ≤ F2 ∧ τ2|F1
= τ1

Weiter istM nicht leer, da(K,σ) ∈M und Jede halbgeordnete Kette(F1, τ1) ≤ . . . ≤ (Fn, τn) ≤ . . .
besitzt eine obere Schranke, nämlich

(F, τ) mit F :=
⋃

i∈I
Fi

Hierbei istτ : F → L gegeben durchτ(x) = τs(x), falls x ∈ Fs. Wir können also Zorns Lemma
anwenden, und folgern, dass es ein maximales Tupel(F, τ) gibt. Angenommen:F 6= K ′, dann gäbe
es einα ∈ K ′\F . Es folgte zunächst einmal, dassα algebraisch überK wäre. Betrachte in dieser
SituationF (α) ⊆ K ′. Nach Definition 12.8 gibt es eine Fortsetzungτ ′ ∈ Hom(F (α), L). Dies
widerspricht aber der Folgerung aus Zorns Lemma, dass(F, τ) ein maximales Element inM ist.
Zu (b):
Wähle nach (a) eine Fortsetzung:σ′ ∈ Hom(K ′, L) von σ. Da σ′ ein Körperhomomorphismus ist,
hatσ′ einen trivialen Kern und bildet isomorph auf sein Bild ab. Wenn aberIm(σ′) ∼= K ′ = K̄ gilt,
dann ist auchIm(σ′) algebraisch abgeschlossen. Nach Vorraussetzung istL/ Im(σ) eine algebraische
Körpererweiterung. Es gilt:Im(σ′) ist Zwischenkörper vonL undIm(σ) daher ist nach Satz 11.19 ist
L/ Im(σ′) eine algebraische Körpererweiterung. Nach Definition 12.2 ist dannL = Im(σ′). 2

Folgerung 12.10SeienK ein Körper undK1,K2 zwei algebraische Abschlüsse vonK, dann gibt es
einen Körperisomorphismusσ : K1 → K2.
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Beweis.DaK ein Unterkörper vonK1 undK2 ist, ist idK ∈ Hom(K1,K2). Nach Satz 12.9 gibt es
eine Fortsetzungσ ∈ Iso(K1,K2) von idK 2

Anmerkung Je zwei algebraische Abschlüsse vonK sind Isomorph, aber es gibt keine kanonische
Wahl des Isomorphismus.

13 Zerfällungskörper

Definition 13.1 (K-Homomorphismus)
SeiK ein Körper undL1/K sowieL2/K seien Körpererweiterungen.
σ ∈ Hom(L1, L2) heißtK-Homomorphismus, fallsσ eingeschränkt aufK die Identität aufK ist,
alsoσ|K = idK .
Die Menge derK-Homomorphismen vonL1 nachL2 heben wir von der Menge aller Homomorphis-
men zwischen diesen Körpern durch einen IndexK ab und bezeichnen sie mitHomK(L1, L2).

Beispiel 30 Seiζ5 := e
2πi
5 ∈ C, Wir betrachtenQ(ζ5)/Q

Das Minimalpolynom zuζ5 ist f(X) = X4 + X3 + X2 + X + 1 ∈ Q[X] also ist der Grad der
Körpererweiterung[Q(ζ5) : Q] = deg(f) = 4
faktorisieren wirf in C[X], dann erhalten wir folgende Darstellung vonf

f(X) = (X − ζ5) · (X − ζ2
5 ) · (X − ζ3

5 ) · (X − ζ4
5 )

dennζi5 6= ζj5 für i 6= j. Weiter gilt(ζ5
5 )i = (ζi5)

5 = 1i = 1 Also istζi5 ∈ C eine Nullstelle vonf
In diesem Fall sind alle Nullstellen vonf bereits im ErweiterungskörperQ(ζ5) enthalten.

Beispiel 31 Seiα = 3
√

2 ∈ R, dann istg(X) = X3 − 2 das Minimalpolynom vonα.

Damit wir g in C[X] faktorisieren können brauchen wirζ3 := e
2πi
3 ∈ C. Es ist

g(X) = (X − 3
√

2)(X − ζ3 3
√

2)(X − ζ2
3

3
√

2)

dennCard({ 3
√

2, ζ3
3
√

2, ζ2
3

3
√

2}) = 3 und
(
ζ3

3
√

2
)3

= ζ3
3

(
3
√

2
)3

= 2

Da ζ3
3
√

2 keine reelle Zahl ist und wirQ( 3
√

2) darstellen können als

Q(
3
√

2) = {a+ b
3
√

2 + c(
3
√

2)2 | a, b, c ∈ Q } ⊆ R

folgt, dassζ3
3
√

2 nicht im ErweiterungskörperQ( 3
√

2) enthalten ist, also nicht alle Nullstellen vong
in Q( 3

√
2) enthalten sind.

Definition 13.2 (Zerfällungskörper)
SeienK ein Körper undI eine Menge. Weiter sei(fi)i∈I eine Familie von Polynomen mitfi ∈ K[X]
unddeg(fi) > 1.
Eine KörpererweiterungL/K heißt Zerfällungskörper der(fi)i∈I , falls:
(a) Jedesfi überL in Linearfaktoren zerfällt. Also, dass esαi,j ∈ L undc ∈ L gibt so dass sichfi
darstellenlässt als

c ·
∏

(X − αi,j) = fi(X) ∈ L[X]

(b)L wird überK von den Nullstellen derfi erzeugt.
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Beispiel 32 Wir betrachtenK = Q. Ein Zerfällungskörper der Familie{X2 − 3, X2 − 2} ist
Q(
√

2,
√

3) =: L, denn beide Polynome zerfallen überL in Linearfaktoren.

(X2 − 2) = (X −
√

2) · (X +
√

2) (X3 − 3) = (X −
√

3) · (X +
√

3)

Weiter gilt, dassL von
√

2 und
√

3 erzeugt wird.

Beispiel 33 Ein Zerfällungskörper vonX3 − 2 istQ( 3
√

2, ζ3).
De Bedingung (a) ist klar nach Beispiel 25. Zur Bedingung (b):
Die Nullstellenmenge vonX3 − 2 ist { 3

√
2, ζ3

3
√

2, ζ2
3

3
√

2}
Wir müssen nun die folgende Gleichheit zeigen

Q(
3
√

2, ζ3
3
√

2, ζ2
3

3
√

2) = Q(
3
√

2, ζ3)

Die „⊆“-Inklusion ist klar und zur Gegenrichtung betrachteζ3 = ζ2
3

3
√

2ζ3
3
√

2

Bemerkung 13.3 (Eindeutigkeit des Zerfällungskörpers)
Seien die Bezeichnungen wie in Definition 13.2. WähleK̄ einen algebraischen Abschluss vonK.
Weiter seiS ⊆ K̄ die Nullstellenmenge der Familie(fi)i∈I .
(i) Dann istK(S) ein Zerfällungskörper der Familie(fi)i∈I .
(ii) Ist L ⊆ K̄ ein weiterer Zerfällungskörper der(fi)i∈I , dann sindL undK(S) gleich.

Beweis.Zu (i): Die Bedingung 13.2 (a) ist klar und (b) ist durch die Definition vonK(S) erfüllt.
Die (ii)-te Aussage ist klar, denn Die Nullstellenmenge im algebraischen Abschluss ist eindeutig be-
stimmt. 2

Satz 13.4SeienK und (fi)i∈I wie in Definition 13.2 gegeben und seienL1 undL2 je Zerfällungs-
körper der Familie(fi)i∈I sowieL̄2 ein algebraischer Abschluss vonL2.
Dann gibt jedesσ ∈ HomK(L1, L̄2) einenK-Isomorphismusσ : L1→̃L2.

Beweis.Wir betrachten drei Fälle:
1. Fall: SeiCard(I) = 1, dann besteht die Familie der(fi)i∈I aus nur einem Polynomf := f1, wir
finden inL1 eine Darstellung in Linearfaktoren

f(X) = c
d∏

n=1

(X − αn) ∈ L1[X]

wobei alleαn sowiec Elemente ausL1 sind. Wende nunσ auff an

σ(f(X)) = σ(c)
∏

(X − σ(αn)) ∈ L̄2[X]

DaL2 ebenfalls ein Zerfällungskörper vonf ist undL2 ein Unterkörper vonL̄2 ist, können wirL2

beschreiben durch

L2 = K(σ(α1), . . . , σ(αd)) = σ(K(α1, . . . , αd)) = σ(L1)

2. Fall: SeiCard(I) = n ∈ N, also besteht die Familie der(fi)i∈I aus nur endlich vielen Polynomen,
dann definiere

f :=
∏

i∈I
fi
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Dann sind der Zerfällungskörper vonf und der Zerfällungskörper der Familie((fi)i∈I) gleich. Aus
dem ersten Fall folgt nun die Existenz desK-Isomorphismuses.
3. Fall: SeiCard(I) =∞), dann definiere die Hilfsmenge

M := { J | J ⊆ I und Card(J) <∞}

Jeder Zerfällungskörper der Familie der(fi)i∈I lässt sich darstellen als Vereinigung über aller Zerfäl-
lungskörper der Familien(fj)j∈J mit J ∈M . Aus (2) folgt dann die Behauptung. 2

Folgerung 13.5 SeienK und die Familie(fi)i∈I wie in Definition 13.2 gegeben, dann sind je zwei
Zerfälungskörper der Familie(fi)i∈I K-Isomorph.

Beweis.SeienL1 undL2 zwei Zerfällungskörper der Familie der(fi)i∈I und L̄2 ein algebraischer
Abschluss vonL2. Nach Satz 12.9 lässt sich die Inklusionι : K → L̄2 fortsetzen zuσ : L1 → L̄2

und mit Satz 13.4 folgt dann sofort die Behauptung. 2

Anmerkung Der Isomorphismus aus Folgerung 13.5 ist nicht kanonisch.

Definition und Satz 13.6 ( normale Körpererweiterung )
SeiL/K eine algebraische Körpererweiterung, dann sind äquivalent:

(i) Für alle K-Homomorphismenσ ∈ HomK(L, L̄), wobeiL̄ ein algebraischer Abschluss vonL ist,
gilt σ ∈ AutK(L,L), genauer:
Ist ι ∈ HomK(L, L̄) die natürliche Inklusion, dann gilt:Im(ι) = Im(σ) = L ⊆ L̄

(ii) L ist ein Zerfällungskörper einer Familie nicht konstanter Polynome inK[X]
(iii) Für jedes irreduzible Polynomf ∈ K[X], dass eine Nullstelle inL hat, gilt:

f zerfällt vollständig in Linearfaktoren.

Sind die Bedingungen (i), (ii) und (iii) erfüllt, dann heißtL/K eine normale Körpererweiterung.

Beweis.Per Ringschluss beginnend mit „(i)⇒ (iii)“:
Seif ∈ K[X] ein irreduzibles Polynom und seienα ∈ L undβ ∈ L̄ Nullstellen vonf . Nach Bemer-
kung 12.8 (b) gibt es einσ ∈ HomK(K(α), L̄) derart, dass die Gleichungσ(α) = β erfüllt ist. Nach
Satz 12.9 gibt es eine Fortsetzungσ′ ∈ HomK(L, L̄) welches die Gleichungσ′(α) = β ebenfalls
erfüllt. Nach Vorraussetzung istσ′(L) = L also liegt insbesondereσ′(α) = β bereits inL. Das heißt,
dass alle Nullstellen vonf bereits inL liegen.
Zu „(iii) ⇒ (ii)“:
DaL/K algebraisch ist, gibt es eine TeilmengeS ⊆ L dieL erzeugt, alsoK(S) = L. Weiter be-
zeichnefs das Minimalpolynom zus ∈ S. Dann istL ein Zerfällungskörper der Familie(fs)s∈S ,
denn jedes Polynomfs zerfällt nach Vorraussetzung überL in Linearfaktoren undL wird nach Defi-
nition von den Nullstellen derfs erzeugt.
Zu „(ii) ⇒ (i)“:
Sei(fi)i∈I eine Familie nichtkonstanter Polynome undL ein Zerfällungskörper dieser Familie. Wei-
ter seiσ ∈ HomK(L, L̄), dann istσ(L) ebenfalls ein Zerfällungskörper der Familie((fi)i∈I). Nach
Bemerkung 13.3 ist sindL undσ(L) Teilmengen von̄L, alsoIm(σ) = σ(L) = L. 2

51



Beispiel 34 zu Satz 13.6 (i):
Es sei

√
2 die eindeutige Lösung vonX2 − 2 = 0. Wir kennen bereits die natürliche Inklusion:

Q(
√

2) = { a+
√

2b | a, b ∈ Q } →֒ C

aber es gibt auch folgendenQ-Homomorphismus

σ : Q(
√

2) → C

a+
√

2b 7→ a−
√

2b

Es gilt Im(σ) = Im(ι), denn

Q(
√

2) ∼= Q�(X2 − 2) → C

X 7→ −
√

2

Betrachten wir hingegen3
√

2 mit dem Minimalpolynomf 3
√

2 = X3 − 2 und

ι : Q(
3
√

2) →֒ C

σ : Q[X]�(X3 − 2) → C

X 7→ ζ3
3
√

2

In diesem Fall gilt:Im(σ) 6= Im(ι).

Beispiel 35 zu (13.6):
- Es seiK ein Körper mit algebraischen Abschluss̄K, dann istK̄/K normal.
- Q(
√

2)/Q ist eine normale Körpererweiterung.
- Q(ζ5)/Q ist eine normale Körpererweiterung.
- Q(ζ3,

3
√

2)/Q ist eine normale Körpererweiterung.
- Q( 3
√

2)/Q ist keine(!) normale Körpererweiterung.

Bemerkung 13.7 Es seienM/L/K algebraische Körpererweiterungen. Weiter seiM/K normal,
dann ist auchM/L normal.

Beweis.Nach Vorraussetzung istM ein Zerfällungskörper einer Familie von Polynomen ausK[X].
Da diese Familie auch inL[X] enthalten ist, istM auch Zerfällungskörper einer Familie von Polyno-
men ausL[X]. 2

Anmerkung: L/K ist im Allgemeinen keine normale Körpererweiterung. Ein Gegenbeispiel ist der
Fall:M := Q̄, L := Q( 3

√
2),K := Q

FallsM/L undL/K normal sind, gilt im Allgemeinen nicht, dass auchM/K normal ist.

Bemerkung 13.8 SeiL/K eine Körpererweiterung vom Grad2, dann istL/K normal.

Beweis.Es gilt die Bedingung (ii) aus Satz 13.6, denn fürα ∈ L\K ist der Grad des zugehörigen
Minimalpolynomsfα gleich2 also istL ein Zerfällungskörper vonfα, denn nach Polynomdivision
fα : (X − α) = g folgt, dass der Grad vong gleich1 ist. Also sind alle Nullstellen des Minimalpoly-
nomsfα bereits Elemente ausL. 2
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Definition 13.9 (Die normale Hülle)
SeiL/K eine algebraische Körpererweiterung. Ein ErweiterungskörperN/L heißt normale Hülle
oder normaler Abschluss vonL/K, falls:
(i) N/K normal ist, und
(ii) es keinen TeilkörperL′ mitL ⊂ L′  N gibt, der überK normal ist.

Satz 13.10(Eigenschaften der normalen Hülle)
IstL/K eine algebraische Körpererweiterung, dann gelten:

(a) Es gibt eine normale HülleN vonL/K.

(b) SeiM/L/K eine algebraische Körpererweiterung derart, dassM/K normal ist. Dann gilt für
jede normale HülleN vonM/L: N = K(σi(L)|i ∈ I) mit (σi)i∈I = HomK(L,M)

(c) Je zwei normale HüllenN1 undN2 vonL/K sindK-Isomorph.

(d) Ist die KörpererweiterungL/K von endlichem Grad, so ist auch der Erweiterungsgrad[N : K]
endlich.

Beweis.Teil (a) folgt sofort aus (b) mitM := L̄.
Zu (b): SeiL = K(S) mit einer TeilmengeS ⊆ L. Seien für alles ∈ S die Minimalpoly-

nome mitfs ∈ K[X] bezeichnet. Wähle nun einen ZerfällungskörperN ⊆ M̄ der
Familie der(fs)s∈S , damit istN/K normal.

Behauptung N ist eine normale Hülle vonL/K.

Beweis.Wir haben schon gezeigt, dassN normal ist, also bleibt die Bedingung (ii)
aus Definition 13.9 zu prüfen:
SeiL′/N eine normale Körpererweiterung mitL ⊆ L′ ⊆ N , dann zerfallen
für alles ∈ S die Minimalpolynomefs überL′, dennfs(s) = 0 unds ∈ L′.
Das heißt, dass alle Nullstellen der Polynome der Famile(fs)s∈S bereits inL′

enthalten sind, also istL′ selbst ein Zerfällungskörper der Familie(fs)s∈S
Wir haben bereits gezeigt, dass dannL′ ∼= N gilt. △

Wir müssen noch zeigen, dassN = K(σi(L)|i ∈ I) ist.
⊇ Seienσ ∈ HomK(L,M) unds ∈ S, dann gilt

σ(fs(s)) = fs(σ(s)) = 0 also istσ(s) ∈ N eine Nullstelle des Minimal-
polynomsfs vons. Damit istIm(σ) = σ(L) eine Teilmenge vonN .

⊆ N wird überK von den Nullstellen der(fs)s∈S erzeugt.
Sei alsoα eine Nullstelle von einemft ∈ (fs)s∈S . Nach Bemerkung 12.8 (b)
existiert einσ ∈ HomK(K(S), M̄) welches die Gleichungσ(t) = α erfüllt.
Setzeσ fort zuσ′ ∈ Hom(L, M̄) mit σ′(t) = α.
DaM/K normal ist, istσ′ ∈ Hom(L,M), also istα ∈ Im(σ′) einer Teilmenge
vonK(σi(L)|i ∈ I)

Zu d) Ist der Körpergrad[L : K] endlich, dann gibt es eine endliche TeilmengeS ⊆ L mit
L = K(S) undN ist Zerfällungskörper von nur endlich vielen Polynomen, nämlich den
Minimalpolynomen ders ∈ S. Daher ist auch[N : K] endlich.

Zu c) Die KörperN1 undN2 sind Zerfällungskörper der Familie(fs)s∈S damit sindN1 undN2

nach Folgerung 13.5K-Isomorph. 2
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14 Separable und Inseparable Körpererweiterungen

SeiK ein Körper undf ∈ K[X] ein irreduzibles Polynom, weiter seien̄K/K ein algebraischer
Abschluss, sowieα ∈ K̄ eine Nullstelle vonf undM die Menge der Nullstellen vonf in K̄. Betrachte
die folgende Abbildung:

ϕ : M → HomK(K(α), K̄)

β 7→ σ mit σ(α) = β

Da diese Zuordnung nach Bemerkung 12.8 (b) eindeutig ist folgt sofort,dassϕ bijektiv ist.

Beispiel 36 SeienFp(T ) := Quot(Fp[T ]) undp eine Primzahl, dann betrachte das Polynom
f(X) := Xp − T ∈ Fp(T )[X]. Nach dem Eisensteinkriterium2 ist f irreduzibel.
Sei nunK ein algebraischer Abschluss vonFp(T ) undt ∈ K eine Nullstelle vonf . Das heißt, dasst
die Gleichungtp = T erfüllt. Dann gilt

f(X) = Xp − T = Xp − tp (3.10)
= (X − t)p ∈ K[X]

Obwohl der Grad vonf gleichp ist, hatf nur eine einzige Nullstelle.

Diese im Beispiel gesehene Eigenschaft von Nullstellen wollen wir zu einer allgemeinen Definition
erheben.

Definition 14.1 (Vielfachheit von Nullstellen und separable Polynome)
SeiK ein Körper undK̄ ein algebraischer Abschluss vonK. Weiter seif ∈ K[X] ein Polynom.
1.) Seiα ∈ K̄ eine Nullstelle vonf . Die Nullstelleα hat die Vielfachheitv ∈ N, falls (X − α)v das
Polynomf(X) in K̄[X] teilt und(X − α)v+1 das Polynomf(X) in K̄[X] nicht teilt.
2.) f heißt separabel, falls jede Nullstelleα aus K̄ die Vielfachheitvα = 1 besitzt. Sonst heißtf
inseparabel.

Satz 14.2SeiK ein Körper undf ∈ K[X] ein irreduzibles(!) Polynom.f ist genau dann separabel,
wenn die Ableitungf ′ vonf nicht das Nullpolynom ist. Hierbei bezeichnetf ′ die formale Ableitung
vonf .

Um uns den Beweis dieses Satzes zu vereinfachen, halten wir folgende Bemerkungen fest:

Bemerkung 14.3 Die Ableitungsregeln aus der Analysis gelten.
(Insbesondere gelten die Ketten- und die Produktregel.) 2

Bemerkung 14.4 SeienL/K eine Körpererweiterung undf, g ∈ K[X] Polynome, dann unterschei-
den sich die größten gemeinsamen Teiler vonf und g in K[X] undL[X] nur um eine Einheit aus
L[X]×.

dK := ggTK[X](f, g)=̂ ggTL[X](f, g) =: dL

Beweis.Es gelten

dK = f · FK + g ·GK ∈ K[X] mit FK , GK ∈ K[X] ⊆ L[X]

dL = f · FL + g ·GL ∈ L[X] mit FL, GL ∈ L[X]

Also teilt dK die Polynomeg undf in K[X] ⊆ L[X] unddL teilt die Polynomef und g in L[X]
2

2Satz 9.3
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Bemerkung 14.5 SeienK ein Körper mit algebraischem Abschluss̄K/K undf ∈ K[X] ein nicht
notwendig irreduzibles Polynom, sowieα ∈ K̄ eine Nullstelle vonf . Es sind äquivalent:
(1) Vielfachheit vonα ist größer als1.
(2) α ist eine Nullstelle der Ableitungf ′ vonf .
(3) α ist eine Nullstelle des größten gemeinsamen Teilers vonf undf ′.

Beweis.O.B.d.A. seif normiert. Setzea1 := α und faktorisieref in K̄[X]

f(X) =
d∏

i=1

(x− ai)

f ′(X) =
d∑

j=1

∏

i=1

i6=j

(x− ai)

Durch Einsetzen vonα in f ′ erhalten wir

f ′(α) =
d∏

i=1

(α− a1)

Also ist die Vielfachheit vonα genau dann größer als Eins, wennf ′(α) = 0 ist. Also genau dann,
wennα eine Nullstelle des größten gemeinsamen Teilers vonf undf ′ in L[X] ist. nach Bemerkung
14.4 istα dann auch eine Nullstelle vom größten gemeinsamen Teiler inK[X]. 2

Beweis.Wir zeigen nun beide Richtungen der Äquivalenz aus Satz 14.2.
Seif irreduzibel undα ∈ K̄ eine Nullstelle vonf .

„⇒“: Annahme:f ′ = 0, dann ist der größte gemeinsame Teiler vonf undf ′ das Polynomf .
Daα eine Nullstelle vonf ist, ist es dann auch eine Nullstelle des größten gemeinsamen
Teilers. Nach Bemerkung 14.5 ist dann die Vielfachheit vonα größer als eins, also muss
f inseparabel sein. Dies ist jedoch offensichtlich falsch!

....⇐“:Annahme: „f ist inseparabel“
Mit Bemerkung 14.5 gibt es dann einα ∈ K̄, welches sowohl eine Nullstelle vonf als
auch eine Nullstelle vonf ′ ist. Daf nach Vorraussetzung irreduzibel ist, istf das Mini-
malpolynom vonα und weiter hat die Ableitungf ′ vonf kleineren Grad, also mussf ′

das Nullpolynom sein, denn sonst wäref ′ das Minimalpolynom vonα.
Dies liefert einen Widerspruch! 2

Folgerung 14.6 SeiK ein Körper mitChar(K) = 0, dann ist jedes irreduzible Polynomf ∈ K[X]
mit deg(f) ≥ 1 separabel.

Beweis.Die formale Ableitungf ′ vonf ist nicht das Nullpolynom, denn es giltdeg(f ′) = deg(f)−1.
Mit Satz 14.2 folgt die Behauptung dann sofort. 2

Beispiel 37 Wir haben in Beispiel 36 gesehen, dassf := Xp − T ∈ Fp(T )[X] ein inseparables
Polynom ist. Wir können dies nun wesentlich einfacher zeigen, denn es gilt

f ′(X) = pXp−1 = 0 ∈ Fp(T )[X]
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Bemerkung 14.7 Es seienK ein Körper mitChar(K) = p > 0 und K̄/K ein algebraischer Ab-
schluss. Weiter seienr ∈ N undα ∈ K gegeben. Dann existiert genau einβ ∈ K̄ mit βp

r
= α

Beweis.Nach dem kleinen Fermat (3.10) istβ ∈ K̄ die einzige Nullstelle von

Xpn − α = X − βpn
= (X − β)p

n

2

Satz 14.8SeienK ein Körper mitChar(K) = p > 0 und f ∈ K[X] ein irreduzibles Polynom.
Definiere

r := max
m≥0

{
h ∈ K[X] |h(Xpm

) = f(X)
}

Dann seig ∈ K[X] ein Polynom mitg(Xpr
) = f(X). Es gelten:

(a) g(X) irreduzibel und separabel.
(b) Jede Nullstelle vonf hat die Vielfachheitpr.
(c) Die Nullstellen vonf sind genau diep-ten Wurzeln der Nullstellen vong.

Beweis.zu (a):
Wäreg reduzibel, alsog1 · g2 = g mit Polynomengi ∈ K[X] so ließe sichf darstellen als

f(X) = g(Xpr
) = g1(X

pr
) · g2(Xpr

)

Also wäre auchf reduzibel. Dies widerspricht der Voraussetzung.
Zur Separabilität betrachte

f :=
d∑

n=0

an ·Xn und f ′ =
d∑

n=1

nan ·Xn−1

Damit f ′ das Nullpolynom sein kann müssen alle Koeffizientennan Null sein. Also muss die Glei-
chungan = 0 für allen ∈ N gelten, die nicht vonp geteilt werden. Dann gibt es einh(X) ∈ K[X]
derart, dass die Bedingungh(Xp) = f(X) erfüllt wird. Wir könnenh(X) explizit darstellen durch

h(X) =
d∑

j=0

p|j

a j
p
X

j
p

Ist h(X) separabel folgt die Behauptung, sonst setze die Konstruktion vong induktiv fort, bis ein
separables Polynomh(X) gefunden ist.
Zu (b) und (c):
Dag separabel ist, gibt es Elementeαi ∈ K̄[X] so dass wieg darstellen können als

g =
e∏

i=1

(X − αi) ∈ K̄[X]

Nach Bemerkung 14.7 gibt es zu jedemαi einβi ∈ K̄ welches die Bedingungβp
r

i = αi erfüllt. Wir
könnenf dann darstellen durch

f(X) = g(Xpr
) =

e∏

i=1

(X − βi)p
r

2
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Definition 14.9 (Separable Körpererweiterungen und vollkommene Körper )
SeiL/K eine algebraische Körpererweiterung
- Ein Elementα ∈ L heißt separabel, falls das Minimalpolynomfα ∈ K[X] separabel überK ist.
- Die KörpererweiterungL/K heißt separabel, falls jedesα ∈ L separabel ist.
- IstL/K nicht separabel, so nennen wirL/K inseparabel.
- K heißt perfekt oder vollkommen, falls jede algebraische KörpererweiterungK ′/K separabel ist.

Folgerung 14.10Jeder KörperK mit Char(K) = 0 ist vollkommen.

Beweis.Die Behauptung folgt direkt aus Folgerung 14.6 2

Beispiel 38 (vollkommene Körper)
- Jeder algebraisch abgeschlossene Körper ist vollkommen.
- Der KörperFp(T ) ist nichtvollkommen, dennf(X) = Xp − T ∈ Fp(T )[X] ist inseparabel.

Definition 14.11 (Der Separabilitätsgrad)
SeiL/K algebraische Körpererweiterung. Hierzu wähle einen algebraischen AbschlussK̄ vonK.
Der Separabilitätsgrad vonL/K ist definiert als[L : K]S := Card

(
HomK(L, K̄)

)
.

Bemerkung 14.12Wir übernehmen die Bezeichnungen aus Definition 14.11. Weiter seiα ∈ K̄ ein
Element mit Minimalpolynomfα ∈ K[X]. Es gelten:

1. Der Separabilitätsgrad vonK(α)/K ist gleich der Anzahl der Nullstellen vonfα in K̄ und
weiter gilt [K(α) : K]S ≤ [K(α) : K]

2. Das Elementα ist genau dann separabel überK, wennfα separabel ist, also wenn
[K(α) : K] := deg(fα) = [K(α) : K]S gilt.

3. IstChar(K) = p > 0 mit einer Primzahlp, dann ist[K(α) : K]S · pr = [K(α) : K]. Hierbei
ist pr wie in Satz 14.8, das heißtfα(X) = h(Xpr

) mit h ∈ K[X] separabel.

Beweis.Teil (1) haben wir bereits in der Motivation zu begin dieses Abschnittes gezeigt. (2) ist direkt
mit der Definition klar, und (3) ist eine Folgerung aus Satz 14.8. 2

Satz 14.13(Gradsatz II)
SeienM/L/K algebraische Körpererweiterungen, dann gilt:

[M : K]S = [M : L]S · [L : K]S

Beweis.Fixiere einen algebraischen AbschlussK̄ vonK. Da wir wissen, dass die Mengen derK
bzw. derL-Homomorphismen vonL bzw.M nachK̄ endlich sind nummerieren wir diese Elemente
durch:

HomK(L, K̄) = {σi | i ∈ I } und HomL(M, K̄) = { τj | j ∈ J }
Wähle nach Satz 12.9 eine Fortsetzungσ̄i ∈ Hom(K̄, K̄) vonσi für alle i ∈ I.

Behauptung 1 Wir können die Menge derK-Homomorphismen vonM nachK̄ darstellen durch

HomK(M, K̄) = { σ̄i ◦ τj | i ∈ I ∧ j ∈ J }
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Beweis.Die Inklusion „⊇“ ist klar, betrachten wir also die andere Richtung:
Sei hierzuτ ∈ HomK(M, K̄) beliebig aber fest, dann istτ|L = σi für ein i ∈ I. Insbesondere gilt

σ̄−1
i ◦ τ|L = σ̄−1

i ◦ σi = idL

Daher istσ̄−1
i ◦ τ einL-Homomorphismus vonM nachK̄ und es giltσ̄−1

i ◦ τ = τj für ein j ∈ J .
Wir könnenτ ∈ Hom(M, K̄) also darstellen durchτ = σ̄i ◦ τj △

Behauptung 2 Gilt σ̄i ◦ τj = σ̄k ◦ τl dann isti = k undj = l.

Beweis.Es seīσi ◦ τj|L = σ̄k ◦ τl|L dann sind die Einschränkungen vonσ̄i undσ̄k aufL identisch und
es folgt, dassσi = σk ist. Da wir die Elemente inHomK(L, K̄) eindeutig nummeriert haben folgt,
dassi = k ist. Betrachte nun̄σ−1

i ◦ σ̄i ◦ τj = σ̄−1
i ◦ σ̄k ◦ τl ⇔ τj = τl ⇔ j = l △

Aus den Behauptungen 1 und 2 folgt nun die Multiplikativität der Separabilitätsgrade, denn:

Card
(
HomK(M, K̄)

)
= Card(I) · Card(J)

2

Folgerung 14.14SeiL/K eine endliche Körpererweiterung dann gelten
(a)L/K ist genau dann separabel, wenn[L : K] = [L : K]S ist.
(b) Ist die Charakteristik vonK gleich Null, so istL/K separabel.
(c) IstChar(K) = p > 0, dann ist[L : K] = pr · [L : K]S für ein r ∈ N.

Beweis. Ist L/K eine einfache Körpererweiterung, dann folgen die Aussagen direkt aus Bemer-
kung 14.12. Ansonsten gibt es, daL/K eine endliche Körpererweiterung ist, eine endliche Menge
{α1, . . . , αn} ⊂ L dieL erzeugt. Durch Multiplikation der Erweiterungs- bzw. Separabilitätsgrade
derK(αi) nach Satz 14.13 folgen nun die Aussagen. 2

Satz 14.15SeiL/K eine endliche Körpererweiterung, dann sind äquivalent3:
(i) L/K ist separabel.
(ii) L/K wird von separablen Elementen erzeugt.
(iii) [L : K] = [L : K]S

Beweis.IstL/K eine separable Körpererweiterung, dann ist jedesα ∈ L ist per Definition separabel
überK. Insbesondere sind alle Elemente der ErzeugendenmengeE ⊆ L separabel überK. Dies
beweist die Implikation von (i) nach (ii). Sei nun{α1, . . . , αn} =: E ⊂ L die Erzeugendenmenge
vonL. Nach Vorraussetzung sind alleαi ∈ E separabel überK. Nach Bemerkung 14.12 gelten dann
die folgenden Gleichungen

[K(α1) : K] = [K(α1) : K]S
[K(α1, α2) : K(α1)] = [K(α1, α2) : K(α1)]S

...

Dann gilt wegen der Multiplikativität der Körper- und Separabilitätsgrade

[K(E) : K] = [K(α1, . . . , αn) : K]

= [K(α1) : K] · [K(α1, α2) : K(α1)] · . . . · [K(α1, . . . , αn) : K(α1, . . . , αn−1)]

= [K(α1) : K]S · [K(α1, α2) : K(α1)]S · . . . · [K(α1, . . . , αn) : K(α1, . . . , αn−1)]S
= [K(E) : K]S

3 In Folgerung 11.15 haben wir bereits eine ähnliche äquivalenz für algebraische Körpererweiterungen gezeigt.
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Damit ist der Schluss von (ii) auf (iii) bewiesen. Für die letzte Implikation von (iii)zurück auf (i)
müssen wir zeigen, dass jedesα ∈ L separabel überK ist. Sei alsoα ∈ L ein Element mit Mini-
malpolynomfα ∈ K[X]. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei die Charakteristik vonK eine
Primzahlp und nicht Null4, dann gibt es nach Satz 14.8 ein separables Polynomg(X) ∈ K[X],
welches die Bedingungfα(X) = g(Xpr

) erfüllt. Nach Bemerkung 14.12 (3) gilt dann

[K(α) : K] = pr [K(α) : K]S

und mit dem Gradsatz II 14.13 folgt

[L : K] = [L : K(α)] · [K(α) : K]

= [L : K(α)] · pr [K(α) : K]S
≥ [L : K(α)]S · [K(α) : K] · pr
= [L : K]S · pr

Also musspr = 1 sein undα ∈ L ist separabel überK. 2

Folgerung 14.16SeiK ein Körper mitChar(K) = p > 0 sowieL/K eine Körpererweiterung deren
Körpererweiterungsgrad[L : K] nicht vonp geteilt wird, dann istL/K separabel.

Beweis.Es giltp ∤ [L : K] = pr[L : K]S also folgtr = 0 2

Folgerung 14.17SeiL/K eine nicht notwendig endliche, algebraische Körpererweiterung genau
dann istL/K separabel, wennL/K von separablen Elementen erzeugt wird.

Beweis.Die⇒-Richtung ist direkt nach der Definiton klar, betrachten wir also die andere Implikation:
Nach Vorraussetzung istL = K(E), wobei alle Elemente ausE separabel überK sind. Wir definieren
die HilfsmengeM := {T ⊂ E | Card(T ) <∞}, dann können wirL schreiben als

L =
⋃

T∈M
K(T )

Jede KörpererweiterungK(T )/K ist endlich somit nach Satz 14.15 separabel. Also ist auch
K(E) = L/K separabel, denn jedesα ∈ L liegt in einem TeilkörperK(T ) und ist somit separabel.

2

Folgerung 14.18 IstL/K eine separable, algebraische Körpererweiterung, dann ist der Separabili-
tätsgrad gleich dem Körpergrad.

Beweis.Ist [K : L] <∞ so ist nichts zu zeigen.
Sein ∈ N beliebig und die Menge{α1, . . . , αn} ⊆ L linear unabhängig. Es gilt:

[L : K]S ≥ [K(α1, . . . , αn) : K]S = [K(α1, . . . , αn) : K] = n

2

Folgerung 14.19SeienM/L/K algebraische Körpererweiterungen. Die ErweiterungM/K ist ge-
nau dann separabel, wenn die ErweiterungenM/L undL/K separabel sind.

4Ist die Charakteristik vonK hier gleich Null, so ist nichts zu zeigen.
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Beweis.Der Schluss von der Separabilität vonM/K auf die Separabilität vonM/L undL/K ist
trivial, zum Beweis der Gegenrichtung seiα ∈M ein Element mit dem Minimalpolynom

fα =
d∑

i=1

ci ·Xi ∈ L[X]

Wir betrachten den von den Koeffizienten vonfα erzeugten ErweiterungskörperL′ := K(c0, . . . , cd)
vonK. Dann istL′/K eine endliche, separable Körpererweiterungrweiterung. Nach Vorraussetzung
istα separabel überL undL′ ist ein Teilkörper vonL. Daraus folgt: Die KörpererweiterungL′(α)/K
ist separabel also istα separabel überK. 2

Definition und Satz 14.20 (Satz vom primitiven Element)
Es seiL/K eine Körpererweiterung.
Ein Elementa ∈ L heißt primitiv, fallsL überK vona erzeugt wird, das heißt wennL = K(a) gilt.
IstL/K endlich und separabel, dann existiert ein solches primitives Elementa.

Beweis.1. Fall (Card(K) <∞): nach Aufgabe 5 vom 9. Übungsblatt istL× eine zyklische Gruppe.
Wähle also den Erzeuger vonL× alsa.
2. Fall (♯K =∞): Nach Induktion genügt es einy ∈ L zu finden, mitK(y) = K(α, β) für α, β ∈ L.
Seienfα, fβ ∈ K[X] die Minimalpolynome zuα bzw.β undK̄ ein algebraischer Abschluss vonK,
derL enthält. Seien weitera1, . . . , an ∈ K̄[X] Nullstellen vonfα und b1, . . . , bm ∈ K̄ Nullstellen
vonfβ . Wählea1 = α undb1 = β sowie einx ∈ K mit x 6= α−ai

β−bj
Dann gilt:ai 6= α− xβ + xbj Wähle nuny := α− xβ.

Behauptung 1 K(y) = K(α, β)

Beweis.Es gilt0 = fα(α) = fα(y + xβ)
Seihα(X) := fα(y + xX) ∈ K(y)[X] eim Polynom, dann gelten die Gleichungen

hα(bj) = fα(y + xbj) 6= 0 und hα(β) = fα(y + xβ) = 0

Dann sind die größte gemeinsame Teilerhα vonfβ in K̄[X] undK(y)[X] assoziiert zum konstanten
PolynomX − β. Daher sindα, β ∈ K(y) damit istK(α, β) in K(y) enthalten. 2

Definition 14.21 (rein inseparabel)

(i) SeiK ein Körper. Ein Polynomf ∈ K[X] heißt rein inseparabel überK, falls
f im algebraischen Abschluss̄K genau eine Nullstelle besitzt.

(ii) SeiL/K eine algebraische Körpererweiterung.α ∈ L heißt rein inseparabel überK, falls
Das Minimalpolynomfα ∈ K[X] zuα rein inseparabel überK ist.

(iii) SeiL/K eine algebraische Körpererweiterung.L/K heißt rein inseparabel, falls
jedesα ∈ L rein inseparabel überK ist.

Bemerkung 14.22K sei ein Körper mitChar(K) = p > 0 undL/K sei eine algebraische Kör-
pererweiterung. Weiter seiα ∈ L ein rein inseparables Element mit Minimalpolynomfα. Dann exis-
tieren Elementec ∈ K undr ∈ N, so dass:

fα = Xpr − c ∈ K[X]
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Beweis.Nach Satz 14.8 istfα = h(Xpr
mit einem irreduzieblen, separablen Polynomh(X) ∈ K[X].

Dann isth(X) = X − c 2

Bemerkung 14.23 IstL/K eine algebraische Körpererweiterung, dann sind äquivalent:
(i) L ist rein inseparabel überK
(ii) L wird überK von rein inseparablen Elementen erzeugt.
(iii) [L : K]S = 1
(iv) Für alle α ∈ L gibt es einr ∈ N derart, dassαp

r ∈ K

Beweis.Die Implikation von (i) auf (ii) ist trivial, denn mitL als Erzeugendenmenge ist nichts zu zei-
gen. Für den Schluss von (ii) auf (iii) seiS ⊆ L die Erzeugendenmenge vonL. Nach Vorraussetzung
sind alle Elemente inS inseparabel. Sei nunM die Familie der endlichen Teilmengen vonS, dann
lässt sichL darstellen als

L =
⋃

T∈M
K(T )

DaT endlich ist benenne die Elemente ausT mit T = {α1, . . . , αn}, dann folgt nach dem Gradsatz
14.13 die folgende Gleichung

[K(T ) : K]S = [K(α1, . . . , αn) : K]S
= [K(α1, . . . , αn) : K(α1, . . . , αn−1)]S · . . . · [K(α1) : K]S

=
n∏

i=1

1 = 1

Ist σ ∈ HomK(L, K̄) nicht die Identität, dann gibt es einT derart, dassσ|K(T ) nicht die Identität ist.
Damit ist der Schluss von (ii) auf (iii) bewiesen. Für den nächsten Schritt sei nunα ∈ L ein Element
mit Minimalpolynomfα(X) = h(Xpr

) ∈ K[X]. Da nach Vorraussetzung[L : K]S = 1 ist, ist auch
[K(α) : K]S = 1 und somit isth(X) = X−c ∈ K[X] also folgt, dassαp

r
= c ∈ K ist. Also ist auch

der Schritt von (iii) auf (iv) bewiesen. Wir müssen nun nurnoch die Implikation von (iv) zurück auf
(i) zeigen. Es gilt, dass das Minimalpolynomfα(X) vonα das PolynomXpr − αpr

im Polynomring
K[X] teilt, also istα inseparabel. 2

Folgerung 14.24SeienM/L/K algebraische Körpererweiterungen. Die ErweiterungM/L ist ge-
nau dann rein inseparabel, wennM/L undL/K rein inseparabel sind.

Beweis.Es ist genau dann[M : K]S = [M : L]S · [L : K]S = 1, wenn [M : L]s = 1 und
[L : K]S = 1 2

Definition und Satz 14.25 (Der separable Abschluss)
SeiL/K eine algebraische Körpererweiterung. Setze:KS := {α ∈ L |α separabel überK }.
Dann istKS der eindeutig bestimmte ZwischenkörperL/KS/K mit den Eigenschaften:
(1)L/KS ist rein inseparabel
(2)KS/K ist separabel
Es gelten[L : K]S = [KS : K] = [KS : K]S und istL/K normal, dann ist auchKS/K normal.
KS heißt separabler Abschluss vonK in L.
Sei K̄/K ein algebraischer Abschluss, dann heißtK̄S := {α ∈ K̄ |α separabel überK } der
separable Abschluss vonK.

61



Beweis.
• KS ist ein Körper, denn seienα, β ∈ KS , dann sindα · β−1, α− β ∈ K[α, β] ⊆ KS

• KS/K ist separabel per Definition.
• Seiα ∈ L undfα ∈ KS [X] das zugehörige Minimalpolynom, dann ist
fα(X) = h(Xpr

) mit r ∈ N undh ∈ KS irreduzibel und separabel.
Weiter isth das Minimalpolynom zuαp

r
, dann istc := αp

r
separabel überKS

und somit auch überK. Also liegtc = αp
r

bereits inKS

h = X − c⇒ fα rein inseparabel⇒ α rein inseparabel.
• [L : K]S = [L : KS ]S · [KS : K]S = 1 · [KS : K]
• (Eindeutigkeit:) SeiL/K ′ eine inseparable Körpererweiterung undK ′/K separabel, dann ist

nach DefinitionK ′ ein Teilkörper vonKS

AngenommenK ′ 6= KS . Wähleα ∈ KS\K ′, dann istα separabel. Gleichzeitig folgt aber,
dassα rein inseparabel ist. Das ist offensichtlich falsch! 2

Definition und Satz 14.26 (Der rein inseparable Abschluss)
SeiL/K eine normale algebraische Körpererweiterung, dann setze:

Ki := {α ∈ L | ∀σ ∈ HomK(L,L) : σ(α) = α}

Dann istKi der eindeutig bestimmte ZwischenkörperL/Ki/K mit den Eigenschaften:
(1)L/Ki ist separabel
(2)Ki/K ist rein inseparabel
Wir nennenKi den rein inseparablen Abschluss vonK in L. IstL = K̄ ein algebraischer Abschluss
vonK, dann heißtKi der rein inseparable Abschluss vonK.

Beweis.Ist L̄/L ein algebraischer Abschluss, so gilt:HomK(L, L̄) = HomK(L,L), denn nach Vor-
raussetzung istL/K ist normal.Wir weisen zunächst nach, dassKi ein Körper ist. Seienα, β ∈ Ki,
dann geltenσ(α) = α undσ(β) = β für alle σ ∈ HomK(L, L̄) nach Voraussetzung. Damit gelten
auch

σ(αβ−1) = αβ−1 und σ(α− β) = α− β
Also αβ−1, α− β ∈ Ki.
Für den Nachweis von (2) sei nunσ ∈ HomK(Ki, L), dann existiert nach Satz 12.9 eine Fortsetzung
σ′ ∈ HomK(L,L) mit σ′|K = σ = idKi also ist[Ki : K]S = 1 und damit istKi/K rein inseparabel.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit vonKi. Dazu seiL/K ′/K ein Zwischenkörper, derart dassK ′/K
rein inseparabel ist, dann ist jedesσ ∈ HomK(K ′, L̄) die Identität aufK ′, daK ′ rein inseparabel ist.
Also istσ(k) = k für alle k ∈ K ′ und alleσ ∈ HomK(K ′, L̄) ⊆ HomK(L, L̄). Damit istK ′ in Ki

enthalten undKi/K ist die größte rein inseparable Erweiterung inL.
Als letztes müssen wir noch zeigen, dass (1) gilt, also dasL/Ki separabel ist. Dazu seiα ∈ L beliebig
aber fest gewählt. Numeriere{σ(α) |σ ∈ HomK(L,L) } =: {α = α1, α2, . . .} Diese Menge ist
endlich, da dieαi Nullstellen vom Minimalpolynomfα sind. Setze

f(X) :=
n∏

i=1

(x− αi)

dann istf ein separables Polynom mitf(α) = 0. Da jedesσ ∈ HomK(L,L) dieαi nur permutiert,
gilt

σ(f(X)) =
∏

(X − σ(αi)) = f(X)

Für alleσ ∈ HomK(L,L). Daher istf ∈ Ki[X] und somitα separabel überKi 2
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15 Endliche Körper

Bemerkung 15.1 SeiK ein endlicher Körper, dann gelten
(a) Char(K) = p > 0 mit p einer Primzahl.
(b) Card(K) = pm mitm ∈ N einer natürlichen Zahl.
(c) Für Frobp(x) = xp gilt: Frobp ∈ Aut(K,K)

Beweis.Die Behauptungen (a) und (c) sind bereits bekannt.
Zu b)K ist einFp - Vektorraum mit DimensiondimFp(K) = m also hatK genaupm Elemente 2

Satz 15.2SeiP ⊆ Z die Menge der positiven Primzahlen. Für allep ∈ P und für allem ∈ N gibt es
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Körper mitpm Elementen. (Notation:Fpm oderGF (p,m))
Diese Körper entstehen als Zerfällungskörper der Polynomef(X) = Xpm −X ∈ Fp[X] überFp
Die KörpererweiterungFpm/Fp ist normal, endlich und separabel.

Beweis.SeiN ein Zerfällungskörper vonf(X) = Xpm −X, wir faktosisierenf in N :

f =

pm
∏

i=1

(X − αi) mit αi ∈ N ∀ i = 1 . . . pm

Wir definieren die Nullstellenmenge vonf in N alsM := {α1, . . . , αpm}

Behauptung 1 M ist ein Körper

Beweis.Betrachte die folgende Rechnung:

(αi ± αj)p
m

= Frobmp (αi ± αj) = Frobmp (αi)± Frobmp (αj)

= αp
m

i ± α
pm

j = αi ± αj ∈M
Mit einer analogen Rechnung fürαi · αj und fallsαi 6= 0 auch fürαj

αi
folgt Behauptung 1. △

Da sowohlN als auchM alle Nullstellen vonf enthalten gilt, dassM = N ist.

Behauptung 2 M hatpm Elemente.

Beweis.Die Nullstellen des Polynomsg = Xpm−1−1 = f
X bilden eine zyklische Gruppepm−1-ter

Ordnung5. Inbesondere hatg alsopm − 1 verschiedene Nullstellen. Damit hat dannf(X) = X · g
genaupm verschiedene Nullstellen, denn0 ist keine Nullstelle vong(X). △
DaM ein Zerfällungskörper vonf ist folgt, dassM/Fpm normal und separabel ist.
Zur Eindeutigkeit bis auf Isomorphie:
SeiL ein Körper mitpm Elementen, dann gilt:Card(L×) = Card(L\{0}) = pm − 1
Nach Satz 3.10 gilt dann für allex ∈ L× die Gleichungxp

m−1 = 1 und es folgt, dassXpm −X = 0
ist. Also istL ein Zerfällungskörper vonf . Nach Folgerung 13.5 gibt es dann einen Isomorphismus
zwischenL undM . 2

Folgerung 15.3 Endliche Körper sind vollkommen.

Beweis.SeienK ein endlicher Körper undL/K eine algebraische Körpererweiterung.
AngenommenL/K ist nicht separabel, dann gäbe es ein inseparables Elementα ∈ L und eine end-
liche KörpererweiterungK(α)/K. DaK(α)/K undK endlich sind istK(α) ein endlicher Körper.
Nach Satz 15.2 istK(α)/K separabel. Dies ist ein Wiederspruch zur Inseparabilität vonα. 2

5Nach Aufgabe 5 des 9. Übungsblattes
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Kapitel IV

Galois Theorie

16 Galois Erweiterungen

Definition 16.1 (Galois Erweiterungen und Galoisgruppen)
SeiL/K eine algebraische Körpererweiterung. Diese heißt galoisch bzw. Galois-Erweiterung, falls
sie normal und separabel ist. Die Galois-Gruppe einer Galois-ErweiterungL/K ist:

Gal(L/K) := G(L/K) := AutK(L) = HomK(L,L)

Anmerkung In der vorangegangenen Definition haben wir algebraische Körpererweiterungen, die
gleichzeitig normal und separabel sind, als Galois-Erweieterungen bezeichnet. Beide Eigenschaften
spielen für die nun folgenden Sätze und Bemerkungen eine wichtige Rolle

Die Rolle der Normalität:
Bei einer normalen ErweieterungL/K ist jederK-Homomorphismusσ : L → L̄ sogar einK-
Homomorphismus vonL nachL, das heißt

HomK(L, L̄ = Homk(L,L) = AutK(L)

Die Rolle der Separabilität:
Ist L/K eine separable Körpererweiterung, dann werden dieK-Homomorphismenσ : K(α) → L
für α ∈ L durch die Nullstellen des Minimalpolynomsfα ∈ K[X] vonα beschrieben, die alle einfach
auftreten.

Beispiel 39 (Bekannte Galoiserweiterungen)

• C/R ist galoisch, undGal(C/R) = {id, c}mit c(z) = c(a+ ib) := a− ib = z̄

• Die ErweiterungFpn/Fp ist galoisch.

• SeiK ein Körper undf ∈ K[X] ein separabels Polynom, dann ist jeder ZerfällungskörperN
vonf überK ein Galois-Erweiterungskörper vonK.
DennN/K ist normal, daN ein Zerfällungskörper ist und separabel, daN überK von sepa-
rablen Elementen (den Nullstellen vonf ) erzeugt wird.
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Bemerkung 16.2 SeiL/K eine normale Körpererweiterung, dann gelten:
(i) Card

(
AutK(L)

)
≤ [L : K]

(ii) SeiL/K endlich. Genau dann istL/K galoisch, wennCard
(
AutK(L)

)
= [L : K] ist.

Beweis.zu (i):
SeiL̄/L ein algebraischer Abschluss. DaL/K normal ist, sindAutK(L) undHomK(L, L̄) gleich.
Es gilt also

Card
(
AutK(L)

)
= Card

(
HomK(L, L̄)

)
= [L : K]S ≤ [L : K]

Zu (ii):
DaL/K endlich ist, sind der Erweiterungsgrad und der Separabilitätsgrad genaudann gleich, wenn
L/K separabel ist. 2

Beispiel 40 Wir betrachtenGal(Fpn/Fp)
WegenFpn = Fnp kennen wir bereits den Erweiterungsgrad[Fpn : Fp] = n. Weiter wissen wir, dass
Fpn/Fp galoisch ist. Es ist ausserdem klar, dassFrobp in AutFp(F

n
p ) = Gal(Fnp/Fp) enthalten ist.

Es lässt sich leicht zeigen, dass der ForbeniusautomorphismusFrobip für alle i = 1, . . . , n in
AutFp(F

n
p ) enthalten ist. Hierbei istFrobnp = id. Dies heißt jedoch, dassCard

(
AutFp(F

n
p )
)

= n ist.

Bemerkung 16.3 SeienL/K eine Galois-Erweiterung undE ein Zwischenkörper. Dann gilt:
(a)L/E ist galoisch undGal(L/E) ≤ Gal(L/K).
Genauer:Gal(L/E) = {σ ∈ AutK(L) |σ|E = idE }.
(b) IstE/K galoisch (dies gilt im Allgemeinen nicht!), dann ist

π : Gal(L/K) → Gal(E/K)

σ 7→ σ|E

ein surjektiver Gruppen-Homomorphismus undKer(π) = Gal(L/E)

Beweis.Die vorhergegangenen Kapitel haben gezeigt, dassL/E undE/K separabel sind und dass
L/E normal ist. Zu (a) ist nicht zu zeigen, dennGal(L/E) = AutE(L) ≤ AutK(L) = Gal(L/K)
Zu (b):
Wir müssen zunächst nachweisen, dassπ wohldefiniert ist. Nach Voraussetzung istE/K normal, es
ist also klar, dass für alle Automorphismenσ ∈ Gal(L/K) die Gleichungσ(E) = E erfüllt ist.
Die Abbildungπ ist offensichtlich ein Gruppen-Homomorphismus. Es bleibt die Surjektivität zuzei-
gen. Seien hierzuσ ∈ AutK(E) undL̄/L ein algebraischer Abschluss. Betrachte

τ : E
σ−→ E →֒ L̄

Nach Definition 12.9 existiert einτ ′ ∈ HomK(L, L̄). DaL/K nach Voraussetzung normal ist, ist
τ ′ ∈ AutK(L) = Gal(L/K) mit τ ′|E = σ = π(τ).
Den Kern vonπ können wir direkt angeben:Ker(π) = {σ ∈ Gal(L/K) |π(σ) = σ|E = idE } 2
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Definition und Satz 16.4 (Fixkörper)
SeienL ein Körper, undG ≤ Aut(L) eine Untergruppe. Wir definieren den Fixkörper vonL unterG
durch:

LG := {x ∈ L |σ(x) = x ∀σ ∈ G }
Es gelten:
(a) IstG endlich oderL/LG algebraisch, dann istL/LG galoisch
(b) IstG endlich, dann istGal(L/LG) = G
(c) IstL/LG algebraisch undCard(G) =∞, dann ist[L : LG] =∞ undG ≤ Gal(L/LG)

Beweis.LG ist ein Körper, denn es gilt:σ(x± y) = σ(x)± σ(y) = x± y
Analog zeigen wir dies fürx · y und mity 6= 0 für xy .
(a) Seiα ∈ L beliebig aber fest gewählt, dann betrachte die folgende MengeM

{σ(α) |σ ∈ G } = {α =: α1, . . . , αn} =: M

BehauptungDie MengeM hat nur endlich viele Elemente, alsoCard(M) = n <∞.

Beweis.Wir betrachten zwei Fälle:
I (G endlich) Es gilt:Card(M) ≤ Card(G)
II (L/LG algebraisch) Jedesαi ∈M ist eine Nullstelle vom Minimalpolynomfα überLG. △
Per definition permutiertG die MengeM lediglich, also giltτ(M) = M für jedesτ ∈ G. Setze

gα(X) :=
n∏

i=1

(X − αi) ∈ L[X]

Dann istτ
(
gα(X)

)
= gα(X) undgα bereits ein Element inLG[X]. α ist separabel überLG, denn

gα(X) ist separabel nach Konstruktion. Weiter istL/LG normal, denn für jedesα ∈ L ist die Null-
stellenmenge vongα eine Untermenge vonL, also istL ein Zerfällungskörper der Familie(gα)α∈L
und somit istL/LG galoisch.
Zu (c):
Wir haben Vorausgesetzt, dassL/LG eine algebraische Erweiterung ist und dassCard(G) =∞ ist.
Es giltG ≤ AutLG(L) := Gal(L/LG) also folgt

∞ = Card(G) ≤ Card
(
AutLG(L)

)
= Card

(
Gal(L/LG)

)
≤ [L : LG]

Zu (b):
Es ist zu zeigen, dass aus der Endlichkeit vonL/LG folgt, dassGal(L/LG) = G ist.
Nach dem Satz vom primitiven Element 14.20 gilt:L = LG(α) wie in (c)
G ≤ Gal(L/LG), zeige also[L : LG] ≤ Card(G)
Betrachte dazu die Menge{α = α1, . . . , αn} = {σ(α) |σ ∈ G } und das Polynom

gα(X) =
n∏

i=1
(X − αi) ∈ LG[X] aus (a). Wegengα(α) = 0 folgt, dass das Minimalpolynom zuα

fα ∈ LG[X] das Polynomgα teilt.
Es gilt: [L : LG] = deg(fα) ≤ deg(gα) = n ≤ Card(G) 2

Folgerung 16.5 SeiL/K eine normale Körpererweiterung, undG := AutK(L). Es gelten:
(a)L/LG ist galoisch mitGal(L/LG) = G
(b) [LG/K] ist rein inseparabel.
(c) IstL/K separabel (also galoisch), dann istLG = K
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Beweis.Zu (a)
DaL/K normal, also insbesondere algebraisch, ist, folgt, dassL/LG algebraisch ist. Mit Satz 16.4
istL/LG dann auch galoisch. Betrachte nun die folgenden Inklusionen:

G ⊆ AutLG(L) →֒ AutK(L) = G

Zu (b)
Fixiere einen algebraischen AbschlussK̄ zu K. Seiσ ∈ HomK(LG, K̄), dann gibt es nach Satz
12.9 eine Fortsetzungσ′ ∈ HomK(L, K̄). DaL/K eine normale Körpererweiterung ist, istσ′ ein
K-Automorphismus vonL. Nach (a) wissen wir, dassAutLG(L) undAutK(L) gleich sind, daher ist
σ′ auch einLG-Automorphismus vonL, alsoσ′|LG = σ = idLG und damit ist der Separabilitätsgrad

vonLG/K gleich eins.
zu (c)
Aus der Separabilität vonL/K folgt die Separabilität vonLG/K und nach (b), dass[LG : K]S = 1
ist. Somit folgt die Gleichheit vonLG undK. 2

Satz 16.6 (Hauptsatz der Galois-Theorie)
SeiL/K eine endliche Galois-Erweiterung, und bezeichneG := Gal(L/K). es gelten

(a) Die Abbildungen

{H |H ≤ G } ⇆ {E |E Körper ∧K ⊆ E ⊆ L }
H 7→ Φ(H) := LH

Ψ(E) := Gal(L/E) ←[ E

sind bijektiv und zu einander invers.

(b) Gal(L/E) ist genau dann ein Normalteiler vonG, wennE/K galoisch ist.
Ebenso istH genau dann ein Normalteiler vonG, wennLH/K galoisch ist.

(c) SeiH �G ein Normalteiler, dann induziert

π : G → Gal(LH/K)

σ 7→ σ|
LH

einen Gruppen-Isomorphismus derart, dassG�Gal(L/LH)
∼= Gal(LH/K) gilt.

Beweis.zu (a) ist zu zeigen, dassΦ ◦Ψ = id = Ψ ◦ Φ gelten. Wegen Folgerung 16.5 Teil (c) gilt

Φ ◦Ψ(E) = Φ(Gal(L/E)) = LGal(L/E) = E

Und mit Satz 16.4 Teil (b) ist

Ψ ◦ Φ(H) = Ψ(LH) = Gal(L/LH) = H

Zu (b):
SeiH ≤ G eine Untergruppe. Die KörpererweiterungLH/K ist genau dann eine normale Erweite-
rung, wenn für alleσ ∈ G gilt, dassσ(LH) = LH ist, denn nach Satz 13.6 istLH/K genau dann
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normal, wenn für alleτ ∈ HomK(LH , K̄) mit einem algebraischen Abschluss̄K zu K gilt, dass
τ(LH) = LH ist. Die Abbildung

G := Gal(L/K) = HomK(L, K̄)
(12.9)−−−→ HomK(LH , K̄)

ist surjektiv. Für alleσ ∈ G gilt, dassσ(LH) = LσHσ
−1

ist, denn

a ∈ σ(LH) ⇔ σ−1(a) ∈ LH
⇔ hσ−1(a) = σ−1(a) ∀h ∈ H
⇔ σ ◦ h ◦ σ−1(a) = a ∀h ∈ H
⇔ a ∈ LσHσ−1

Also istLH/K genau dann normal, wenn für alleσ ∈ G gilt, dassσ(LH) = LH ist. Für alleσ ∈ G
gilt

σ(LH) = LH ⇔ LσHσ
−1

= LH

(a)⇐⇒ Ψ(LσHσ
−1

) = Ψ(LH)

⇔ σHσ−1 = H ⇔ H �G

Teil (c) folgt aus Bemerkung 16.3 b), denn es gilt:Gal(L/K)�Gal(L/E)
∼= Gal(E/K)

für einE mit K ⊆ E ⊆ L. Nimm alsoE := LH 2

Anmerkung Der Hauptsatz der Galois-Theorie (16.6) in Worten:
Die Untergruppen vonGal(L/K) klassifizieren die Zwischenkörper vonL/K.

Folgerung 16.7 SeiL/K eine endlich, separable Körpererweiterung, dann gibt es nur endlich viele
Zwischenkörper.

Beweis.Wir dürfen ohne Einschränkung annehmen, dassL/K galoisch ist, da wir sonst mit der
normalen HülleN/K weiter machen und diese nach Satz 13.10 endlich ist. Die Zwischenkörper von
L/K entsprechen nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 genau den Untergruppen der endlichen
GruppeGal(L/K). 2

Anmerkung Die Aufgabe 6 vom 10. Übungsblatt zeigt, dass die Separabilität in Folgerung 16.7
notwendig ist.

Definition 16.8 (zyklische und abelsche Körpererweiterungen)
SeiL/K endliche Galois-Erweiterung.
Die ErweiterungL/K heißt genau dann zyklisch, wennGal(L/K) zyklisch ist.
Die ErweiterungL/K heißt genau dann abelsch, wennGal(L/K) abelsch ist.

Folgerung 16.9 SeiL/K eine endliche abelsche [bzw. zyklische] Galois-Erweiterung, dann sindfür
jeden ZwischenkörperK ⊆ E ⊆ L die ErweiterungenL/E undE/K auch abelsch [bzw. zyklisch].

2

Definition 16.10 (Das Kompositum)
Es seiL ein Körper und seienE, E′ Unterkörper vonL. Das KompositumEE′ := E(E′) := E′(E)
ist der kleinste Teilkörper vonL, der die KörperE undE′ enthält.
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Beispiel 41 (Komposita)
- L := R, E := Q(

√
2), E′ := Q(

√
3) : EE′ = Q(

√
2,
√

3)
- L := C, E := Q(i), E′ := R : EE′ = C

Bemerkung 16.11SeienL/K eine endliche Galois-Erweiterung undE, E′ Zwischenkörper mit
K ⊆ E,E′ ⊆ L. Wir definierenH := Gal(L/E), H ′ := Gal(L/E′). Dann gelten:
(a)E ist genau dann inE′ enthalten, wennH ′ eine Untergruppe vonH ist.
(b) Das Kompositum lässt sich schreiben alsEE′ = LH∩H′

(c)E ∩ E′ = L<H,H
′>

Beweis.Zu (a)
SeiE ein Teilkörper vonE′ dann giltH = Gal(L/E) ⊇ Gal(L/E′) = H ′. Für die Gegenrichtung
seiH ′ ≤ H. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 gelten die GleichungenE = LH und
E′ = LH

′
und somit folgtE = LH ⊆ LH′

= E′

Zu (b)
Es ist klar, dass das KompositumEE′ im FixkörperLH∩H′

enthalten ist, also dass

Gal(L/EE′) ⊇ H ∩H ′

gilt. Wir zeigen also nur die andere Inklusion. Sei hierzuσ ∈ Gal(L/EE′). Da σ|E = idE und
σ|E′ = idE′ gelten folgt, dassσ ∈ Gal[L(E) und σ ∈ Gal(L/E′) ist. Daher istGal(L/EE′) in
H ∩H ′ enthalten und wir haben Gleicheit gezeigt.
Zu (c)
Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie folgt, dassE ∩ E′ = LH ∩ LH′

ist. Wir müssen also die
Gleicheit vonLH ∩ LH′

undL<H,H
′> zeigen. Auch hierbei ist eine Inklusion trivial, da sowohlH

als auchH ′ in < H,H ′ > enthalten sind. Betrachte nun einx ∈ LH∪H , das heißtσ(x) = x für alle
σ ∈ H ∪H, dann ist die Gleichungσ(x) = x aber auch für alleσ ∈< H,H ′ > erfüllt. 2

Satz 16.12(Translationssatz der Galois-Theorie)
Es seienL/K eine endliche Galois-Erweiterung sowieK/E/L undK/E′/L Zwischenkörper. Weiter
seienE/K undE′/K galoisch. Es gelten:
(a)EE′/K ist galoisch und die Abbildung

ϕ : Gal(EE′/E) → Gal(E′/E ∩ E′)

σ 7→ σ|E′

ist ein Gruppen-Isomorphismus.
(b) Die Abbildung

ψ : Gal(EE′/K) →֒ Gal(E/K)×Gal(E′/K)

σ 7→ (σ|E , σ|E′ )

ist ein injektiver Gruppen-Homomorphismus.
Gilt zusätzlichK = E ∩ E′, so istψ auch surjektiv.

Inklusionstafel

L

|
EE′

/ \
E E′

\ /

E ∩ E′

|
K

Beweis.Zu (a)
Zuerst zeigen wir, dassEE′/K normal und separabel ist. Hierbei ist klar, dassEE′/K endlich und
separabel ist, daL/K endlich und separabel ist.EE′/K ist normal, denn seiσ ∈ Gal(L/K) dann
geltenσ(E) = E und σ(E′) = E′, daE/K undE′/K normal sind. Hieraus folgt sofort, dass
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σ(EE′) = EE′ ist.EE′/K ist also eine endliche Galois-Erweiterung.
Es ist klar, dassϕ Gruppen-Homomorphismus ist. Schnell sehen wir ein, dassϕ injektiv ist, denn für
σ ∈ Ker(ϕ) gilt σ|E′ = idE′ undσ|E = idE , also ist jedesσ im Kern vonϕ die Identität aufEE′.
ϕ ist surjektiv, denn

(E′)Im(ϕ) = E′ ∩ (EE′)Gal(EE′/E)

Diese Gleichheit lässt sich leicht nachrechnen:
„⊆“: x ∈ E′ ∧ σ(x) = x ∀σ ∈ Gal(EE′/E)⇒ x ∈ E′ ∩ (EE′)Gal(EE′/E)

„⊇“: x ∈ E′ ∩ (EE′)Gal(EE′/E) ⇒ x ∈ (E′)Im(ϕ)

Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 lässt sich diese Gleichung fortsetzen zu:

(E′)Im(ϕ) = E′ ∩ (EE′)Gal(EE′/E) = E′ ∩ E = (E′)Gal(E′/E∩E′)

DaE′ unter zwei Gruppen fixiert ist folgt wiederum mit Satz 16.6 und der AbbildungΨ

Im(ϕ) = Gal(E′/E ∩ E′)

Zu (b)
Auch hier ist klar, dassψ ein Gruppen-Homomorphismus ist. Die Injektivität zeigen wir analog zu
(a). Setzen wir also nun Voraus, dassK = E ∩ E′ gilt. Nach Teil (a) gelten die Isomorphien

Gal(E/K) ∼= Gal(EE′/E′)

durchσ 7→ σ̃ mit σ̃|E = σ und

Gal(E′/K) ∼= Gal(EE′/E)

durchσ′ 7→ σ̃′ mit σ̃′|E′
= σ′

Setze:τ := σ̃ ◦ σ̃′ ∈ Gal(EE′/K), dann gilt:ψ(τ) = (τ|E , τ|E′ ) = ( σ̃ ◦ σ̃′|E , σ̃ ◦ σ̃
′
|E′

) = (σ, σ′)
Das heißt, dassψ surjektiv ist. 2

Anmerkung Der translationssatz der Galois-Theorie in Worten:
Teil (a) von Satz 16.12 besagt, dass die Galois-Gruppen der sich im
nebenstehenden Diagramm diagonal gegenüberstehenden Körperer-
weiterungen isomorph zueinander sind.
Nach Teil (b) ist die Galois-Gruppe vonEE′/K im Produkt der
Galois-Gruppen vonE/K undE′/K enthalten. Sie ist sogar gleich
diesem Produkt, wennE ∩ E′ = K ist.
Wir können damit Beobachtungen, die wir an den Galois-Gruppen
vonEE′/E,EE′/E′ oderEE′/K gemacht haben auf einfache Wei-
se auf die Galois-Gruppen vonE/K bzw.E′/K übertragen und um-
gekehrt. Ein beispiel dafür liefert die nächste

L

|
EE′

/ \
E E′

\ /

E ∩ E′

|
K

Folgerung 16.13SeienL/K eine endliche Galois-Erweiterung undE,E′ Zwischenkörper mitE/K
undE′/K abelsch, dann ist auchGal(EE′/K) abelsch.

Beweis.Via ψ aus Satz 16.12 kannGal(EE′/K) als Untergruppe vonGal(E/K) × Gal(E′/K)
aufgefasst werden. 2
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17 Auflösbare Gleichungen und Radikalkörper

Motivation: Gesucht ist eine Lösungsformel fürf(X) := X2 + pX + q mit f(X) = 0 Dazu setzen
wir eine Körpercharakteristik ungleich 2 voraus.Wir kennen die Lösung als pq-Formel:

X = −p
2
±
√

p2

4
− q

Komplizierter ist die Lösungsformel fürf(X) = X3 + pX+ q mit f(X) = 0, hierfür setzen wir eine

Körpercharakteristik ungleich 2 und 3 voraus. Sei nunζ := ζ3 := e
2iπ
3 eine primitive dritte Einheits-

wurzel, weiter seien

u :=
3

√

−p
2

+

√
(p

3

)3
+
(p

2

)2
und v :=

3

√

−p
2
−
√
(p

3

)3
+
(p

2

)2

dann erhalten wir als Lösung fürX:

X = u+ v oderX = ζ2u+ ζv oderX = ζu+ ζ2v

Wir wollen für den Fall, dass die Lösungen vonf(X) = 0 Wurzeln oder genauer „Radikale“ sind,
eine Sprechweise festhalten:

Definition 17.1 (durch Radikale auflösbar)
SeiK ein vollkommener Körper
(a) Eine endliche KörpererweiterungL/K heißt durch Radikale auflösbar, falls ZerfällungskörperEi
existieren, die die EigenschaftK = E0 ⊆ E1 ⊆ . . . ⊆ Er = L besitzen wobeiEi = Ei−1(αi), für
eine Nullstelleαi vonXn − ai ∈ Ei−1[X], ist. Also giltαi = ni

√
ai für i = 1, . . . , r.

Bei dieser Definition ist insbesondereXn − 1 erlaubt.
(b) Seif ∈ K[X] ein Polynom, dann heißtf ( genauer: Die Gleichungf(X) = 0) durch Radikale
auflösbar, falls die KörpererweiterungN/K, mit einem ZerfällungskörperN vonf , durch Radikale
auflösbar ist.

Anmerkung zu (b) f ist durch Radikale auflösbar, wenn sich die Nullstellen vonf in K̄ durchn-te
Wurzeln ausdrücken lassen. Insbesondere ist nach der Motivation jedes Polynomf mit deg(f) ≤ 3
durch Radikale auflösbar.

Bemerkung 17.2 Sein ≥ 1 eine natürliche Zahl unda ∈ Z. Dann sind äquivalent:

(i) < ā >= Z�nZ (ii) ā ∈
(
Z�nZ

)×
(iii) ggT(a, n) = 1 (iv) ∃u ∈ Z�nZ : 1̄ = āū

Beweis.< ā >= Z�nZ ⇔ ∃ ū ∈ Z�nZ : 1̄ = ūā⇔ ∃u, r ∈ Z : 1 = au + nr ⇔ ggT(a, n) = 1
2

Definition 17.3 (Eulerscheϕ-Funktion)

Für eine natürliche Zahln ≥ 1 setzeϕ(n) := Card
((
Z�nZ

)× )

Bemerkung 17.4 (Eigenschaften der Eulerschenϕ-Funktion)
(a) Für je zwei natürliche Zahlenn,m ≥ 1 deren größter gemeinsame TeilerggT(m,n) = 1 ist gilt
ϕ(n,m) = ϕ(n) · ϕ(m)
(b) Für eine Primzahlp und eine natürliche Zahlr ≥ 1 gilt ϕ(pr) = pr−1(p− 1)
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Beweis.Die Behauptung in (a) ist eine direkte Folgerung aus dem chinesischen Restsatz. Bei (b)
betrachte die Menge der nicht Einheiten inZ�prZ = {0, 1, . . . , pr − 1} diese ist

{0 · p, 1 · p, . . . , (pr−1 − 1) · p} =: N

Es gilt:

Card(N) = pr−1 ⇒ Card
((Z�nZ

)×
)

= pr − pr−1 = pr−1(p− 1)

2

Definition und Bemerkung 17.5 (Gruppe dern-ten Einheitswurzenl)
SeiL/K eine Körpererweiterung und̄K ein algebraischer Abschluss vonK. Wir betrachten das
Polynomf(X) := Xn − 1 ∈ K[X] und definierenµn(K̄) als die Menge der Nullstellen vonXn − 1
in K̄. (µn(K̄), · ) bildet eine zyklische Gruppe der Ordnungm mit:

m =

{
n falls Char(K) ∤ n
a falls Char(K) = p |n alson = pr · a mit ggT(p, a) = 1

µn(K̄) heißt die Gruppe dern-ten Einheitswurzeln von̄K.

Beweis.: 9. Übungsblatt Aufgabe 5

Definition 17.6 (Kreisteilungskörper)
Seiµn(K̄) wie in Definition 17.5 undζ ∈ µn(K̄). Weiter seir die Ordnung vonζ in µn(K̄). Dann
nennen wirζ eine primitiver-te Einheitswurzel.
Ist die Charakteristik vonK gleich Null oder teilt diese nichtn, dann nennen wir den KörperK(µn(K̄)),
der durch Adjunktion dern-ten Einheitswurzeln entsteht, denn-ten Kreisteilungskörper überK.

Definition und Satz 17.7 (Kreisteilungs Charakter)
SeienK ein Körper,n ∈ N>0 eine natürliche Zahl und gelteChar(K) = 0 oderChar(K) ∤ n. Weiter
seiζ ∈ K̄ eine primitiven-te Einheitswurzel, dann gelten:
(a)K(ζ) = K(µn(K̄)) undK(ζ)/K ist abelsch galoisch.
(b) [K(ζ) : K] teilt ϕ(n) mitϕ(n) aus Definition 17.3
(c) Die Abbildung:

χ : Gal(K(ζ)/K)→
(
Z�nZ

)×

die durchσ(ζ) = ζχ(σ), fürσ ∈ Gal(K(ζ)/K), bestimmt ist, ist ein injektiver Gruppen-Homomorphismus.
χ heißtn-ter zyklotomischer (bzw. kreisteilungs) Charakter.

Beweis.Zu (a):

Xn − 1 =
n∏

i=1

(X − ζi) ∈ K̄[X]

Damit istK(ζ) = K(µn(K̄)) Zerfällungskörper vonXn − 1 über K. Wegen der Voraussetzung an
die Charakteristik vonK istXn − 1 separabel.
Wir wissen jetzt, dassK(µn(K̄))/K galoisch ist und können nun (c) Beweisen, da uns dies den
Beweis von (a) und (b) erleichtert:
χ ist wohldefiniert, denn seiσ ∈ Gal(K(ζ)/K) dann betrachte:σ(ζ) = ζi für i ∈ {1, . . . , n},
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außerdem ist die Ordnung vonσ(ζ)) gleichn, daσ bijektiv ist.
Wir betrachten den Gruppen-Isomorphismus

φ : Z�nZ →̃ µn(K̄)

r 7→ ζr

Sei nunj ein Erzeuger vonZ�nZ. Nach Bemerkung 17.2 istj dann eine Einheit vonZ�nZ und genau
dann istζj ein Erzeuger vonµn(K̄). ζ ist als primitiven-te Einheitswurzel ein Erzeuger vonµn(K̄)
und jedesσ ∈ Gal(K(ζ)/K) ist bijektiv, also ist auchσ(ζ) = ζi ein Erzeuger vonµn(K̄). Mit
φ ist dann auchi ein Erzeuger vonZ�nZ. Damit i eine Einheit inZ�nZ und χ(σ) = i ⇒ χ ist
wohldefiniert.
χ ist Gruppen-Homomorphismus, denn seinenσ, τ ∈ Gal(K(ζ)/K), dann gilt:

ζχ(στ) = σ ◦ τ(ζ) = σ(ζχ(τ)) = (ζχ(σ))χ(τ) = ζχ(σ)·χ(τ)

⇒ χ(σ ◦ τ) = χ(σ) · χ(τ)

χ ist injektiv, denn seiσ ∈ Ker(χ)⇒ σ(ζ) = ζ1 = ζ ⇒ σ = idK(ζ) = id
Nun beweisen wir den Rest von (a) und (b):

Mittels χ können wirGal(K(ζ)/K) als Untergruppe von
(
Z�nZ

)×
auffassen. Da Untergruppen

abelscher Gruppen abelsch sind, istGal(K(ζ)/K) abelsch.
Weiterhin gilt:

[K(ζ) : K] = [K(ζ) : K]S = Card
(
Gal(K(ζ)/K)

)
∣
∣
∣ Card

((
Z�nZ

)×
)

= ϕ(n)

2

Definition und Bemerkung 17.8 (n-tes Kreisteilungspolynom.)
Sein ∈ N>0 eine natürliche Zahl, dann fixierēQ/Q einen algebraischen Abschluss. Weiter definiere
die MengeEWn := { ζ ∈ Q̄ | ζ ist primitiven-te Einheitswurzel}. Dasn-te Kreisteilungspolynom
ist definiert als

Φn(X) =
∏

ζ∈EWn

(X − ζ) ∈ Q̄[X]

Es gelten:
(i) Φn(X) ∈ Q[X]
(ii) deg(Φn) = ϕ(n)
(iii) Sei p prim, dann istΦp(X) = Xp−1 + · · ·+ x+ 1

Beweis.zu (i):
Zur besseren Lesbarkeit definiereG := Gal(Q(µ(Q̄))/Q). Die Elemente vonG permutieren die
Menge der primitivenn-ten Einheitswurzeln nur, das heißt:

σ ∈ G⇒ σ(Φn) = Φn

Also ist Φn invariant unterG und damit liegen nach dem Hauptsatz der Galoistheorie 16.6 die Koef-
fizienten vonΦn im Fixkörper[Q(µ(Q̄))]G = Q also istΦn(X) ∈ Q[X]
Teil (ii) ist sofort klar mit Satz 17.7 und zu (iii) gilt:
Jedesζ ∈ µp(Q̄) mit ζ 6= 1 ist eine primitivep-te Einheitswurzel und somit gilt

Xp − 1 = (X − 1) · (Xp−1 + · · ·+X + 1)

2
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Satz 17.9Für alle natürlichen Zahlenn hat dasn-te KreisteilungspolynomΦn(X) ganzzahlige Ko-
effizienten und ist irreduzibel.

Beweis.Wir zeigen im ersten Schritt induktiv, dassΦn(X) ∈ Z[X] ist. Hierbei ist der Induktions-
anfang trivial, denn fürn = 1 gilt: Φ1(X) = X − 1 ∈ Z[X] und für den Schritt vonn − 1 auf n
gilt:

Xn − 1 =
∏

d|n

d>0

Φd(X)

= Φn(X) ·
∏

d|n

0<d<n

Φd(X)

Da sowohl das Produkt derΦd als auchXn−1 Elemente inZ[X] sind, muss auchΦn in Z[X] liegen.
Nun werden wir im zweiten Schritt die Irreduzibilität zeigen. Für den Fall, dassn eine Primzal ist,
haben wir dies bereits im Beispiel 17 (c) auf Seite 35 dieser Mitschrift gezeigt, nun zeigen wir dies
auch für nicht Primzahlenn.
Im zweiten Schritt nehmen wir uns eine Zerlegung vonΦn her. SeiΦn = f ·g ∈ Z[X] eine Darstellung
von Φn mit einem irreduziblen Polynomf ∈ Z[X] und seiζ eine primitiven-te Einheitswurzel, die
eine Nullstelle vonf ist.

Behauptung 1 Für alle Primzahlenp, dien nicht teilen istf(ζp) = 0

Beweis.Wir nehmen an, dassf(ζp) 6= 0 sei. Daζp eine primitiven-te Einheitswurzel ist, muss
g(ζp) = 0 gelten. Da nach Voraussetzung der größte gemeinsame Teiler vonn undp Eins ist folgt mit
Bemerkung 17.2, dassp eine Einheit vonZ�nZ ist.
Damit istζ eine Nullstelle vong(Xp) und das Minimalpolynom vonζ istf daher mussf das Polynom
g(Xp) teilen. Wir können also einh ∈ Z[X] finden, so dassg(Xp) = f · h gilt. Nun reduzieren wir
die Polynome modulop und betrachten die Polynome inFp[X]. In diesem Polynomring können wir
den Frobenius-Automorphismus anwenden, daher gilt:

ḡ(Xp) = (ḡ(X))p = f̄ h̄ ⇒ ggT(f̄ , ḡ) 6= 1

Dies ist ein Widerspruch, dāf · ḡ = Φn

∣
∣ Xn − 1 undXn − 1 in Fp[X] separabel ist, weil es keine

mehrfachen Faktoren enthalten darf und dap nichtn teilt. △

Behauptung 2 Jede primitiven-te Einheitswurzelη ist eine Nullstelle vonf .

Beweis.Es giltη = ζr für r ∈
(
Z�nZ

)×
.

r =
s∏

i=1

pi

Sei die Primfaktorzerlegung vonr, dann gilt für allei, dass diepi nicht n teilen. Deshalb gilt nach
Behauptung 1

0 = f(ζ) = f((ζp1)p2) = . . . = f(ζr) = f(η)

△
Mit den Behauptungen 1 und 2 folgt nung = 1 und somitf = Φn 2
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Folgerung 17.10Seiζn ∈ Q̄ eine primitiven-te Einheitswurzel. Es gelten:
(a) [Q(ζn) : Q] = ϕ(n)
(b) Der Kreisteilungscharakter

χ : Gal
(
Q(ζn)/Q

)
→

(
Z�nZ

)×

aus Satz 17.7 ist ein Gruppen-Isomorphismus.

Beweis.Φn ist irreduzibel und hat den Gradϕ(n) daher gilt (a) und Teil (b) folgt sofort aus (a). 2

Bemerkung 17.11 (Radikalkörper)
SeienK ein Körper,a ∈ K ein Element undn ∈ N>0 eine natürliche Zahl. Weiter sei die Charakte-
ristik vonK gleich Null oder teile nichtn. Der Zerfällungskörper des Polynoms

f(X) := Xn − a ∈ K[X]

istK( n
√
a, µn) wobeiµn := µn(K̄) die Gruppe dern-ten Einheitswurzeln ist.

Beweis.Durch Faktorisieren vonf in K̄[X] erhalten wir

f(X) =
n∏

i=1

(X − n
√
a · ζi)

mit < ζ >= µn Also istL = K(ζ, ζ2, . . . , n
√
a) = K(ζ, n

√
a) = K(µn, n

√
a) 2

Bemerkung 17.12 In der Situation von Bemerkung 17.11 mit der zusätzlichen Voraussetzung, dass
µn eine Teilmenge vonK ist, gilt:
(a)K( n

√
a)/K ist eine ablesche Galois-Erweiterung.

(b) Die Abbildung
φ : G := Gal(K( n

√
a)/K) → Z�nZ

welche durchσ( n
√
a) = n

√
a · ζφ(σ) beschrieben ist, ist ein injektiver Gruppen Homomorphismus.

Hierbei istµn =< ζ > zyklisch.

Beweis.Wir zeigen für Teil (a) zunächst nur, dassK( n
√
a)/K galoisch ist.

Nach Bemerkung 17.11 und der Voraussetzungµn ⊆ K gilt, dassK( n
√
a, ζ) = K( n

√
a) ist.

Hieraus folgt, dassK( n
√
a) ein Zerfällungskörper vonf(X) := Xn − a ∈ K[X] und somit normal

überK ist. Die Separabilität vonK( n
√
a) ist auch klar, da wir eine Körpercharakteristik von Null

vorausgesetzt haben.
Für (b) zeige nun, dassφwohldefiniert ist. Jedesσ ∈ G := Gal(K( n

√
a)/K) sendet die Nullstellen

√
a

notwendig auf eine Nullstelle vonXn−a, also auf ein Element der Form:n
√
a·ζi für eini = 0, . . . , n.

Benenne nuni = φ(σ). Weiter istφ ein Gruppen-Homomorphismus, denn seienσ, τ ∈ G dann
betrachte:

n
√
a ζφ(σ◦τ) = σ(τ( n

√
a) ) = σ( n

√
a ζφ(τ))

= ζφ(τ) ζφ(σ) n
√
a = ζφ(σ)+φ(τ) n

√
a

⇒ φ(σ ◦ τ) = φ(σ) + φ(τ)

Nun zeigen wir die Injektivität: Fürσ ∈ Ker(φ) gilt: σ( n
√
a) = n

√
a ζ0 = n

√
a

Also σ = idK( n√a)und damit istσ das neutrale Element inG.

Damit folgt auch der Rest von (a), denn wir könnenG nun als Untergruppe vonZ�nZ auffassen, daher
istG abelsch. 2
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Definition und Satz 17.13 (Galois-Hülle)
SeienE/K eine endliche Galois-Erweiterung undn ∈ N>0 Weiter sei die Charakteristik vonK
gleich Null oder teile nichtn und ζ ∈ E sei eine primitiven-te Einheitswurzel sowiea ∈ E ein
Element. SeiN der kleinste Galois-Erweiterungskörper überK, derE( n

√
a) enthält, dann heißtN

die Galois-Hülle vonE( n
√
a) überK. Es gelten:

(a)N = E( n
√

σ(a)) |σ ∈ G) mitG := Gal(E/K)
(b)H := Gal(N/E) ist abelsch

Beweis.Zu (a)
Wir führen zunächst die Bezeichnungen{σ(a)|σ ∈ G } =: {a = a1, . . . , ar } ein und definieren
damit das Polynom

F (X) =
r∏

j=1

(Xn − aj) ∈ E[X]

Fürσ ∈ G gilt dann

σ(F (X)) =
∏

(Xn − σ(aj)) =
∏

(Xn − aj) = F (X)

Also liegen die Koeffizienten vonF (X) im FixkörperEG = K alsoF (X) ∈ K[X].
SeienM ein Zerfällungskörper von F über K, alsoM = K( n

√
ai|i = 1, . . . , r) undτ ∈ Gal(N/K)

mit τ|E = σ.
Es gilt [τ( n

√
a)]n = τ([ n

√
a]n) = τ(a) = σ(a) also istτ( n

√
a) einen-te Wurzel vonσ(a) und somit

ist τ( n
√
a) ein Element inE( n

√

σ(a)). Damit haben wir die InklusionM ⊆ N gezeigt, da aberN/K
die kleinste Erweiterung ist, dieE( n

√
a) enthält, folgt, dassN = M sein muss.

Zu (b)
Wir schreibenN als Kompositum1 derE( n

√
ai), also:

N = E( n
√
a)E( n

√
a2) . . . E( n

√
ar)

nach Bemerkung 17.12 sind alleE( n
√
ai)/K abelsch und Folgerung 16.13 besagt, dass das Kompo-

situm abelscher Gruppen abelsch ist. 2

1Zur Definition des Kompusitum siehe 16.10
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18 Durch Radikale auflösbare Körpererweiterungen

Satz 18.1SeienK ein vollkommener Körper (also ist insbesondere jedes irreduzible Polynom sepa-
rabel) undL/K eine durch Radikale auflösbare Körpererweiterung, das heißt es existieren Körper
Ei für i = 1, ..., r mit K = E0 ⊆ E1 ⊆ · · · ⊆ Er = L mit der Eigenschaft, dass für Nullstellenα
vonXni − ai ∈ Ei−1[X] die IdentitätEi = Ei−1(α) gilt. Dann gibt es KörperF0, . . . , F2r mit:

K = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ F2r und L ⊆ F2r

wobeiF2r/K galoisch ist. Weiter gilt, dass jede ErweiterungFi+1/Fi abelsch und galoisch ist.

Beweis.Konstruktiv:
Wir setzenF0 := E0 = K unf für i > 0 setzen wir:

F2i−1 := F2i−2(µni) und F2i := F2i−1(
ni
√

σ(ai) |σ ∈ Gal(F2i−1/K) )

Nach Satz 17.7 istF2i−1/F2i−2 abelsch undF2i−1 ist das Kompositum vonK(µni)F2i−2. Da nach
Satz 16.12 das Kompositum von Galois-Erweiterungen galoisch ist, ist auchF2i−2/K eine Galois-
Erweiterung.
Nach Satz 17.13 sindF2i/F2i−1 sowieF2i/K galoisch. 2

Anmerkung: Wir formulieren Satz 18.1 in Termen von Galois-Gruppen:

Gal(F2r/K) � Gal(F2r/F1) � · · ·� {id}
mit der Eigenschaft:

(16.6 c)

Gal(F2r/Fi)�Gal(F2r/Fi+1)
∼= Gal(Fi+1/Fi) abelsch

Da diese Anmerkung so wichtig ist erheben wir sie zur nächsten

Definition 18.2 (Normalreihe, auflösbare Gruppen)
SeiG eine endliche Gruppe.

(a) Eine Folge von Untergruppen mitG =: G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gr ≥ {e} heißt Normalreihe vonG,
falls für alle i = 0, . . . , r − 1 gilt, dassGi+1 ein Normalteiler vonGi ist.

(b) Die QuotientenGi�Gi+1
heißen Faktoren der Normalreihe.

(c) G heißt auflösbar, falls sie eine Normalreihe mit abelschen Faktoren besitzt.

Folgerung 18.3 die Galois-GruppeGal(F2r/K) aus Satz 18.1 ist auflösbar. 2

Definition 18.4 (Kommutatorgruppe)
Es seiG eine Gruppe mit UntergruppenH1, H2 ≤ G sowie Elementena, b ∈ G. Wir definieren
[a, b] := a b a−1b−1 den Kommutator vona undb, sowie[H1, H2] :=< [a, b] | a ∈ H1∧b ∈ H2 > die
Kommutatorgruppe vonH1 undH2. Weiter istG′ := [G,G] die Kommutatorgruppe (bzw. Abgeleitete
Gruppe) vonG.

Anmerkung IstG eine abelsche Gruppe, so gilt[a, b] = aba−1b−1 = abb−1a−1 = e für allea, b ∈ G.
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Bemerkung 18.5 IstG eine Gruppe, so gelten:
(a)G′ besteht aus allen Produkten von allen möglichen Kommutatoren inG
(b)G′ ist Normalteiler vonG
(c)G�G′ ist abelsch und

(d) Wenn es einen NormalteilerN �G gibt, so dassG�N abelsch ist, dann istG′ ⊆ N
Beweis.Zu (a)

[a, b] ◦ [b, a] = a b a−1b−1 b a b−1a−1 = e⇒ [a, b]−1 = [b, a]

Zu (b)
Seig ∈ G ein Element, dann betrachte:

g[a, b]g−1 = g a b a−1b−1g−1

= g a g−1g b g−1 g a−1g−1g b−1g−1 durch Einfügen von:e = g−1g

= [gag−1, gbg−1] ∈ G′

Zu (c)
Es gilt:ab = [a, b] ba, denn[a, b] ba = a b a−1b−1b a = ab. Wir betrachten diese Formel inG�G′

ab = [a, b] ba = e ba = ba

Damit istG�G′ abelsch.
Zu (d)
Es existiere einN wie beschrieben, dann gilt

[a, b] = a b a−1b−1 = e ∈ G�N
also ist[a, b] ∈ N für allea, b ∈ G. Hieraus folgt die Behauptung. 2

Erinnerung (Symmetrische - / alternierende Gruppe)
SeiN eine Menge mitn ∈ N>1 Elementen, dann heißt

Sn :=
{
τ : N → N

∣
∣ τ ist bijektiv

}

die Symmetrische Gruppe der Ordnungn. Die Alternierende GruppeAn ⊆ Sn der Ordnungn ist die
Gruppe der geraden Permutationen inSn.

Satz 18.6Es sein ∈ N>1 eine natürliche Zahl.
(a) In der symmetrischen GruppeSn für ai = {1, . . . , n} undr ≤ n gilt

(a1 a2 . . . ar) = (a1 a2) ◦ (a3 a4) ◦ . . . ◦ (ar−1 ar)

(b) Die symmetrische GruppeSn wird von Transpositionen (2-Zykeln) erzeugt.
(c) Die alternierende GruppeAn wird von 3-Zykeln erzeugt.
(d) Die alternierende Gruppe ist von der symmetrischen abgeleitet, alsoS′

n = An = [Sn, Sn]
(e) Die von der alternierenden Gruppe abgeleitete Gruppe ist

A′
n =







{e} für 1 < n ≤ 3
V4 := {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} für n = 4
An sonst

78



Beweis.Teil (a) lässt sich leicht nachrechnen und (b) folgt direkt aus (a). Für den Beweis von Teil (c)
genügt es die möglichen Ergebnise von zwei verknüpften Transpositionen zu betrachten. Seien dazu
a1, a2, a3, a4 ∈ {1, . . . , n}mit ai 6= aj für i 6= j. Betrachte:
(a1 a2) ◦ (a2 a1) = e
(a1 a2) ◦ (a2 a3) = (a1 a2 a3)
(a1 a2) ◦ (a3 a4) = (a1 a2 a3) ◦ (a1 a3 a4)
Zu (d)
Sn�An

∼= Z�2Z (für n ≥ 2) mit Bemerkung 18.5 d) ist dannS′
n eine Untergruppe vonAn. Es bleibt

zu zeigen, dassAn ≤ S′
n ist, also müssen wir zeigen, dass jeder 3-Zykel ein Kommutator ist:

(a1 a2 a3) = (a1 a3) ◦ (a2 a3) ◦ (a1 a3)
−1 ◦ (a2 a3)

−1 = [(a1 a3), (a2 a3)]

Zu (e)
A′

2 = {e} ist klar, es giltA3 =< (1 2 3) >∼= Z�3Z damit istA3 abelsch, also mussA′
3 = {e} gelten.

zu (n = 4): V4 := {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ist Untergruppe vonS4,
zeige:V4 � S4. Sei alsog ∈ S4, dann gilt:g(12)(34)g−1 = (g(1) g(3))(g(3) g(4))

Card
((
S4�V4

))

= 12
4 = 3 also istS4�V4

∼= Z�3Z und damit folgt mit Bemerkung 18.5 d), dassA′
4

eine Untergruppe vonV4 ist.
Zu V4 ≤ A4 betrachte:(a1 a2)(a2 a4) = [(a1 a2 a3), (a1 a2 a4)] ∈ A′

4

Zu (n ≥ 5): Es ist per Definition klar, dassA′
n ≤ An gilt.

ZuAn ≤ A′
n sei(a1 a2 a3) ∈ An und wähle hierzua4, a5 mit ai 6= aj für i 6= j. Dann gilt:

(a1 a2 a3) = [(a1 a2 a4), (a1 a3 a5)] ∈ A′
n

2

Definition 18.7 (höhere Kommutatorgruppen)
SeiG eine Gruppe. SchreibeG =: D0(G), G′ =: D1(G).
Induktiv definieren wirDi+1(G) := [Di(G), Di(G)], die höheren Kommutatorgruppen.

Satz 18.8SeiG eine Gruppe, dann gelten:

(a)Di+1(G) ist ein Normalteiler vonDi(G) undD
i(G)�Di+1(G) ist abelsch.

(b)G ist genau dann auflösbar, wenn es einn ∈ N derart, dassDn(G) = {e} ist, gibt-

Beweis.Teil (a) ist eine Folgerung aus Bemerkung 18.5. Zu (b) „⇐“:

G := D0(G) �D1(G) � . . .�Dn−1(G) �Dn(G) = {e}
Also istG auflösbar.
zu „⇒“:
Nach Voraussetzung istG auflösbar, mitG = G0 �G1 � . . .�Gn = {e}.
Nach Bemerkung 18.5 istD1(Gi) dann eine Untergruppe vonGi+1.

Behauptung 1 Di(G) ist eine Untergruppe vonGi

Beweis.Induktiv: (i = 1) : D1(G) = G ≤ G ist klar.
(iy i+ 1) : Di+1(G) = [Di(G), Di(G)] ≤ [Gi, Gi] = D1(Gi) ≤ Gi+1 △
Betrachte nun:

Dn(G) ≤ Gn = {e} ⇒ Dn(G) = {e}
2
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Folgerung 18.9 Die GruppenAn undSn sind genau dann auflösbar, wennn ≤ 4 ist.

Beweis.Wir gehen die Fälle, die von Satz 18.6 (e) vorgegeben werden, durch:

n ≥ 5 BetrachteS′
n = [Sn, Sn] = DSn = An nach Satz 18.6 und weiter sind

D2Sn = [An, An] = An undD3Sn = An und so weiter. Die Folge wird also stationär.

n = 2 Es giltS2
∼= Z�2Z und somit abelsch.

n = 3 Die Kette{e} E A3
∼= Z�2Z E S3 hat die Eigenschaft, dass alle Faktoren abelsch sind.

n = 4 Die Kette{e} E V4 E A4 E S4 hat abelsche Faktoren.

2

Folgerung 18.10SeiG eine endliche Gruppe.
(a) SeiH ≤ G eine Untergruppe. IstG auflösbar, dann ist auchH auflösbar.
(b) SeiN �G ein Normalteiler.G ist genau dann auflösbar, wennN undG/N auflösbar sind.

Beweis.Teil (a) ist trivial. Wir zeigen (b):
Sei zunächstG auflösbar, dann istN auflösbar nach (a) undG besitzt eine Normalreihe

G = G0 D G1 D . . . D Gr = {e}

Es gibt einn ∈ 1, . . . , r mit N ⊆ Gn. Damit ist

G�N D G�Gn D G�Gn−1
D . . . D G�G = {e}

eine Normalreihe des QuotientenG/N .
Seien nunN undG/N auflösbar, dann konstruiere aus der Normalreihe des Quotienten eine Fortset-
zung der Normalreihe vonN zu einer Normalreihe vonG. 2

Anmerkung Seif ∈ K[X] ein Polynom undN/K ein Zerfällungskörper vonf . Dann folgt aus der
nicht Auflösbarkeit der GaloisgruppeGal(N/K), dass die Gleichungf(X) = 0 nicht durch Radikale
auflösbar ist.

Beweis.Die Gleichungf(X) = 0 ist genau dann durch Radikale auflösbar, wennN/K durch Radi-
kale auflösbar ist.
Nach Satz 18.1 ist die Galois-Gruppe einer durch Radikale auflösbaren KörpererweiterungN/K Nor-
malteiler einer auflösbaren GruppeG und der Quotiente

G�Gal(N/K)

ist abelsch. Also istN/K auflösbar, wennN/K durch Radikale auflösbar ist. 2

Anmerkung Wir werden sehr bald sehen, dass wir die in der Anmerkung formulierte Aussage zu
einer „genau dann, wenn“ Aussage erweitern können.
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Folgerung 18.11SeiG eine auflösbare Gruppe, das heißt es gibt eine Kette

G = G0 � . . .�Gr = {e}

mit abelschen Quotienten. Dann gibt es eine Verfeinerung dieser Normalreihe mit zyklischen Faktoren.
Das heißt

G = G0 = G0,0 �G0,1 � . . .�G0,s0 = G1 �G1,1 � . . .�Gr−1,sr−1
= Gr

derart, dass der Quotient zweier aufeinanderfolgenden Gruppen zyklisch ist.

Beweis.In zwei Schritten. SeiH eine abelsche Gruppen, dann ist nach dem Hauptsatz über endlich
erzeugte abelsche Gruppen 3.12H darstellbar als

H =
s∏

j=1

Cj mit zyklischen GruppenCj

Setze nun

Hi =
s−i∏

j=1

Cj

dann ist
Hi�Hi+1

∼= Cj−1

Im zweiten Schritt verfeinern wir nun die NormalreiheG0 � . . . � Gr wie folgt. Für i = 1, . . . , r
betrachte die natürliche Projektion

πi : Gi → Gi�Gi + 1 =: Hi

Da dieHi nach Voraussetzung abelsch sind zerlegen wir diese nach Schritt eins inzyklische Gruppen
und erhalten

G0 = H0,0 �H0,1 � . . .�H0,s0 = G1 = H1,0 � . . .�Gr

2

19 Galois-Gruppen von Polynomen

Wir haben weiter oben schon einmal das allgemeine Polynom zweiten Gerades

f(X) = X2 + pX + q ∈ K(p, q)[X]

und die zugehörige Lösungx = p
2 ±

√
p2

4 − q von f(x) = 0 betrachtet. Wir haben festgehalten,
dass damit diese Gleichung „durch Radikale auflösbar“ ist. Wir wollen nun indiesem Abschnitt das
allgemeine Polynomn-ten Gerades definieren und betrachten welche dieser Polynome durch Radikale
auflösbar sind. Mit der Anmerkung nach Folgerung 18.10 im vorhergegangenen Abschnitt und dem
Satz von Cayley 1.20 vermuten wir aber bereits, dass kein Polynomg mit deg(g) ≥ 5 auflösbar ist.
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Definition 19.1 (Operation einer Gruppe auf einer Menge)
SeiG eine Gruppe undX eine Menge. Eine (Links-)Operation vonG aufX ist eine Abbildung:

ω : G×X → X

(g, x) 7→ g.x

mit den Eigenschaften:
(i) e.x = x ∀x ∈ X
(ii) g.(h.x) = (g ◦ h).x ∀x ∈ X ∀ g, h ∈ G
Die Menge der Operationen vonG aufX bezeichnen wir mitOp(G,X).

Beispiel 42 für Operationen:
G×G→ G, (g, h) 7→ gh ist eine Operation vonG aufG.
SeiL/K Galois-Erweiterung mit der Galois-GruppeG = Gal(L/K). Die Abbildungen:

G× L → L und

G× L× → L×

je mit: (σ, x) 7→ σ(x)

sind Operationen.
SeiG eine Gruppe. Die Konjugationsabbildung:
G×G→ G, (g, a) 7→ gag−1 ist eine Operation.

Bemerkung 19.2 Es seienG eine Gruppe,X eine Menge undSX die symmetrische Gruppe auf
X (AlsoSX := { τ | τ : X → X bijektiv }). Dann sind die folgenden Zuordnungen bijektiv und
zueinander invers:

Φ

{ τ ∈ Hom(G,SX) } ⇄ {ω ∈ Op(G,X) }
Ψ

wobeiΦ einen Homomorphismusτ ∈ Hom(G,SX) auf die Operation

G×X → X mit g.x 7→ (τ(g))(x)

abbildet undΨ eine OperationG×X → X, (g, x) 7→ g.x auf den Gruppen-Homomorphismus

G→ SX , g 7→ σg mit σg : X → X, x 7→ g.x

abbildet.

Beweis.Zunächst zeigen wir die Wohldefiniertheit vonΨ,Φ:
Sei ein Gruppen-Homomorphismusϕ : G→ SX gegeben. Dann istg.x := (ϕ(g))(x) eine Operation,
denn die Eigenschaft (i) aus Definition 19.1 ist erfüllt, dae.x = ϕ(e)(x) = x und da für alleg, h ∈ G
sowie für allex ∈ X gilt, dassg.(h.x) = g.(ϕ(h))(x) = (ϕ(g) ◦ ϕ(h))(x) = ϕ(gh)(x) = gh.x ist,
ist auch Bedingung (ii) erfüllt.
SeiG×X → X, (g, x) 7→ g.x eine Gruppen-Operation. Dann istϕ ∈ Hom(G,SX), mit ϕ(g) = σg,
denn

ϕ(gh)(x) = σgh(x) = (gh)x = g.(h.x) = σg ◦ σh(x) = (ϕ(g) ◦ ϕ(g))(x)
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Weiter istσg ∈ SX , dennσg ist injektiv, daσg(x) = σg(y) ⇔ g−1g(x) = g−1g(y) und auch
surjektiv, da füry ∈ X gegeben nimm das Elemetg−1y als Urbild. Die Inversität vonΦ undΨ ist
leich nachzurechnen. 2

Definition 19.3 (Bahn, Stabilisator, transitiv und treu)
SeiG Gruppe,X Menge undω ∈ Op(G,X). Die Bahn vonG unterx ∈ X ist definiert als

G(x) := {ω(g, x) | g ∈ G }

Seix ∈ X, der Stabilisator vonx unterG ist definiert als

Gx := { g ∈ G |ω(g, x) = x }

Die Operation heißt transitiv, falls es einx ∈ X mit der EigenschaftG(x) = X gibt.
Die Operation heißt treu, falls der Homomorphismusϕ : G → SX mit g 7→ ω(g, ·) aus Bemerkung
19.2 injektiv ist.

Bemerkung 19.4 In der Situation aus Definition 19.3 gilt:
(a) Seix ∈ X ein Element. Der StabilisatorGx ist eine Untergruppe vonG.
(b) Seienx ∈ X undg ∈ G Elemente, dann istGg.x = g Gx g

−1

(c) Durchx ∼ y :⇔ G(x) = G(y) wird eine Äquivalenzrelation aufX definiert, die zugehörigen
Äquivalenzklassen sind die Bahnen.

(d)X ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen.
(e) Seix ∈ X ein Element. Die Abbildung:G�Gx → G(X), gGx 7→ g.x ist bijektiv.

Daher gilt die folgende Identität:Card
(
G(X)

)
= (G : Gx)

Beweis.Nachrechnen. 2

Folgerung 19.5 (Bahnengleichung)
SeiG eine Gruppe undX endliche Menge sowieω ∈ Op(G,X), dann gilt:

Card(X) =
n∑

i=1

Card
(
G(xi)

)
=

n∑

i=1

(G : Gxi)

wobei diex1, . . . , xn ∈ X, mitxi ≁ xj für i 6= j undX =
n⋃

i=1
G(xi). 2

Satz 19.6SeiK ein Körper undf ∈ K[X] ein separables Polynom. Seien weiterL der Zerfällungs-
körper vonf überK undN := {α1, . . . , αn} ⊆ L die Nullstellen vonf sowieG := Gal(L/K).
Dann gelten::
(a) Die Abbildung

ω : G×N → N

(g, x) 7→ g(x)

definiert eine Operation vonG aufN .
(b) Card(G) teilt n! = Card(Sn)
(c) die Operationω ist genau dann transitiv, wennf irreduzibel überK[X] ist.
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Beweis.Wir beweisen die Punkte der Reihe nach. Bei (a) ist klar, dassω wohldefiniert und eine
Operation ist.ω ist treu, denn betrachte die Abbildungϕ : G ∋ g 7→ ω(g, ·) ∈ Sn. Per Definition ist
ω genau dann treu, wennϕ injektiv ist. Es gilt

Ker(ϕ) =
{
g ∈ G

∣
∣ω(g, ·) = idN

}
=
{
g ∈ G

∣
∣ g = idN

}
=
{
e
}

Wir benutzen die Abbildungϕ auch im Nachweis von (b), dennϕ gibt eine Injektion vonG in Sn.
G kann also als Untergruppe vonSn aufgefasst werden, daher gilt, dass die Elementanzahl vonG die
Elementanzahl vonSn (das istn!) teilt.
bei (c) ist eine Äquivalenz zu zeigen, wir betrachten zunächst „⇒“:
Seiω transitiv undf reduzibel, alsof = g · h mit zwei nicht konstanten Polynomeng, h ∈ K[X],
das heißtGrad(h) ≥ 1 ≤ Grad(g). Da wir f als separabel vorausgesetzt haben, gilt:ggT(g, h) = 1.
Schreibe nunX als disjunkte VereinigungN = Ng ∪Nh wobeiNg, Nh die Nullstellenmengen vong
bzwh sind. Die MengenNg undNh werden unterG wieder aufNg bzw.Nh abgebildet. Damit gibt
es mindestens zwei Bahnen, also istω nicht transitiv. Dies ist ein direkter Wiederspruch, also mussf
irreduzibel sein. Wir wollen nun „⇐“ betrachten:
Nach Vorraussetzung istf irreduzibel. Seien unsi, j ∈ {1, . . . , n} gegeben. Daf irreduzibel ist, gibt
esg̃ ∈ HomK(K(αi),K(αj)) derart, dass̃g(αi) = αj ist. Betrachtêg vonK(αi) nachL mit

ĝ : K(αi)
g̃−→ K(αj) →֒ L

Setze nach Satz 12.9̂g fort zug : L→ Lmit g(αi) = αj . Es folgt sofort die Transitivität vonω. 2

Um das allgemeine Polynomn-ten Grades zu definieren brauchen wir noch etwas mehr Wissen über
Körper. Der nun folgende kurze Ausflug in die Körpertheorie, bestehend aus der nächsten Definition
und dem nächsten Satz, soll uns dieses Wissen erschließen.
Wir haben bisher nur über algebraische Körpererweiterungen gesprochen. Nun wollen wir uns den
nicht algebraischen, das heißt den transzendenten, Elementen widmen:

Definition 19.7 (Transzendenzbasis)
SeiL/K eine Körpererweiterung. Eine MengeB ⊆ L heißt Transzendezbasis (TB) vonL überK,
falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) B ist transzendent überK

(ii) L/K(B) ist algebraisch.

Konvention: IstL/K algebraisch, so setzeB = ∅.

Satz 19.8SeiL/K eine Körpererweiterung, dann gelten:
(a) Es gibt eine TranszendenzbasisB vonL überK
(b) Existiere eine endliche Transzendenzbasis, dann haben je zwei Transzendenzbasenen die gleiche
Elementanzahl.

Beweis.zu (a):
Im Sonderfall, dassL/K eine algebraische Körpererweiterung ist, existiert eine Transzendenzbasis
mit B = ∅. Im Hauptfall bilde die Menge der transzendenten Teilmengen vonL überK. Jede Teil-
menge dieser Menge hat eine obere Schranke, wende also nunZorns Lemmaan2.

2(Vgl. Beweis zu Satz 5.5 oder Bosch: Algebra I - Seite 293, Satz 3)
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Teil (b) beweisen wir induktiv über die Länge der kürzesten Transzendenzbasis.
SeienB := {x1, . . . , xn} undC := {y1, . . . , ym}mit m ≥ n zwei Transzendenzbasen. Wir benöti-
gen nun zwei Induktionsanfänge:
(n = 0): Es gilt, dassB = ∅ und somitL/K algebraisch ist. Nach Konvention ist dannC = ∅
(n = 1):B = {x1} undC = {y1, . . . , ym}. Jedesyi ist algebraisch überK(x1), daL/K(x1) alge-
braisch ist nach Definition 19.7. Es gibt also Polynomefi ∈ K[T1, T2] mit fi(x1, yi) = 0. Das heißt
aber, dassx1 für alle i algebraisch überK[yi] ist. Insbesondere also auch überK[y1].
Daher gilt:y2 ist algebraisch überK(x1) undK(x1)/K(y1) ist eine algebraische Körpererweiterung.
Also isty2 algebraisch überK(y1), dann istC aber keine Transzendenzbasis.
Nun führen wir den Induktions-Schluss vonn− 1 nachn aus:
Nach der Induktionsvoraussetzung hat jede Transzendenzbasis vonL/K(x1) genaun− 1 Elemente.
Wähle also ausCn − 1 Elemente aus, diese seien inC̃ ⊆ C, so dass̃C eine Transzendenzbasis von
L/K(x1) ist. SchreibeC als disjunkte Vereinigung

C = C̃ ∪R

Dann istR algebraisch überK(x1, C̃). Benutze nun den Induktionsanfang fürn = 1, denn sowohl
{x1} als auchR sind Transzendenzbasen vonL/K(C̃).
Also istCard(R) = 1 und somitCard(C) = n 2

Beispiel 43 für Transzendenzbasen
SeiK ein Körper undK[X] sein Polynomring. Weiter seiK(X) := Quot(K[X]) der zugehörige
Funktionenkörper. Es gelten: Die Menge{X} ist Transzendenzbasis vonK(X)/K und entsprechend
ist {X1, . . . , Xn} eine Transzendenzbasis vonK(X1, . . . , Xn)/K.

Definition 19.9 (elementarsymmetrische Polynome)
Es seiK ein Körper mit FunktionskörperK(T1, . . . , Tn).
Wir definieren Polynomesj(T1, . . . , Tn) ∈ K[T1, . . . , Tn] für j = 1, . . . , n durch

n∏

i=1

(X + Ti) =
n∑

j=0

sj(T1, . . . , Tn) ·Xn−j ∈ K[T1, . . . , Tn, X]

Die sj heißen die elementarsymmetrischen Polynome.

Beispiel 44 (elementarsymmetrische Polynome)
Für n = 3

3∏

i=1

(X + Ti) = X3 +X2(T1 + T2 + T3) +X(T1T2 + T2T3 + T1T3) + T1T2T3

Die n elementarsymmetrischen Polynome sind:
s0(T1, . . . , Tn) = 1

s1(T1, . . . , Tn) =
n∑

i=1
Ti

s2(T1, . . . , Tn) = T1T2 + . . . „Summe über alle Zweierkombinationen“
s3(T1, . . . , Tn) = T1T2T3 + . . . „Summe über alle Dreierkombinationen“
...

sn(T1, . . . , Tn) =
n∏

i=0
Ti
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Definition 19.10 (Das Allgemeine Polynomn-ten Grades)
SeiK ein Körper undK[S1, . . . , Sn] sein Polynomring inn Variablen. Das allgemeine Polynomn-ten
Grades überK ist:

f(X) = Xn +
n∑

j=1

SjX
n−j ∈ K[S1, . . . , Sn][X]

Definition 19.11 (Galois-Gruppen von Polynomen)
SeienL ein Körper undf(X) ∈ L[X] ein separables Polynom. Weiter seiN ein Zerfällungskörper
vonf überL. Die Galois-Gruppe vonf überL ist definiert als:

Gal(f) := Gal(N/L)

Der nun folgende Satz über die Galois-Gruppe des allgemeinen Polynoms istdas Kernstück zur Be-
antwortung der Frage: Wann ist die Gleichungf(X) = 0 durch radikale auflösbar:

Satz 19.12(Galoisgruppe des allgemeinen Polynoms)
Es seiK ein Körper undL := Quot(K[S1, . . . , Sn]) sein Funktionskörper inn Variablen. Weiter
seif(X) ∈ L[X] das allgemeine Polynomn-ten Grades undN sein Zerfällungskörper überL. Es
bezeichneM := Quot(K[T1, . . . , Tn]) einen weitereren Funktionskörper überK. Die symmetrische
GruppeSn operiert aufM mittels der Körperautomorphismen vonM , die wie folgt gegeben sind:
Für π ∈ Sn und g(T1,...,Tn)

h(T1,...,Tn) =: g̃ ∈M betrachte

π(g̃) =
g(Tπ(1), . . . , Tπ(n))

h(Tπ(1), . . . , Tπ(n))

Sei{t1, . . . , tn} ⊆ N die Nullstellenmenge vonf(X), dann induziert die Abbildung

Ψ : M → N

Ti 7→ −ti

wie folgt einen Körper-Isomorphismus auf den Fixkörpern:

Ψ|
MSn

: MSn → NGal(N/L) = L

sj(T1, . . . , Tn) 7→ Sj

Hierbei sind diesj die elementarsymmetrischen Polynome nach Definition 19.9. Weiter ist die folgen-
de Abbildung ein Gruppen-Isomorphismus.

α : Sn → Gal(N/L) = Gal(f)

π 7→ Ψ ◦ π ◦Ψ−1

Anmerkung Satz 19.12 in Worten:
Die Galois-Gruppe des allgemeinen Polynomsn-ten Grades ist die symmetrische GruppeSn.

BeweiskizzeDaN ein Zerfällungskörper vonf ist, wird N überL von den Nullstellent1, . . . , tn
von f erzeugt. Zeige zuerst, dassN auch überK von denti erzeugt wird. Insbesondere sind die
MengenB1 := {S1, . . . , Sn} und B2 := {t1, . . . , tn} Transzendenzbasen vonN überK. Damit
können wir nun die Eigenschaften der gegebenen AbbildungenΨ undα nachrechnen und erhalten die
Behauptung.
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Beweis.Es gilt:

N = L(T1, . . . , Tn) = K(S1, . . . , Sn, t1, . . . , tn) = K(t1, . . . , tn)

denn:

f(X) = Xn +
n∑

j=1

SjX
n−j =

n∏

i=1

(X − ti) = Xn +
n∑

j=1

sj(−t1, . . . ,−tn) ·Xn−j

Und somit gilt für allej, dassSj = sj(−t1, . . . ,−tn) ist. Wir könnenN/K nun in eine algebraische,
nämlichN = K(t1, . . . , tn)/L, und eine transzendente, nämlichL = K(S1, . . . , Sn)/K, Körperer-
weiterung aufteilen. Der Transzendenzgrad vonN/K ist alson, denn{t1, . . . , tn} ist eine Transzen-
denzbasis vonN/K. Da die Elemente einer Transzendenzbasis transzendent sind, ist die folgende
Abbildung per Definition injektiv.

ψ : K[T1, . . . , Tn] → N

Ti 7→ −ti

Durch den Übergang zum Funktions- oder QuotientenkörperM erhalten wirΨ. Dieser ist Körper-
Isomorphismus, da er surjektiv ist, weilN von denti erzeugt wird.
Betrachte nun die Abbildungα. Es ist zu zeigen, dassΨ ◦ π ◦ Ψ−1 für alleπ ∈ Sn ein Element von
Gal(f) ist.

Ψ ◦ π ◦Ψ−1(Sj) = Ψ ◦ π ◦Ψ−1(sj(−t1, . . . ,−tn))
= Ψ ◦ π(sj(T1, . . . , Tn))

= Ψ(sj(Tπ(1), . . . , Tπ(n)))

= Ψ(sj(T1, . . . , Tn)) da diesj symmetrisch sind

= sj(−t1, . . . ,−tn) = Sj

Also istΨ ◦π ◦Ψ−1 die Identitätsabbildung aufL. Es ist klar, dassα ein Gruppen-Homomorphismus
ist, daα nichts weiter als die Hintereinanderausführung von Gruppen-Homomorphismen ist.
α ist injektiv, dennΨ ◦ π ◦ Ψ−1 = idL und damit istπ = Ψ ◦ Ψ−1 = idL. Wir wollen nun zeigen,
dass die Einschränkung vonΨ auf die FixkörperMSn undNGal(N/L) ein Isomorphismus ist:

m ∈MSn ⇔ π(m) = m ∀π ∈ Sn
⇔ Ψ ◦ π ◦Ψ−1 ◦Ψ(m) = Ψ(m) ∀π ∈ Sn
⇔ α(π) ◦Ψ(m) = Ψ(m) ∀π ∈ Sn
⇔ Ψ(m) ∈ Nα(Sn)

⇒ Ψ|
MSn

MSn → Nα(Sn) ist bijektiv.

Wir wissen, dassn! = [M : MSn ] = [M : Nα(Sn)] = Card
(
α(Sn)

)
undα(Sn) ≤ Gal(f) ist und

mit Satz 19.6 (b) gilt, dassn! vonCard
(
Gal(f)

)
geteilt wird. Damit folgt aberCard

(
Gal(f)

)
= n!

Wir haben damit gezeigt, dassα Gruppen-Isomorphismus ist. 2
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Folgerung 19.13 (Auflösbarkeit des allgemeinen Polynoms)
SeiK ein Körper mitChar(K) = 0 und n ≥ 5, dann ist das allgemeine Polynomn-ten Grades
nicht (durch Radikale) auflösbar. Das heißt es gibt keine Formel in Termen vonK und den Varia-
blenS1, . . . , Sn, die nur Radikale und die Verknüpfungen·,÷,+,− benutzt um die Nullstellen des
allgemeinen Polynoms auszudrücken.

Beweis.Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gezeigt, dass die symmetrischeGruppe der Ord-
nungn für n ≥ 5 nicht auflösbar ist. Mit Satz 19.12 istSn die Galois-Gruppe des allgemeinen
Polynomsn-ten Grades, also folgt die Behauptung. 2

Beispiel 45 (Galois-Gruppen allgemeiner Polynome)
Betrachte das allgemeine Polynom2-ten Gradesf(X) = X2 + pX + q ∈ Q(p, q)[X]

Wir haben soeben in Satz 19.12 gezeigt, dassGal(f) ∼= S2
∼= Z�2Z ist.

Setzen wirp = 0 undq = 2 ein, so gilt:

f(X) = X2 + 2 ∈ Q[X] mit Gal(f) ∼= Z�2Z

Setzen wir hingegenp = 0 undq = −1 ein, so gilt:

f(X) = X2 − 1 ∈ Q[X] mit Gal(f) = {id}

dennQ ist bereits der Zerfällungskörper vonf . Nach dem Einsetzen von bestimmten Zahlen kann mit
Satz 19.12 also keine Aussage mehr über die Galois-Gruppe vonf getroffen werden.

Dieses Beispiel zeigt, dass wir das wissen über das allgemeine Polynomn-ten Grades nicht auf triviale
Weise auf konkret gegebene Polynome vom Gradn übertragen können. Damit wir auch über die
Galois-Gruppe von konkreten Polynomen mehr aussagen können benötigen wir nich den Begriff der
Diskriminante:

Definition und Bemerkung 19.14 (Diskriminante)
SeiK ein Körper mit algebraischem AbschlussK̄ undf ∈ K[X] ein Polynom. Weiter seienα1, . . . , αn ∈
K̄ die Nullstellen vonf in K̄. Wir definieren die Diskriminante vonf durch:

∆f :=
∏

1≤i<j≤n
(αi − αj)2

Es gelten:
(a) ∆f ist genau dann ungleich Null, wennf separabel ist.
(b) ∆f ∈ K

Beweis.Teil (a) ist nach Definition klar, denn Separable Polynome haben keine vielfachen Nullstellen.
Für den Beweis von (b) sei ohne Beschränkung der Allgemeinheitf separabel (Andernfalls wäre die
Diskriminiante vonf Null also inK). SeiL ein Zerfällungskörker vonf überK und bezeichne
G := Gal(L/K) die Galois-Gruppe vonL/K, dann gilt für alleσ ∈ G

σ(∆f ) =
∏

i<j

σ((αi − αj)2) =
∏

i<j

(αi − αj)2 = ∆f

Und mit dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 folgt die Behauptung, dass∆f ∈ K ist. 2
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Bemerkung 19.15SeiK Körper undf ∈ K[X] ein separables Polynom. Hierzu seiL ein Zer-
fällungskörper vonf überK undN := {α1, . . . αn} ⊆ L die Nullstellenmenge vonf . Weiter sei
ϕ : Gal(L/K)→ Sn, gegeben durchσ(αi) := αϕ(σ)(i)

3, ein Gruppen-Homomorphismus. Dann sind
äquivalent:
(a) ∆f hat eine Quadratwurzel inK.
(b) Im(ϕ) ≤ An.

Beweis.Setze

δj :=
n∏

i=1

(αi − αj)

Teil a der Bemerkung ist äquivalent damit, dass alleδj bereits inK liegen, denn Quadratwurzeln sind
bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Sei nunσ ∈ Gal(L/K), dann gilt

σ(δj) = σ

(
n∏

i=1

(αi − αj)
)

=
n∏

i=1

(
σ(αi)− σ(αj)

)

=
n∏

i=1

(αϕ(σ)(i) − αϕ(σ)(j)) = sgn(ϕ(σ)) · δj

Mit dieser Rechnung und dem Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6 ist die Aussageδj ∈ K äquivalent
damit, dasssgn(ϕ(σ)) = 1 für alleσ ∈ Gal(L/K) ist, also dass jedesϕ(σ) eine gerade Permutation
ist. Das heißt aber nichts anderes, als dass jedesϕ(σ) bereits inAn liegt. 2

Bemerkung 19.16Das PolynomX2 + pX + q hat die Diskriminantep2 − 4q und das Polynom
X3 + aX + b hat die Diskriminante−4a3 − 27b2 2

Folgerung 19.17SeiK ein Körper mitChar(K) 6∈ {2, 3} undf(X) = X3 + aX + b ∈ K[X] ein
irreduzibles Polynom. Dann gilt:

Gal(f) ∼=
{
A3 falls − 4a3 − 27b2 ein Quadrat inK ist
S3 sonst

2

Beispiel 46 (Dikriminanten und Galoisgruppen)
Das Polynomf(X) = X3 −X − 1 ∈ Q[X] hat die Diskriminante

∆f = −4(−1)3 − 27(19)2 = −23

Da
√
−23 keine rationale Zahl ist, folgtGal(f) ∼= S3.

Das Polynomg(X) = X3 − 3X + 1 ∈ Q[X] hat die Diskriminante

∆g = −4(−3)3 − 27 = 3 · 27 = 92

Da
√

92 = 9 ein Element inQ ist, folgtGal(g) ∼= A3.

3Die Abbildungϕ kennen wir schon aus Bemerkung 19.2 mitϕ : Gal(L/K) ∋ σ 7→ ω(σ, ·) ∈ Sn wobei ω eine
Operation vonGal(L/K) aufN ist.
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20 Kummer-Theorie

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt, dass ein Polynom f genau dann durch
Radikale auflösbar ist, wennN/K, für einen ZerfällungskörperN von f , eine auflösbare Galois-
Erweiterung ist. Wir wollen nun zeigen, dass eine KörpererweiterungN/K durch Radikale auflösbar
ist, vergleiche Definition 17.1, wennN/K eine auflösbare Galois-Erweiterung ist.

Definition 20.1 (Spur und Norm)
SeiL/K eine endliche Körpererweiterung mit Separabilitätsgrad[L : K]S = n unda ∈ L. Fixiere
einen algebraischen Abschluss̄K zuK. Wir wissen:

[L : K] = [L : K]S · q und HomK(L, K̄) = {σ1, . . . , σn}

Die Spur vona ist definiert als

SPL/K(a) := q ·
n∑

i=1

σi(a)

Die Norm vona ist definiert als

NL/K(a) :=

(
n∏

i=1

σi(a)

)q

Anmerkung IstL/K galoisch, so istq = 1.
Seia ∈ L ein Element undB eine Basis vonL alsK-Vektorraum. Gibt es eineK-lineare Abbildung

ϕa : L → L

x 7→ ax

so kannϕa als MatrixM bezüglichB beschrieben werden. Es gelten:

SPL/K(a) = Spur(M) und NL/K(a) = det(M)

Definition 20.2 (Charakter vonG)
SeienG eine Gruppe undK ein Körper, dann heißt ein Gruppen-Homomorphismus

χ : G→ (K×, ·)

Charakter vonG mit Werten inK.

Satz 20.3Es seienG eine Gruppe,K ein Körper undn ∈ N eine natürliche Zahl. Seien weiter
χ1, . . . χn paarweise verschiedene Charaktere vonG mit Werten inK.
Wir könnenAbb(G,K) mit punktweiser Addition und skalarer multiplikation alsK-Vektorraum auf-
fassen, daher sind die Elementeχ1, . . . , χn K-linear unabhängig inAbb(G,K).

Beweis.Annahmeχ1, . . . , χn sindK-linear abhängig.
Sein das kleinesten ∈ N, so dass esn K-linear-abhängige Charaktere gibt, also das esai ∈ K gibt,

so dass die Summe
n∑

i=1
aiχi Null ist, wobei nicht alleai = 0 sind.
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Es giltn ≥ 2, denn der triviale CharakterG ∋ g 7→ 1 ∈ K ist nicht 0. Weiter gibt es eing ∈ G derart,
dassχ1(g) nicht gleichχ2(g) ist und damit

∀h ∈ G : 0 =
n∑

i=1

aiχi(gh) =
n∑

i=1

(aiχi(g))χi(h)

Insbesondere sind die(ai(χi(g)) · χi keine triviale Linearkombination der Null. Es folgt:

0 =
n∑

i=1

[
(ai(χi(g)) · χi

]
− 0

=

n∑

i=1

(aiχi(g)) · χi −
(

n∑

i=1

aiχi

)

χ1(g)

=
n∑

i=1

(aiχi(g)− aiχ1(g))χi

=
n∑

i=1

ai(χi(g)− χ1(g))χi

Aus der letzten Gleichung folgt, dassa2 6= 0 6= χ2(g) − χ1(g) sind und damit ist aucha2(χ2(g) −
χ1(g)) nicht Null. Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme, wir habenalso höchstensn−1
linear abhängige Charaktere. 2

Folgerung 20.4 SeiL/K eine algebraische Körpererweiterung mit paarweise verschiedenen Auto-
morphismenσ1, . . . σn ∈ AutK(L). Dann sind dieσ1, . . . σn ∈ Abb(L,L) L-linear unabhängig.

2

Satz 20.5 (Hilbertsatz 90)
SeiL/K eine zyklische Galois-Erweiterung vom Gradn, und seib ∈ L ein Element, dann gilt: Genau
dann istNL/K(b) = 1, wenn es eina ∈ Lmit der Eigenschaftb = a

σ(a) gibt, wobei die Galois-Gruppe

Gal(L/K) vonσ erzeugt wird.

Beweis.Wir müssen wieder eine Äquivalenz nachweisen und beginnen mit der leichten Richtung.
Setze also voraus, dass es eina ∈ L mit der beschriebenen Eigenschaft gibt, dann gilt

NL/K(b) =
NL/K(a)

NL/K(σ(a))
=

NL/K(a)

NL/K(a)
= 1

Nun zur Gegenrichtung. Nach Voraussetzung istNL/K(b) = 1. Wir bezeichnen die Elemente von
Gal(L/K) mit σ0 bisσn−1 diese sind nach Folgerung 20.4 linear unabhängig. Hieraus folgt:

0 6= σ0 + b · σ + b · σ(b) · σ2 + · · ·+ b · σ(b) . . . σn−2(b) · σn−1

Also gibt esc ∈ L mit:

0 6= c+ b · σ(c) + b · σ(b) · σ2(c) + · · ·+ b · σ(b) . . . σn−2(b) · σn−1(c) =: a

Betrachte:

a

σ(a)
=
c+ b · σ(c) + b · σ(b) · σ2(c) + · · ·+ b · σ(b) . . . σn−2(b) · σn−1(c)

σ(c) + σ(b) · σ2(c) + · · ·+ σ(b) · σ(b) . . . σn−1(b) · c = b

denn:σ(b) · σ(b) . . . σn−1(b) =
NL/K(b)

b = 1
b . 2

91



Satz 20.6 (Hauptsatz der Kummer Theorie)
SeiL/K eine zyklische Galois-Erweiterung vom Gradn und setze eine Körpercharakteristik voraus,
die nichtn teilt, oder gleich Null ist. Weiter gebe es eine primitiven-te Einheitswurzelζ ∈ K.
Dann gibt esa ∈ L mit Minimalpolynomfa = Xn − c ∈ K[X], insbesondere ist

L = K(a) = K( n
√
c)

Beweis.Mit Hilbertsatz 90 giltNL/K(ζ) = ζn = 1 daher gibt es wiederrum nach Satz 20.5 ein
a ∈ L derart, dassζ = a

σ(a) ist. Weiter wird dann die Galois-GruppeGal(L/K) von σ erzeugt.

Also ist σ(a) = ζ−i · a und somit gilt für allei = 1, . . . , n − 1, dassσi(a) = ζ−1 · a ist. Also
mussCard

(
HomK(K(a), L)

)
größer alsn sein, denn die Bilder vona unter denσi sind paarweise

verschieden. Damit ist dann auch sofort[K(a) : K]S ≥ n. Zusammengefasst gilt alson ≤ [K(a) :
K]S ≤ [L : K] = n Mit dem Quetschlemma ist dann[K(a) : K] = n alsoK(a) = L. Es gilt:

σ(an) = σ(a)n = (ζ−1)nan = an = c ∈ K

2

Satz 20.7SeiK ein Körper der Charakteristik 0 und seiL/K eine endliche Körpererweiterung,
dann sind äquivalent:
(i) Es gibt eine endliche KörpererweiterungM/K, dieL enthält und durch Radikale auflösbar ist.
(ii) Es gibt eine endliche Galois-ErweiterungN/K, dieL enthält und deren Galois-GruppeGal(N/K)
auflösbar ist.

Beweis.Die Implikation von (i) auf (ii) ist die Hauptaussage von Abschnitt 18, ab Seite77, daher
beweisen wir nun die Gegenrichtung „(ii)⇒ (i)“:
Nach Voraussetzung istG := Gal(N/K) auflösbar, also gibt es nach Folgerung 18.11 eine Normal-
reiheG = G0 �G1 � · · ·�Gr = {e} mit zyklischen FaktorenGi�Gi+1

für alle i = 1, . . . , r

Der Hauptsatz der Galoistheorie 16.6 gibt uns mitNi = NGi eine Kette von Zwischenkörpern

N = Nr ⊇ . . . ⊇ N1 ⊇ N0 = K mit zyklischen Galois-ErweiterungenNi/Ni−1 für alle i

Sein = [N : K], dann betrachte mitζn ∈ K̄ primitive n-te Einheitswurzel die Kette:

N(ζn) = Nr(ζn) ⊇ . . . ⊇ N0(ζn) ⊇ K

mit zyklisch Galois-ErweiterungenNi+1(ζn)/Ni(ζN ) denn nach Satz 16.12 ist

Gal(Ni+1(ζn)/Ni(ζN )) ≤ Gal(Ni+1/Ni)

Nach dem HauptSatz der Kummer Theorie 20.6 istNi+1(ζn) eine Erweiterung vonNi(ζn) von der
Form:Ni(ζn)( ni

√
c) mit ni = [Ni+1(ζn) : Ni(ζn)] |n. 2
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21 Die Sylow-Sätze

In diesem Abschnitt bezeichnep immer eine Primzahl.

Definition 21.1 (p-Gruppen undp-Sylow-Gruppen)

• Eine endliche GruppeG heißtp-Gruppe, falls es eine natürliche Zahln ∈ N gibt, so dass
Card(G) = pn ist.

• SeiG eine endliche Gruppe der OrdnungCard(G) = pn ·m mit natürliche Zahlenn,m ∈ N
undggT(p,m) = 1.
Einep-Sylow-(Unter-)GruppeS ≤ G ist eine Untergruppe der OrdnungCard(S) = pn.

Beispiel 47 Wir betrachten die alternierende GruppeA4:
Card(A4) = 12 = 22 · 3
2-Sylow-Gruppe(n):V4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} mit Card(V4) = 22

3-Sylow-Gruppe(n):< (123) >,< (124) >,< (134) >,< (234) >

Beispiel 48 SeiG endliche Gruppe undp 6= Card(G), dann ist{e} einep-Sylow-Gruppe.

Bemerkung 21.2 SeiG eine endliche, abelsche Gruppe mitp | Card(G), dann gibt es einx ∈ G mit
Ord(x) = p.

Beweis.Die Behauptung folgt sofort aus dem Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen4. 2

Wir wissen, dass die Konjugation

κ : G×G → G

(g, x) 7→ gxg−1

eine Operation vonG aufG ist. Wir spezialisieren nun den Begriff des Stabilisators, denn wir schon
in Definition 19.3 für allgemeine Operationen eingeführt haben:

Definition 21.3 (Normalisator und Zentralisator)
SeiG eine Gruppe undh ∈ G. Der Stabilisator

StabG(h) := Zh := { g ∈ G | ghg−1 = h }

heißt der Zentralisator vonh. SeiH ⊆ G, wir definieren

ZH := { g ∈ G | ghg−1 = h ∀h ∈ H } =
⋂

h∈H
Zh

als den „Zentralisator vonH“.
Sei nunH ≤ G. Der Normalisator vonH in G ist:

NH := { g ∈ G | gHg−1 = H }

Anmerkung Der Zentralisator vonG, alsoZG, ist das Zentrum vonG.

4Satz 3.12
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Bemerkung 21.4 In der Situation aus Definition 21.3 gelten:
(a) ZH ≤ G ∧ Zh ≤ G
(b)H ≤ G ⇒ ZH ≤ NH

(c)H � NH , undNH ist die größte Untergruppe vonG mit NormalteilerH.

Beweis.Nachrechnen. 2

Satz 21.5SeiG eine endliche Gruppe, dann gelten:
(a) Seig ∈ G, dann liegtg genau dann im ZentrumZG vonG, wennZg = G gilt
(b) Es gilt die Formel

Card(G) = Card(ZG) +
n∑

i=1

(G : Zxi) mit Zxi 6= G ∀ i = 1, . . . , n

denn

G = ZG

n⋃

i=1

{ gxig−1 | g ∈ G }

Beweis.(b) ist ein Spezialfall der Bahnengleichung 19.5.
Zu (a) betrachte

g ∈ ZG ⇔ ghg−1 = h ∀h ∈ G ⇔ Zg = {h ∈ G |hgh−1 = g } = G

2

Satz 21.6 (Sylow-Sätze)
SeiG eine endliche Gruppe, dann gelten

(a) G besitzt einep-Sylow-(Unter-)Gruppe.

(b) SeiH ≤ G mit Ord(H) = p, dann exisitert einep-Sylow-GruppeS mitH ≤ S.

(c) SeiS einep-Sylow-Gruppe vonG, dann istgSg−1 einep-Sylow-Gruppe vonG für alle g ∈ G.

(d) Je zwei Sylow-Gruppen sind konjugiert, das heißtS undS′ sind genau dannp-Sylow-Gruppen,
wenn es eing ∈ G mit der EigenschaftgSg−1 = S′ gibt.

(e) Seisp die Anzahl derp -Sylow-Gruppen, dann geltensp|Card(G) undsp ≡ 1(p)

Beweis.Satz (a) beweisen wir induktiv über die Ordnungq vonG. Hierbei ist der Anfang fürq = 1
klar. Nimm nun an, dassq > 1 ist, also dassOrd(G) = q = pn ·m mit n > 0 undggT(p,m) = 1
gilt. Wir müssen zwei Fälle unterscheiden:
Fall I (p teilt nicht die Elementanzahl vonZG):
In diesem Fall existiert eini ∈ {1, . . . , n}mit p ∤ (G : Zxi) für Zxi aus Satz 21.5.
Es gilt: (G : Zxi) = q

Card(Zxi )
⇒ pn | Card(Zxi), da Card(Zxi) ≤ Card(G) ist, folgt nach

Induktionsvoraussetzung, dassZxi eine UntergruppeS mit Ord(S) = pn besitzt.
S ist p-Sylow-Gruppe vonG.
Fall II (p teilt die Elementanzahl vonZG):
DaZG abelsch ist existiert nach Bemerkung 21.2x ∈ ZG mit Ord(x) = p.
DefiniereN :=< x > �G dann istCard(N) = p. Betrachte die natürliche Projektion:

π : G→ G�N
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Nach Induktionsvoraussetzung gibt esp-Sylow-Gruppe

S̄ ist eine Untergruppe vonG�N und weiter gilt, dassCard
(
G�N

)

= pn−1 · m ist, also folgt

Card(S̄) = pn−1. Definiere nunS := π−1(S̄) ≤ G. Beschränken wir nun die natürliche Projektion
aufS so gilt:π|S : S → S̄ hat den KernN .

⇒ S�N
∼= S̄ ⇒ Card(S) = Card(N) · Card(S̄) = pn

⇒ S ist die gesuchtep-Sylow-Gruppe vonG.
Zu (b): DefiniereMp die Menge allerp-Sylow-Gruppen vonG. Wir haben in (a) gesehen, dass diese
nicht leer ist.
(1) Seieng ∈ G undS ∈Mp, dann istgSg−1 ∈Mp.
Sei S ∈ Mp. Der Stabilisator vonS ist NS = { g ∈ G | gSg−1 = S } der Normalisator. Nach
Bemerkung 19.4 (e) gilt nun, dass(G : NS) = Card({hSh−1 |h ∈ G }) die „Länge der Bahn vonS
unterG“ ist. Weil S eine Untergruppe vonN ist gilt: p ∤ (G : NS).
(2) SeiH ≤ G die vorgegebenep-Gruppe.
Wir wissen, die Konjugationκ : H ×Mp → Mp ist eine Operation, insbesondere operiertH auf
{ gSg−1 | g ∈ G } ⊆Mp. Die Bahnengleichung 19.5 liefert:

{ gSg−1 | g ∈ G } =
r⋃

i=1

{hgiSg−1
i h−1 |h ∈ H }

Nach (1) wirdCard
(
{gSg−1 | g ∈ G }

)
nicht vonp geteilt und es gilt auch

Card
(
{hgiSg−1

i h−1 |h ∈ H}
)

= pe ∀ i = 1, . . . , r

Das heißt es gibt einj mit Card
(
{hgjSg−1

j h−1 |h ∈ H }
)

= 1.

(3) SetzeT := gjSg
−1
j für j aus (2).

Wir haben bereits gezeigt, dass alleh ∈ H die EigenschafthTh−1 = T haben und daraus folgern
wir nun, dassH ≤ NT undT ≤ NT gelten. Weiter ist dannHT ≤ NT und daher gilt nach dem
Isomorphiesatz:HT�T

∼= H�T ∩H somit hatH�T ∩H genaupr elemente, dennCard(H) = pt

Damit haben wir gezeigt, dassHT in T enthalten ist und daT einep-Sylow-Gruppe ist folgt:H ⊆ T .
zu (c),(d): „⇒“ folgt sofort aus (b).
S, S′ seienp-Sylow-Gruppen. Finde Hierzu mit (b) eing derart, dassgSg−1 = S′. DaS′ p-Sylow-
Gruppe ist gilt:S′ = gSg−1.
Der Beweis von (e) wurde aus Zeitmangel nicht erbracht. 2

Folgerung 21.7 SeiG eine endliche Gruppe. Es gelten:
(a) Fallsp die Elementanzahl vonG teilt gibt es einx ∈ G mit der Ordnungp.
(b) FallsG einep-Gruppe ist, dann gibt es für allex ∈ G eine Zahln ∈ N derart, dassOrd(x) = pn

2

Folgerung 21.8 SeiG eine endliche Gruppe. WennG nur eine einzigep-Sylow-GruppeS hat, dann
ist S normal inG.

Beweis.Satz 21.6 Teil (c) 2
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Beispiel 49 (Anwendungen der Sylow-Sätze)
Jede GruppeG der Ordnung30 = 2 · 3 · 5 hat einen nicht trivialen Normalteiler. (Insbesondere istG
also nicht einfach.)

Erinnerung Nach Teil (e) istsp := Card
(
{S |S p-Sylow Gruppe inG }

)
wobeisp die Anzahl der

Elemente inG teilt undsp ≡ 1 (p) gilt.

Wir erhalten als mögliche Wertes2 ∈ {1, 3, 5, 15} sowies3 ∈ {1, 10} unds5 ∈ {1, 6} Wir wollen
nun zeigen, dass immer entweders3 oders5 gleich 1 sein muss.
Wir nehmen an, dass dies nicht gilt. Seien alsos3 6= 1 ∧ s5 6= 1 Dann müssens3 = 10 unds5 = 6
gelten.
Betrachte die 3-Sylow-Gruppen: Es ist klar, dass jede 3-Sylow-Gruppe vonG genau 3 Elemente hat.
Seien alsoP,Q 3-Sylow-Gruppen, dann gilt:

P ∩Q = P ∨ P ∩Q = {e}

Es gibt nach Annahme 10 3-Sylow-Gruppen, also gibt es10 · 2 = 20 Elemente der Ordnung 3
Betrachte nun analog die 5-Sylow-Gruppen: Analog zu den 3-Sylow-Gruppen folgt, dass es6 ·4 = 24
Elemente der Ordnung 5 gibt.
Insgesamt hatG dann44 Elemente - Dies ist ein Widerspruch, daCard(G) = 30.

Folgerung 21.9 Seienp < q zwei Primzahlen mitp ∤ (q − 1). Es gilt:
Jede Gruppe der Ordnungp · q ist zyklisch.

Beweis.Es gilt:sp, sq | pq ∧ sp ≡ 1 (p), sq ≡ 1 (q) ⇒ sp ∈ {1, q} ∧ sq ∈ {1, p}
Annahme 1:sp = q ≡ 1 (p) ⇒ p | (q − 1) - Widerspruch!
Annahme 2:sq = p ≡ 1 (q) ⇒ q | (p− 1) ⇒ (q < p) - Widerspruch!
=⇒ sp = sq = 1
⇒ P ist die einizigep-Sylow-Gruppe undQ ist die einizigeq-Sylow-Gruppe. Insbesondere sind beide
normal inG.
Mit dem Chinesischen Restsatz 7.16 folgt nun, dassG = PQ ist, es genügt also zu zeigen, dassG
abelsch ist. Seix ∈ P ∧ y ∈ Q, dann betrachte:[xy] = xyx−1y−1 ∈ P ∩Q = {e}
⇒ G ist abelsch⇒ G = P ×Q ∼= Z�pZ× Z�qZ 2

Beispiel 50 Jede Gruppe mit 35 Elementen ist zyklisch, denn35 = 5 · 7.
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22 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Als Abschluss wollen wir einige interessante geometrische Begebenheiten mit der in dieser Vorlesung
aufgebauten Theorie beweisen. Wir werden allein aus den gezeigten Eigenschaften von Körpererwei-
terungen und Gruppen die Konstruierbarkeit von regelmäßigenn-Ecken ableiten und die unmöglich-
keit der Quadratur des Kreises zeigen.
Der Einfachheit halber wird bei der Konstruierbarkeit die genauere Beschreibung „mit Zirkel und
Lineal“ weggelassen, da wir uns hier

nicht mit anderen Konstruktionsarten befasst haben.

Definition 22.1 (Konstruierbarkeit)
Eine TeilmengeM ⊆ C sei gegeben.
Ein Punktz ∈ M heißt aus der MengeM konstruierbar, falls die MengeM zu einer MengeM ′ mit
z ∈M ′ durch folgende elementare Konstruktionsschritte vergrößert werden kann:

I Seienz1, . . . , z4 ∈ M , so dass die Geradenz1 z2, z3 z4 nicht parallel verlaufen. Füge den Schnitt-
punktz1 z2 ∩ z3 z4 zuM hinzu.

II Seienz1, . . . , z5 ∈M . BezeichneK1 einen Kreis umz1 mit Radius|z2 − z3|, dann füge zuM die
SchnittpunkteK1 ∩ z4 z5 hinzu.

III Seienz1, . . . , z6 ∈M . BezeichneK1 einen Kreis umz1 mit Radius|z2 − z3| undK2 einen Kreis
umz4 mit Radius|z5 − z6|. Füge zuM die Schnittpunkte vonK1 ∩K2 hinzu.

Wir definieren weiterhin die folgenden Notationen:
X(M) := { z ∈ C | z ist ausM konstruierbar} und
MC := { z̄ | z ∈M } hierbei istz̄ das komplexe Konjugat vonz.

Bemerkung 22.2 SeiM ⊆ C ein Teilkörper mitM = MC der i mit i2 = −1 enthält.
Falls z ∈ X(M), dann ist der Grad von[M(z) : M ] höchstens zwei.

Beweis.Nachrechnen mit analytischer Geometrie. Merke: Kreise sind durch quadratische, Geraden
durch lineare Gleichungen gegeben. 2

Bemerkung 22.3 Folgende Konstruktionen sind mit Zirkel und Lineal durchführbar:
(a) Konstruktion einer Senkrechten durch gegebenen Punkt und Grade.
(b) Konstruktion einer Parallelen durch gegebenen Punkt und Grade.
(c) Halbierung einer Strecke.
(d) Spiegelung eines Punktes an einer gegebenen Graden.
(e) Errichtung eines gleichseitigen Dreiecks auf einer gegebenen Strecke.
(f) Winkeladdition.
(g) Winkelhalbierung.
(h) Winkelnegation.

Beweis.Dieses wissen ist Elementar, und kann mit wenigen Handgriffen überprüft werden. 2
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Bemerkung 22.4 SeiM ⊆ C eine Teilmenge, die{0, 1} enthält. Seien weiterz, z1, z2 ∈ X(M) aus
M konstruierbar, dann gelten:
(a) z1 + z2 ∈ X(M)
(b)−z ∈ X(M)
(c) |z| ∈ X(M)

(d) e
iπ
3 ∼= 60o ∈ X(M)

(e) |z1| · |z2| ∈ X(M)
(f) |z|−1 ∈ X(M)
(g) z1 · z2 ∈ X(M)
(h) z−1 ∈ X(M)
(i) ±

√

|z| ∈ X(M)
(j) ±√z ∈ X(M)
Insbesondere istX(M) ein Körper, welcher abgeschlossen ist unter Bildung von Quadratwurzeln.

Beweis.

zu (a) Konstruiere eine Parallele zu0z2 durchz1 und trage mit dem Zirkel die Länge von0z2 ab.

zu (b) Verlängere die Strecke0z bis zum zweiten Schnittpunkt mit dem Kreis vom Radius|z| um0.

zu (c) |z| ist der Schnittpunkt des Kreises um0 mit Radius|z| (d.h. Zirkel bei0 einstechen und beiz
aufsetzen) mit der Geraden durch0 und1.

zu (d) Konstruiere ein Gleichseitiges Dreieck über01. Die Spitze iste
iπ
3 .

zu (e) Sei g1 eine Gerade durch|z1| und e
iπ
3 . Seis der Schnittpunkt der Geraden durch0 und e

iπ
3

mit dem Kreis um0 mit Radius|z2|. Dann konstruiere eine Paralleleg2 zu g1 durchs. Der
Schnittpunkt vong2 mit der Geraden durch0 und1 ist x = |z1| · |z2|.

zu (f) Analog zu (e) betrachte wieder die Geradeg1 durch|z| unde
iπ
3 . Konstruiere eine Paralleleg2

zu g1 durch|1| = 1. Den Schnittpunkt vong2 und der Geraden durch0 unde
iπ
3 bezeichne mit

s, dann ist Der Schnittpunkt vom Kreis um0 mit Radius|s| und der Geraden durch0 und1 die
gesuchte Lösung.

zu (g) Multipliziere die Beträge und Addiere die Winkel vonz1 undz2.

zu (h) Konstruiere den Betrag vonz−1 wie oben und negiere den Winkel vonz.

zu (i) Ohne Einschränkung seiz 6= 0. Konstruiere einen oberen Halbkreish mit den Endpunkten
−|z| und 1 sowie eine Senkrechteg durch0 auf die Gerade durch0 und 1. Bezeichne den
Schnittpunkt vong undh mit q, dann ist|q| =

√

|z|.

zu (j) Für
√
z gilt: Konstruiere den Berag wie oben und halbiere den Winkel vonz. 2
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Satz 22.5SeiM ⊆ C eine Teilmenge, die{0, 1} enthält undz ∈ C. Es gilt:
Genau dann istz ausM konstruierbar, wenn es eine KörperfolgeL1, . . . , Ln mit z ∈ Ln und

Q(M ∪MC) = L0 ⊆ L1 ⊆ . . . ⊆ Ln
derart gibt, dass der Körpergrad von[Li+1 : Li] höchstens zwei ist.

Beweis.„⇒“: Ohne Einschränkung gelteM = MC ∧ i ∈ M mit i2 = −1. Induktiv folgt die
Behauptung nun aus Bemerkung 22.2.
„⇐“: Sei [Li : Li−1] = 2, dann gibt eszi ∈ Li−1 mit der Eigenschaft, dassLi = Li−1(

√
zi).

Also istLn ⊆ X(M), insbesondere gilt alsoz ∈ Ln ⊆ X(M) 2

Folgerung 22.6 SeiM ⊆ C eine Teilmenge, die{0, 1} enthält undz ∈ X(M), dann gelten:
(a) X(M)/Q(M ∪MC) ist eine algebraische Körpererweiterung
(b) [Q(M ∪MC ∪ {z}) : Q(M ∪MC)] = 2r für r ∈ N
Beweis.Die Behauptung ist ein Spezialfall von Satz 22.5. 2

Satz 22.7 (Konstruierbarkeit des regelmäßigenn-Ecks)
Ohne Einschränkung sei der Mittelpunkt desn-Ecks der Nullpunkt und der Radius des Kreises um das
n-Eck sei eins. Das regelmäßigen-Eck ist genau dann konstruierbar, wennϕ(n) = 2r ist mit r ∈ N.

Beweis.Wir erinnern zunächst an die Eulerscheϕ-Funktion aus Definition 17.3:

ϕ(n) := Card
(
Z�nZ

)×

„⇐“: Es genügtζn := e
2πi
n zu konstruieren, denn die anderen Punkte können ausζn durch Winkelad-

dition gewonnen werden.
Es gilt:G := Gal(Q(ζn)/Q ist abelsch. Nach Voraussetzung ist:Card(G) = 2r.
Mit dem Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen erhalten wir:

G ∼= Z�2t1Z× . . .×
Z�2tsZ

Es gibt alsoGi � G für i = 1, . . . , s mit G = G1 � G2 � . . . � Gs = {e}, mit Gi�Gi+1
∼= F2.

Nun liefert uns der Hauptsatz der Galois-Theorie 16.6, dass es KörperLi für i = 1, . . . , s gibt, die
die EigenschaftQ(ζn) = Ls ⊇ Ls−1 ⊇ . . . ⊇ L0 = Q mit [Li : Li−1] = 2 haben, nämlich:
Li = (Q(ζn))

Gi Mit Satz 22.5 folgt nun die Konstruierbarkeit aus{0, 1}.
„⇒“: Nach Voraussetzung ist dasn-Eck konstruierbar, also istζn ∈ X({0, 1}) Nach Folgerung 22.6
ist dann

2r = [Q({0, 1}, ζn) : Q({0, 1})] = [Q(ζn) : Q] = ϕ(n)

Damit gilt, dassϕ(n) = 2r ist. 2

Definition 22.8 (Fermat Primzahl)
Eine Primzahlp heißt Fermat-Primzahl, falls es eine natürliche Zahlnmit der Eigenschaftp = 22n

+1
gibt.

Beispiel 51 (Fermat-Primzahlen bisn = 4)
n = 1 : p = 5
n = 2 : p = 17
n = 3 : p = 257
n = 4 : p = 65537
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Folgerung 22.9 Das regelmäßigen-Eck ist genau dann Konstruierbar, wennn von der Form

n = 2m · p1 · . . . · ps

mit verschiedenen Fermatprimzahlenp1, . . . , ps undm ∈ N ist.

Beweis.Aus Zeitgründen entfallen5.

Satz 22.10(Würfelprobleme)
(a) Aus einem gegebenen Würfel kann kein Würfel mit doppeltem Volumenkonstruiert werden.
(b) Ein gegebener Winkel lässt sich nicht konstruktiv dreiteilen.

Beweis.Zu (a): Ohne Einschränkung sei die Kantenlänge des Würfels 1. Das doppelte Volumen ist
somit 2. Die Kantenlänge des gesuchten Würfels ist3

√
2. Wäre dieser Würfel konstruierbar, dann wäre

auch 3
√

2 ∈ X({0, 1}) enthalten. Dies ist aber eine Widerspruch zu Folgerung 22.6, da[Q( 3
√

2) : Q] =
3 ist.
Zu (b): Ohne Einschränkung sei der Winkel60o. Wäre der Winkel20o konstruierbar, dann wäre auch
das regelmäßige 18-Eck konstruierbar, aberϕ(18) = ϕ(9) = 2 · 3 = 6 2

Satz 22.11(Quadratur des Kreises)
Es ist unmöglich zu gegebenem Kreis ein Quadrat mit dem selben FLächeninhalt zu konstruieren.

Beweis.Ohne Einschränkung sei der Kreisradius 1. Der Flächeninhalt des Kreises alsoπ.
Nach dem Satz von Lindemann istπ transzendent überQ. Die Kantenlänge

√
π des gesuchten Qua-

drats ist demnach auch transzendent überQ. Mit Folgerung 22.6 folgt nun die Behauptung. 2

5 Zum Beweis siehe: Bosh - Algebra, Seite 288 - Satz 5
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