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\Vorwort

Die Vorlesung soll eine elementare Einfiihrung in die klassische Theariglddulformen zu Stan-
dardkongruenzuntergruppen der Modulgruppe geben. Dabensoteerne Aspekte soweit mdglich
beriicksichtigt werden. Die Darstellung soll mdglichst elementar gehaltedewe

Die Darstellung folgt keinem einzelnen Werk, sondern macht Anleihervensshiedenen Quel-
len, die jeweils geeignet erscheinen. Neben den im Literaturverzeiatwiheten Quellen sind dies
auch Mitschriften von Vorlesungen von W. Kohnen und J. Nekovar.



Inhaltsverzeichnis

‘1 Einleitung 5
‘2 Elliptische Kurven und Modulformen 18
‘2.1 Quotienten von Grunoenooeratio‘nen ....................... 18
‘2.1.1 Die komplexe Ebene als topologischerRaum . . . . .. ... ... ..... 18
‘2.1.2 Gruppen-Operationen . . . . . . . . . . e 20
‘2.2 Torus und elliptische Funktior‘len ............................ 24
...................................... 24
‘2.2.2 Elliptische Funktionen . . . . . . . . . .. .. . .. .. .. 26
‘2.2.3 Holomorphe Abbildungen von Tbri ...................... 27
‘2.3 WeierstralR-Funktionen, elliptische Kurven und Eisenstein-F#eihen A |
‘2.3.1 Weierstra'schg-Funktion . . . . . ... ... ... ... .. ... 30
‘2.3.2 Komplexe elliptischeKurven . . . . . .. ... ... .. ... ... ..... 32
‘2.4 Definition von Modulformen (der Stufe‘ 1) . e 35
‘2.4.1 Beispiele . . . . . . 35
‘2.4.2 Definition und Beispiéle ............................ 35
‘2.4.3 Gitter-Funktionen und Funktionen auf elliptischen Kurven . . . . . . ... 37
‘2.4.4 Nochmal Eisenstein-Reihen . . . . . ... ... ... ... ......... 38
‘2.5 Modulformen héherer Stdlfe .............................. 42
‘2.5.1 Kongruenzuntergruppen . . . . . . . . . . . 42
‘2.5.2 Spitze‘n ..................................... 45
‘2.5.3 Definitiov% .................................... 47
‘2.5.4 Ausartungs-Abbildungen und Altformen . . . . . . .. ... oL 0 5
‘2.5.5 Die Eisenstein-Reil@s . . . . . .. .. .. ... .. .. .. .. . 51
‘2.6 Theta-Reihen . . . . . . . . . e e 4 5
‘3 Modulkurven 56
‘3.1 Der Fundamentalbereich f8f.o(Z) und Anwendungen . . . . .. ... ... ... 56
‘3.1.1 Der Standard—FundamentalberLeich ..................... 56
‘3.1.2 Kompaktifizierung des Fundamentalbereichs . . . . .. .. ... ... .. 9 5




INHALTSVERZEICHNIS

3.1.3 \Versiondes Residuensatzes. . . . . . . . . .. ... . e 61
3.1.4 Dimensionsformeln fiir Modulformen der Stukel ............... 2 6
3.15 Diej-lnvariante. . . . . . .. 63

3.2 Fundamentalbereiche und Modulkuﬁven ..................... 65

3.2.1 Fundamentalbereiche fiir allqemeﬂ‘1e .................... 65

3.2.2 Moduli-Interpretation fur Standardkongruenzuntergruppen . . . . . . . 66

3.2.3 Modulkurven fur stabilisatorfreie Untergruppen . . . . . . . ... ...... 69

3.2.4 Modulkurven fir Kongruenzuntergruppen . . . . . . . . . . . . coeee. . 12

3.3 Modulkurven und Modulformen . . . . . . .. ... . . L e 74
3.3.1 Modulformen als Differentialformen . . . . . . .. .. .. ... ... .... 74

3.3.2 Das Geschlechtvon Modulkurven . . . . .. ... ... ... ....... 79
3.3.3 Dimensionsforméln ............................... 81

3.4 Hecke-Theorie . .. .. . . . . . . . . . e 86

34.1 Modulkorrespondenﬂen ............................ 86

3.4.2 Hecke-Operatoren auf Modulforr%en ...................... 90

3.4.3 Hecke-Algebren und -Eiqenforrﬁen ..................... 92

‘A Notationen, Satze, Losungen 95
1.1 Notationen. . . . . . . . . . . e e 95

1.2 Satze aus Funktionen-Theorie und Topologie . . . . ... ... ... ..... 95
1.3 LOSUNGEN . . . . o e e e e e 6 9



Kapitel 1

Einleitung

[4.4.2007] In dieser Einleitung wollen wir die grof3e zahlentheoretischelBedg von Modulformen
und insbesondere ihrer Koeffizienten aufzeigen. Dabei werdegichsheinige Themen gestreift, die
in der Vorlesung spater im Detail behandelt werden. Danach werdeabeirauch auf entscheidende
Satze Uberblicksartig eingehen, die erst vor kiirzester Zeit bewiezetewsind und weit Gber diese
Vorlesung hinausgehen.

Zunéchst erinnern wir an die Gruppe

SLa(Z) = {(2%) € Mata(Z) | det (¢4) = ad — be = 1},

die ganz zentral in der Theorie der Modulformen ist und die man deshalbMwodulgruppenennt.
Diese Gruppe ist unendlich. Man kann aber trotzdem von UntergruppeSL.(Z) endlichen Inde-
xes sprechen. Das sind namlich solche, die eine endliche disjunkte Nefmatkzerlegung

SLy(Z) = | J Ty
=1

haben mit gewisseg; € SLy(Z).
SeilH die obere Halbebene, d.h.

H:={r=x+iyeC|y>0}

Die Modulgruppe operiert auf der oberen Halbebene durch die sogésrgebrochen linearen Trans-
formationernder auch didé6bius-Transformationerlie wie folgt gegeben sind: Sgt %) € SLy(Z)
undr = = + iy € H, dann setzen wir

ab ._CLTer
(Cd)‘T T oer+d

Lemma 1.0.1 Die gerade gegebene Formel benutzt man auch allgemeine{r‘;rgi) € GLo(R) (und
weiterhinT € H). Es gelten:
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Im(7) Det ( ab

(a) Im(2th) = o 1) fur alle (2%) € GLy(R). Ist die Determinante positiv, dann liegt

(2%) .7 also auch wieder irt.

() (58) 7=
© (¢q)-((Ga)m)=((25)(ta).rfuralle (¢5),(73) € GLa(R).

Zusammen bedeutet dies, d&ds,(Z) auf H operiert (im Sinne der Algebra - wir werden diesen
Begriff spater noch einmal wiederholen). Genauso gilt, dakg (R) (die Untergruppe vortiLo(R)
der Matrizen mit positiver Determinante) auch &lioperiert.

Aufgabe 1.0.2 Beweise das Lemma.

Als Nachstes erinnern wir uns an den Begriff einer holomorphen Funatibainer offenen Men-
geM c C. Dabei heif3t\/ offen wenn es um jeden Punkte M eine offene Scheibe eines positiven
Radius gibt, die ganz in M enthalten ist. In Formeln:

Vze M3e>0:U(z):={€C||z-7|<e CM.

Ein schdnes Beispiel einer offenen Menge(nst H. Eine Funktionf : M — C heif3tholomorph
wenn sie in jedem Punkt der offenen Menfilekomplex ableitbar ist. Um jeden Punkte M gibt
es dann, und das ist eine der fundamentalen Aussagen der Funkteorémtieine offene Scheibe
obiger Form, so dasg auf dieser Menge durch eine gleichmafiig absolut konvergente Pdtenzre
[(Z) =307 an(2' — z)"™ gegeben ist. Deswegen nennt man holomorphe Funktioneresadyti-
sche Funktionen

Jetzt kdnnen wir bereits Modulformen definieren.

Definition 1.0.3 Seil’ < SLs(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. Wir nehmen an, dass die
Matrix (1) in T enthalten ist. Eineschwache Modulform vom Gewiclit zur Untergruppd’ <
SL2(Z) ist eine holomorphe Funktion

fH—C,

die der Transformationsregel

at +b
ct+d

F(25) ™ =£( )=(cr+d)"f(r)¥r e MY (2}) €T

genugt. Ist eine zuséatzliche Bedingung (Holomorphizitét in den Spiteeit), elie wir erst spater in
der Vorlesung erklaren wollen, so heiffeineModulform.

Als erstes Beispiel von Modulformen nennen wir die konstanten Funktjaisaf : H — C
mit f(7) = a € C fur alle 7 € H. Diese sind Modulformen zli = SLy(Z) (und natirlich zu jeder
Untergruppd” wie in der Definition) von Gewicha.

Was bedeutet diese Transformationsregel? Darauf werden wir in di@deitung keine befrie-
digende Antwort geben kénnen; die werden wir erst spater in der3fortgim Zusammenhang mit



den Modulkurven sehen. Jetzt kdnnen wir aber bereits die Transiorrmeegel mit der Matrix | 1)
anwenden, deren Existenzlinwir ja gefordert haben.

f(51)7) = f(

Wir finden also

1-7+1
0-7+1

)= f(r+1)=(0-7+ 1) f(7) = f(7).

f(r+1)=f(r) Yr e H.

Damitist f periodisch mit der Periode

Aus der reellen Analysis ist bekannt, dass man periodische Funktionen mittet$-ourier-Reihe
ausdricken kann. Dies wollen wir auch im Komplexen tun, aber ohne Ritfickgf die reelle Analy-
sis. Zunachst gibt es eine Standard-Funktion mit der Pedipdamlich:

2miz

g:C—-C,z—e

Es giltq(z) = ¢(2') genau dann, wenn— 2’ € Z. Weiterhin ist das Bild;(H) gleich der punktierten
Einheitskreisscheib&;(0)® := U;(0) — {0} = {z € C| 0 < |2| < 1}, denn

’627ri(gc+iy)‘ _ ’62m'x‘ . ’6—27ry’ _ e—27ry.

Die Funktiong ist, wie wir aus der Funktionentheorie wissen, holomorph und ihre Ableiteng v
schwindet nirgends. Das bedeutet (z. B. nach dem Satz Uber implizite¢iének), dass sie “lokal
holomorph umkehrbar ist”, dass es also um jeden Purk(C eine offene Kreisscheibe eines Radius
(wie oben) gibt, so dass die Einschrankung y@uf diese Kreisscheibe eine Umkehrfunktion besitzt,
die auch holomorph ist. Diese ist natirlich glegﬁ In (wobei natiirlich der Logarithmus die aus der
Funktionentheorie bekannten Schwierigkeiten bereitet, diese sind abgiobal und nicht lokal).

Ist f : H — C also eine holomorphe Funktion der Periodedann gibt es wegen der lokalen
Umkehrbarkeit vory eine holomorphe Funktion: U1(0)* — C, so dass

9(q(7)) = f(7) V7 € H.

Jetzt machen wir einen Notations-Trick. Wir schreilgesuch fiir die komplexe Variable atf;, (0)°.
Nun kénnen wirg um den Punko in eine Laurent-Reihe entwickeln:

9(q) = Z anq".
Wir schreiben von nun an figr(q) auch einfach

f(Q) = Z anq".

n=—oo
Ein Teil der Bedingung “Holomorphizitat in den Spitzen” ist, dass diese Rotére sogar eine Taylor-
Reihe ist, also von der Fortf(q) = >"°7 , ang™ ist. Wir erhalten somit (in unserer Notation):

f(r)=flq) = Zanqn = Z ane%rmq—-
n=0 n=0
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Dies ist dieFourier-Entwicklungvon f. Die Koeffizienteru,, heil3enFourier-Koeffizientemnd spielen
eine herausragende Rolle in der Theorie der Modulformen. Daraufmwildm Rest der Einleitung
ausfuhrlich eingehen.

Aufgabe 1.0.4 Zeige unter Benutzung der Integralformel fur Koeffizienten in Laureitidt, dass
fur jedesy > 0 qilt:

1
an = / Fla 4 iy)e” 2@+ ) gy
0

Aufgabe 1.0.5 Wie sieht die Fourier-Entwicklung einer holomorphen FunktfonH — C mit Peri-
odeh € Z,alsof(r + h) = f(r) fur alle 7 € H, aus?

Zunachst lernen wir Uberblicksartig zwei nicht-triviale Sorten von Mfmimen kennen: die
Eisenstein-Reihen und die Theta-Reihen.

1. Beispiel: Eisenstein-Reihen

Definition 1.0.6 Seik > 4 gerade. Wir nennen die Reihe (fiirc H)

Gi(r)= > (ar+b)7*

(0,0)#(a,b)EZ

die Eisenstein-Reihe von Gewicht

[Fuge formale Rechnung ein, die zeigt, dé§sdie Transformationseigenschatft einer Modulform
fir SL2(Z) und Gewichtt hat, falls man umordnen darf.]

Lemma 1.0.7 Die Reihe )
Z 2 2\s
(e, d)€Z2,(c,d)#(0,0) (c* + %)
konvergiert fur reelles > 1.

Beweis.Da alle Terme positiv sind, gentgt es, die Aussage fiur eine beliebig uthgerReihe
zu zeigen. [Bild in der Vorlesung zur Aufteilung vé@t — {(0,0)}.] Wir teilen die Menge der Paare
(c,d) € N? in drei Teilmengen ein: in der ersten gilt> d, in der zweitenc < d und in der dritten
c = d. Es reicht offenbar, wenn wir die Konvergenz von

zeigen, denn die zweite Teilmenge liefert den selben Beitrag und die dritie g;@g‘;l C% < 0.
Nun ist aber fir festes > 1

c—1
1 1 1
2 (2 + &y < (=175 < 5

Wegen2s — 1 > 1 konvergiert aber die Summe Uber die Termé . 0



Satz 1.0.8Seik > 4 gerade. Die Eisenstein-Reili&; (7) konvergiert lokal gleichm&Rig absolut und
definiert somit eine holomorphe Funktich, : H — C. Fir jede Matrix(¢ %) € SLy(Z) gilt:

ar +b
ct+d

Gr((2h) 1) = Gi( ) = (e + d)FGL(7).

Damit istG, eine schwache Modulform von Gewiéntur ModulgruppeSLay(Z).

Beweis.(Vgl. [FB], S. 313.) Wir werden zeigen, daék; fir alled > 0 und alleC > 0 auf der
Menge
Rsc:={r=az+1y|lz| < C,y > o}

gleichmaRig absolut konvergiert. Da faf — oo und§ — 0 das Innere dieser Mengen gaHz
ausfullt, beweist dies den Satz.

Zunachst zeigen wir, dass es fur gegebére 0 undC > 0 eine > 0 gibt, so dass fur alle
¢, d € Rund aller € R;c die Ungleichung

ler +d|? > e(c* + d?)

gilt. Dazu stellen wir fest, dass diese Ungleichung bereits aus der folgesmigleichung folgt. Fir
gegeben@d > 0 undC > 0 gibt es eine > 0, so dass fir alle,d € R mit ¢2 + d> = 1 und alle
T € Rsc die Ungleichung

ler 4+ d|> > ¢

gilt. Wir brauchen namlich nur undd durch+/c2 + d? zu teilen (fiirc = d = 0 gilt die Ungleichung
trivial).
Nun gilt mit 7 = = 4 iy € Rs ¢, dass

ler +d)? = (cx 4+ d)* + Py? > (cx + d)? + 3262 # 0.

Da die Menge{(c,d,z) € R3|c? + d* = 1,|z| < C} kompakt ist, nimmt die stetige Funktion
(cx + d)? + c26% auf ihr ihr Minimum an. Dieses funktioniert atsda es inbesondere groRer aist.
O

Bemerkung 1.0.9 Die nicht-genannte Bedingung “Holomorphizitét in den Spitzen” ist audhlkey
denn in diesem Fall bedeutet sie, wie wir spater sehen werden, n&,di@d-ourier-Entwicklung
von Gy, keine negativen Terme hat, also von der FOrij” , a,¢” ist. Dies und die auftretenden,
werden wir im Folgenden berechnen. SomitGgt eine Modulform zur vollen Modulgrupgi.s (Z)
von Gewicht.

[5.4.2007]

Aufgabe 1.0.10Fir £ > 3 ungerade kann ma&';, mittels der gleichen Formeln definieren. Welche
einfache Aussage Uber solcfig drangt sich auf? Man beweise diese.
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Wir erinnern an die Riemannscle~unktion. Diese ist wie folgt definiert fir € C mit Re(z) >

o0
n) = Z n-?
n=1

Bemerkung 1.0.11Es gelten((2) = 72/6, ((4) = 7*/90, ((6) = 75/945. Der Beweis erfolgt
spater. Er steht im Zusammenhang mit der folgenden Bemerkung [BEBh&. 183ff).

Bemerkung 1.0.12Es gilt die Identitat

1 <, 1 1
tTr = —
reormT T+;(T+n+7—n)

auf H. Die auftretende Reihe ist alif lokal gleichmafig absolut konvergent. Der Beweis erfolgt
spater (siehe [FB], S. 183ff).

Wegen der lokal gleichmaRig absoluten Konvergenz @an(fir k& > 4) dirfen wir die Reihe

umordnen und erhalten

Lemma 1.0.13 Seik > 2 eine ganze Zahl. Setze

op—1(n) = Z d*t,

0<d<n,d|n

Die Reihe
oo
> or_1(n)g
n=1

mitq = ™" definiert eine holomorphe Funktion aiifund ist gleich der Reihg- 22 | S50 | a*~1gd.

Beweis.Es gilt 0;,_;(n) < nn*~! = n*. Daher geniigt es fur den ersten Teil zu zeigen, dass
>-°  n¥g" eine aufH holomorphe Funktion definiert. Dazu fassen wir nuwieder als Variable
aufU;(0) auf. Dann missen wir ndmlich nur sehen, dass der Konvergenzradses Rieihe (minde-
stens)l ist. Das zeigt man aber zum Beispiel mit dem Quotientenkriterium.

Wenn wir die Reihe 2| >°5° | d*~1¢°¢ umordnen, indem wir Terme mit dem selbehzusam-
menfassen, dann erhalten wir die gerade betrachtete Reihe. Diese Wmpisinvegen der absoluten
Konvergenz erlaubt. O

Korollar 1.0.14 Es gilt fur allek > 2 die Gleichheit lokal gleichmafig absolut konvergenter Reihen
aufH:

o0

D" > (T+1n)k = (k_11)!(2”)k2”k_lqn'

n=1
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Beweis.Durch Differentation nach der Entwicklung des Kotangens aus vorstehender Bemer-
kung erhalt man

oy !
(sinwr)2 = (Tt n)?’
Wir beweisen die Aussage des Korollars zunachstfir2 und erinnern, dasss(i¢) = (e +
e~") undsin(ig) = % (e — %) fiir ¢ € R. Dies ergibt

cos(mT) ™I e q+1 , o1
meot(nmT) = m— = Ti— — =i = mi — 2mi .
sin(77) emiT — eTmIT g—1 qg—1

Gebrauchen wir nun die geometrische Reihe (wdger 1 fur 7 € H)
1 =
i DU
n=0
so folgt die Aussage.
Mittels £ — 2-maligem Differenzieren der Gleichung flir= 2 erhalt man die Aussage. Man darf

namlich Differentiation und Summation wegen der lokal gleichmafig absolutevekgenz vertau-
schen. O

Theorem 1.0.15Fir geradesk > 2 gilt die Gleichheit

+2Z Z CT—i—d) errap) ~xW) _1|Z”k 1

c=1 d=-—

holomorpher Funktionen aufl. Ist zudemk > 4, so sind diese Funktionen gleich der Eisenstein-
ReiheG), von Gewichtk. Fir k& = 2 bezeichnen wir die auftretende Funktion mitSie wird, wie so
viele Funktionen, auch nach Ramanujan benannt.

Insbesondere gelten:

P(r) = =87%(=5; + > o1(n)g"),
n=1
Galr) = S (s + D os(m)a”),

Beweis.Wir brauchen nur noch das zuvor Gesagte zusammenzusetzen. O
Es sei noch einmal explizit darauf hingewiesen, dass man die Reihe linksaorérh flrk = 2

nicht umordnen darf.

Bemerkung 1.0.16 Die FunktionGs(7) = P(7) — 2P(27) definiert eine Modulform von Gewiciit
zur Kongruenzuntergruppe

Lo(2) = {(¢}) €SLa(@)| (¢4) = (37) mod 2}.

Der Beweis erfolgt spéater.
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An diesem Beispiel haben wir ein Phdnomen gesehen, dass sich dugandeeTheorie der Mo-
dulformen hindurchzieht: Die Fourier-Koeffizienten sind hoch interggsaahlentheoretische Funk-
tionen! Ein nachstes Beispiel folgt sogleich.

2. Beispiel: Theta-Reihen

2

Definition 1.0.17 Die Reihef(r) := 3.°° __ ¢2min*T — 5 n* heitO-Reihe sprich Theta-
Reihe

Lemma 1.0.18 Die Theta-Reihe_>° e 2min’T konvergiert aufH lokal gleichmafig absolut und
definiert somit eine holomorphe Funktion.

Beweis.Es genlgt zu zeigen, dass die Reihe auf Bereichen der Form
Rs:={r=x+1y e Cly > 6}

fur beliebiges) > 0 gleichmaRig absolut konvergiert. Man hat mit x + iy € R; die Ungleichung

o oo 1
2 -2 —2mé)n —2mé)n
Z!e | = Z TS DS ) S
n= n=0
woraus die Aussage folgt. O
Lemma 1.0.19 Es gilt die Identitat:
o0
=Y Ax(n)g
n=0

mit ¢ = 2™, wobei
Ap(n) = #{(z1,...,xp) € ZF2? + 22 + - - + 27 =n}
die Anzahl aller méglicher Darstellungen varals Summe voh Quadraten ist.

Beweis.Dies ist eine einfache Rechnung. Man benutzt dabei natirlich, dasdiemBeihe wegen
der oben gezeigten lokal gleichmaf3ig absoluten Konvergenz beliebig nerodarf. O

Bemerkung 1.0.20Es gilt fiir &, die durch4 teilbar sind, das$* eine Modulform vom Gewictit/2
zur Kongruenzuntergruppe

Po(d) = {(24) €SLa(Z)] (25) = (§7) mod 4}

ist. Dies folgt aus der Jacobischen Theta-Transformationsformel, diepites behandeln werden.
Genauer gilt diese Bemerkung sogar fir alle ganzemlann muss man aber Modulformen halb-
ganzen Gewichtes betrachten, was wir in diesem Rahmen nicht méchten.
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Anwendung

Fir N € N definiert man die Kongruenzuntergruppe

Lo(N) ={(¢7) € SLa(Z)| (¢7) = (5%) mod N}

in Verallgemeinerung zu den oben gesehenen zwei Féllen.

Bemerkung 1.0.21 Der C-Vektorraum der Modulformen von GewiehtuSL»(Z) ist 1-dimensional
und wird erzeugt void7,. Der C-Vektorraum der Modulformen von GewichzuT'y(2) ist 1-dimen-
sional und wird erzeugt von der Funkti@s, aus obiger Bemerkung. Die Beweise erfolgen spéter.

Bemerkung 1.0.22 Der C-Vektorraum der Modulformen von GewichzuI'y(4) ist 2-dimensional.
Der C-Vektorraum der Modulformen von GewiehtuI'y(4) ist 3-dimensional. Die Beweise erfolgen
spater.

Bemerkung 1.0.23Ist f = Y"°°  a,¢™ mitq = ™ eine Modulform von GewictitzuT'y (V) und
istr € N, dannistf(¢") = >.,2,a,q¢"™ eine Modulform von Gewichit zuT'o(Nr). Der Beweis
erfolgt spater.

Korollar 1.0.24 Der C-Vektorraum der Modulformen von GewichzuT'o(2) hat {G2(q), G2(¢*)}
als Basis. DefC-Vektorraum der Modulformen von GewichzuTy(4) hat {G4(q), G4(¢?), G4(q*)}
als Basis.

Beweis.Dies folgt unmittelbar aus den vorstehenden Bemerkungen. O

Theorem 1.0.25Es gelten:
Ayn)=8 > d

d|n,d>1,4td
und

Beweis.Hier beweisen wir nur die erste Identitat. Die zweite funktioniert analog.
Aus einer der Bemerkungen wissen wir, dass der Raum der Modulforame@Gewicht2 zuT'y(4)
2-dimensional ist und eine Basis hat bestehend aus

und
Galg >:—f—8w22m ) —201()q" =~ +O(¢?)
& .

Dabei isto; von einer nicht ganzen Zahl a@szu interpretieren. Das Symbo6l(¢™) zeigt an, dass wir
nur die Terme miy™ fur m < n aufgelistet haben.
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Offenbar beginnt die Fourier-Entwicklung véh wie folgt:
0% (q) = 1+ 8¢+ O(¢?),

da wir1 auf genauw verschiedene Arten als Summe vbQuadraten ganzer Zahlen darstellen kénnen.
Aus einer anderen Bemerkung oben wissen wir, ddgsne Modulform von Gewich zuT'y(4)

ist. Daher lasst sie sich als Linearkombination obiger beider Funktionarilseh. An den ersten

beiden Fourier-Koeffizienten lasst sich bereits ablesen, dass gilt:

04(0) =~ Gala) = SGale?).

Davon schreiben wir nun die Fourier-Entwicklung hin:

0 —|—8Z o1(n) — 201 ( n) qn)+(§+82(2o’1(g)—401(%)))
n=1

Da wir bereits gesehen haben, dass

Hg) =D Au(n)g
n=0

gilt, sind wir fertig. O

Aufgabe 1.0.26 Beweise die zweite Identitat aus dem Theorem.

Wiles’ Modularitatssatz (Taniyama-Shimura-Weil)

[11.4.2007] Grob gesprochen sind elliptische Kurven Punktemengefoder

{(z,y)ly* = 2* — ax — b}

fur feste Zahlem, b. Man fordert, dass die Diskriminante = o — 2752 nicht0 ist. Dabei kénnen wir
zum Beispiels, b in den ganzen Zahlen und y in den reellen Zahlen wéahlen. Genauso gut kdnnten
wir aber auchy, b, z,y € C odera, b, z,y € F, fordern.

Um Wiles’ Satz zu erklaren, wahlen wir nunb € Z. Wann immelrl eine Primzahl ist, schreiben
wir @, b fir die Reduktion vor, b modulol, also fiir den Rest beim Teilen durth

Wir kdnnen uns dann fur die Losungeny € F; der Gleichung

y2 =2 —ar—b
interessieren. Das sind aber unendlich viele. Deshalb beschrankemsvauf die Losungen in ei-
ner endlichen Korpererweiteruriyy- von [F;. Da es offenbar maximdP” viele geben kann, ist die
Punktezahl endlich.
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Wir méchten wissen, wieviele Punkte die gegebene Kurve Bpegenau hat und definieren die
Punktezahl

Ap(l") = #{(x,y) € Fir|y?* = 2 — @z — b}.

Fir sie kennt man die Hasse-Schranke:
" — Ag(I")| < 21772

Theorem 1.0.27 (Wiles und andere, 1994, 1999%s gibt eine Modulforny von Gewich® fiir eine
Untergruppelo(N) fur ein N, das man ausi, b ausrechnen kann, so dass alle Koeffizienten der
Fourier-Entwicklungf = >~>° | a,q™ in Z liegen,aq = 0 gilt und so, dass fir alle Primzahldrbis
auf endlich viele gilt:

ar =1"— Ag(l").

Hier sieht man wiederum die grol3e zahlentheoretische Bedeutung diféizi€oéen von Modul-
formen. Die Lésungsanzahlen Uber endlichen Kérpern von Gleicmjmiie elliptische Kurven tber
Z beschreiben, tauchen als Koeffizienten von Modulformen auf!

Die beriihmte Anwendung ist Fermats letzter Satz.

Korollar 1.0.28 (Wiles) Seip > 3 eine Primzahl. Dann gibt es keine natirlichen Zahieh, ¢ > 0,
die die Fermat-Gleichung
al + =cP

erfullen.

Beweis.Die Beweisidee geht auf Gerhard Frey von der Universitat DuiskBssen zuriick. Von
der Idee bis zum Beweis war es aber ein weiter Weg.
Man nimmt nun an, dass es doch solche Zahlgnc gibt. Dann betrachtet man die Gleichung

y? = z(z — aP)(z + bP),

die eine elliptische Kurve beschreibt. Man berechnet, dass 2 gilt. Wiles’ Satz sagt nun, dass es
eine Modulform von Gewich? zu I'4(2) gibt, die die Punktanzahl tber endlichen Korpern obiger
elliptischer Kurve beschreibt. Wir wissen aber nach einer Bemerkung, azess der Raum dieser
Modulformenl-dimensional ist und votrs erzeugt wird. Deb-te Koeffizient vonys ist aber nichb,

so dass wir einen Widerspruch erhalten. |

Mod p Modularitatssatz

Wir wiederholen kurz einen Begriff aus der algebraischen Zahlerithe®ei K /Q ein galoisscher
Zahlkoérper, der bei einer Primzahlinverzweigt ist. Das bedeutet, dass die Primidealfaktorisierung
von![ von der Form

IOk =pip2...p,
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ist mitf = [K : Q]. Fur den Kdrpergrad giltO/p; : ;] = f fir allei = 1,...,r. Die Galois-
GruppeG = Gal(K/Q) operiert auf der Menge der Primidedlgy, po, ..., p,}. Dann ist die Zer-
legungsgruppe vop; die Untergruppel,, < G dero € G, die p; festhalteniop; = p;. Die
Einschrankung auD g jedeso € Gy, gibt durch Reduktion modulp; einen Kérperautomorphismus
vonF := Ok /p;, also ein Element der Galoisgruppel(F/F;). Wie wir aus der Algebra wissen,
gibt es inGal(FF /IF;) ein ausgezeichnetes Element, deobenius-Automorphismuder durchr — !
gegeben ist.

In dieser Diskussion hétten wir staitt auch jedes andegg nehmen kdnnen. Wir nennen jedes
ElementinGal(K/Q) ein Frobenius-Element béi(notiert alskrob;), falls es in einer der Zerlegungs-
gruppenGy, liegt und seine Reduktion modujg den Frobenius-Automorphismus ergibt.

Der Beweis des folgenden Theorems wurde im Januar 2007 beerdistalih einen Hohepunkt
der modernen Mathematik dar! Dieser Satz war 1987 von dem franzérigdbel-Preistrager Jean-
Pierre Serre vermutet worden und wird noch stets haufig einfacbatie-Vermutungenannt.

Theorem 1.0.29 (Khare, Kisin, Wintenberger) Seienp eine Primzahl und</Q eine endliche Ga-

lois-Erweiterung mit Galois-Grupp€' := Gal(K/Q) C GLy(F),) derart, dass

(i) fur keine MatrixM € GL»(F,) die konjugierte Gruppé/GM —! in den oberen Dreiecksma-

trizen vonGL»(IF,) enthalten ist und
(i) die Determinante der komplexen Konjugation (via einer Einbettiing- C) gleich—1 ist.

Dann gibt es einen Zahlkérpdr und eine Modulformf = > > | a,¢™ mita, € Op fir al-
len € N, so dass fur alle i /Q unverzweigten Primzahldrungleichp der folgende erstaunliche
Zusammenhang gilt:

a; = Spur(Frob;) mod 9,

wobeif3 < Of ein Primideal ist, dag teilt.

Die Bedingung (i) im Satz ist keine schlimme Einschrankung. Falls namlich (i} eictllt ist,
kann man Methoden der Klassenkdrpertheorie benutzen, um die Enmgjt€ly Q zu verstehen. Die
Bedingung (ii) hingegen ist sehr wichtig. Ohne sie kann man im Moment kéinkche Aussage
beweisen.

In den meisten Fallen kann man an der Spur eines Element@&.4(F,) zum Beispiel seine
Ordnung ablesen. [Genauer sollte man hier sagen, dass wir auch disnDetgte vorFrob; kennen,
und somit das charakteristische Polynom Vorob;, also

h(X) = X? — Spur(Frob;) X + Det(Frob;) € F,[X].

Ist dieses gleich dem Minimalpolynom vaitob;, dann ist die Ordnung voFrob; die kleinste posi-
tive Zahln, so dassi(X) | X" — 1. Oder, anders herum, die einzigen MatrizerGihy(F,), deren
charakteristisches Polynom nicht zur Bestimmung ihrer Ordnung ausreiioth von der Forn(g g)

(nach Konjugation).] Die Ordnung vadfrob; gibt den Restklassengrad vdh /p; (in der Notation
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von oben) an. Dann liest sich obiger Satz so: Zu einem Zahlkdrper wiatmkann man den Rest-
klassengrad der meisten unverzweigten Primzahlen an der Reduktion matero rimideal der
Koeffizienten einer Modulform ablesen!

An dieser Stelle sollte betont werden, dass das Ausrechnen von Kemstiiz von Modulformen
sehr einfach ist, so dass sich uns pl6tzlich viele Eigenschaften von Zphtkdoffenbaren!

Wir erlautern dies an einem einfachen Beispiel. Bei= Q(v/—23) der imaginar-quadratische
Zahlkorper der Diskriminante 23. Die Klassenzahl vork ist 3, das heif3t es gibt eine unverzweigte
zyklische Erweiterund?/K von Grad3. Die ErweiterungH /Q ist galoissch mit Gruppés, da sie
nicht-abelsch von der Ordnurigst. Es giltSs = SLy(F2) (Grund: nicht-abelsch und Ordnu6y

Es gibt eine Modulforny = >">° | a,¢" mita, € Z[H—;/g] (dies ist der Ring der ganzen Zahlen
von Q(+/5)). Die Primzahk ist trage in diesem Korper, d. h.

1+5

Z[2

1/(2) =Fy.

Nun gilt der folgende Zusammenhang: Eine ungerade Prinizali3 hat genau dann den Tragheits-
grad3 in H/Q, wenna; = 1 mod (2); sonst gilta; = 0 mod (2) und! hat den Tragheitsgratl
oder2.



Kapitel 2

Elliptische Kurven und Modulformen

Wir wollen uns zun&chst den einfachsten Modulformen zuwenden, naaichn, die “von Stufe
1” genannt werden und auf ganz naturliche Weise auftreten. Dableinweir die Modulform nicht
nur als eine holomorphe Funktion der oberen Halbebene betrachtefersaie auch als eine Zu-
ordnungsvorschrift verstehen, die jeder vorgegebenen (kompledgtischen Kurve eine komplexe
Zahl zuweist.

Obwohl wir gleich mit der Definition von Modulformen beginnen kénnten (si&nleitung),
ziehen wir es doch vor, erst Grundbegriffe elliptischer Kurven eiitangn, so dass Modulformen
ganz von selbst auftreten.

2.1 Quotienten von Gruppenoperationen

2.1.1 Die komplexe Ebene als topologischer Raum

Wir erinnern an den Begriff des topologischen Raums anhand des Beidpikomplexen Eberé.
Auf einer Menge eine Toplogie zu geben, heil3t zu sagen, welchesfdieenfMengen sind.

Die “Topologie” vonC ist per Definition die vorR?; d. h. dann, dass eine Teilmenge c C offen
ist, wenn es um jeden Punkte M eine Scheibe der Foriis(z) = {z € C | | z — x |< §} gibt,
die vollstandig inM enthalten ist. Es ist offensichtlich, dass bei dieser Definition gilt, dasssrste
beliebige Vereinigungen offener Mengen wieder offen sind, dasstemgeder Durchschnitt zweier
offener Menge auch wieder offen ist und dass drittens die gesamte kanipibene offen ist, ebenso
wie die leere Menge, denn an diese stellt man ja gar keine Bedingung. Biedithgssenen Mengen
sind per Definition die Komplemente der offenen.

Dies fasst man axiomatisch wie folgt zusammen.

Definition 2.1.1 Sei X eine Menge und eine Menge von Teilmengen vah Dann heil3tO eine
Toplogie aufX, wenn die drei folgenden Punkte gelten:

(i) Seil eine Indexmenge und seiéfy ¢ O fur i € 1. Dann gilt| J,.; M; € O.

18
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(i) SeienMy, My € O. Dann gilt: My N M, € O.
(i) Esgilt: X € O undd € O.
Die Elemente vo® heil3enoffene Mengen

Aus (i) folgt tbrigens sofort, dass endliche Durchschnitte offenendée wieder offen sind.
Auch der Begriff der Stetigkeit a3t sich in der Sprache der Topologifadifassen.

Definition 2.1.2 SeienX undY Mengen mit Topologie® x bzw.Oy (wir sagen auch einfach dem-
nachst, dass{ undY topologische Radume sind) und gei X — Y eine Abbildung (von Mengen).
Dann heil3tf stetig wenn gilt:

VM € Oy : f~YM) € O.

Ferner sagt man, dass die Abbilduyigoffenist, wenn gilt:
VM € Ox : f(M) € Oy.

Aufgabe 2.1.3 Beweise, dass die obige Definition von Stetigkeit miteetleDefinition aus der Ana-
lysis bzw. Funktionentheorie Ubereinstimmt.

Definition 2.1.4 SeiX ein topologischer Raum und C X irgendeine Teilmenge.
SeienU; € Oy fir eine beliebige Indexmendeoffene Mengen. Di€lJ;);<; heiRenoffene Uber-
deckung vonV/, falls gilt:
U U, D M.
icl
Die MengeM heiRtkompakt wenn jede offene Uberdeckufld;);c; von M eine endliche Teil-
uberdeckung besitzt, das heif3t, dass es eine endliche Teilmiengegibt derart, dasgU;);c; auch
eine offene Uberdeckung va ist.

Aus der Funktionentheorie ist bekannt, dass eine Médge C kompakt ist, wenn sie beschrankt
und abgeschlossen ist. Dies liefert uns dann gleich ganz viele Beispal&eBer ist eingeladen, das
gerade gemachte Zitat anhand einiger Beispiele zu tberprifen.

Lemma 2.1.5 SeienX, Y topologische Raumg,: X — Y eine stetige Abbildung unil C X eine
kompakte Teilmenge. Dann ist auch die BildmefigE) C Y eine kompakte Menge.

Beweis.Sei (U;);c; eine beliebige offene Uberdeckung vgnK). Dann ist(f~1(U;)):cs eine
offene Uberdeckung voik. Aufgrund der Kompaktheit vor( gibt es also eine endliche Menge
J c I,sodassf(U;));c; eine endliche offene Uberdeckung vanist. Dann ist aber aud; );c s
eine endliche offene Uberdeckung v$(K ). Damit sind wir fertig. O

Aufgabe 2.1.6 Zeige, dass jede stetige Funktign: X — R auf einem kompaktetopologischen
RaumX ihr Maximum und Minimum annimmt.
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In der Vorlesung werden wir es haufig mit Punktmengen zu tun habeart dess sich die Punkte
nicht beliebig nahe kommen, das heif3t sich nicht haufen. Solche Meigenhaiskret. Hier ist die
Definition.

Definition 2.1.7 Sei X ein topologischer Raum und/ C X eine Teilmenge. Die Meng® heil3t
diskret, wenn gilt:

Vo e MIU € Ox : UNM = {z}.

Aufgabe 2.1.8 SeienD C C eine diskrete Teilmenge und C C eine kompakte Teilmenge. Zeige,
dass danmD N K endlich ist.

Konstruiere einen topologischen Rauthmit einer kompakten Meng€ C X, und einer dis-
kreten MengeD C X, so dassD N K nicht endlich ist. Wie sieht es mit Hausdorffschen topologi-
schen Raumen aus? Dabei heil3t ein topologischer R&udausdorffsch, falls es zu je zwei Punkten
z,y € X jeweils offene Mengeli > z undV > y gibtmitU NV = (.

2.1.2 Gruppen-Operationen

[12.4.2007] Wir erinnern zunachst an einen einfachen Begriff ausidebra.

Definition 2.1.9 (Gruppenoperationen auf Mengen)SeiG eine Gruppe und// eine Menge. Man
sagt dann, dasé&: von links aufM operiert falls es eine Abbildung: x M — M gibt, notiert als
(g,m) — g.m, so dassl.m = m (mit 1 dem neutralen Element va) und g.(h.m) = (gh).m fur
alleg,h € G.

Dies ist &quivalent dazu, dass es einen Gruppenhomomorphismtis— Aut(M) gibt, ndmlich
#(g) : M — M, m — g.m. Hier ist Aut(M ) die Menge der bijektiven Abbildungéd — M ist.

Entsprechend zu den Operationen von links definiert man Operatiamerechts. Dann erhalt
man aber keinen Gruppenhomomorphismus, sondern einen Grdpgerlomomorphismus, d.h.
einen, derp(gh) = ¢(h)p(g) erfullt.

Beispiel 2.1.105,, operiert von links auf1,2,...,n}.

Beispiel 2.1.117 (als Gruppe vermdge “+") operiert (von links und von rechts, dasegal wegen
der Kommutativitét voz)) auf R durch Addition. Also fiih € Z undx € R setzen.x :=n + .

Beispiel 2.1.12Seienw,w, € C. Die GruppeZ? (mit koordinatenweiser Addition) operiert aGf
vermoge(a, b).z = z + aw; + bws fiir € C und(a, b) € Z2.

Beispiel 2.1.13SLy(R) = {(2Y) | Det (2%) = ad — bc = 1} operiert von links auf der oberen
HalbebeneHl = {r = z + iy € Clz € R,y € Rs} vermoge( ¢ ) 7 = &£ fur 7 € H, wie wir in
der Einleitung gesehen haben.
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Definition 2.1.14 SeiG eine Gruppe, die von links auf der Menge operiert. Seim € M.
Dann heif3t die Meng&'.m = {g.m | g € G} die Bahn(oder derOrbit) vonm unterG.
Die UntergruppeG,, = {g € G | g.m = m} < G heil3t dieStabilisatorgrupp&zw. dielsotro-
piegruppevonm.
Die Menge aller Bahnen
G\M ={G.m|me M}

heil3t dieBahnenmengeon G auf M oder auch der Quotient voi/ nachG.

Wir schreiben hier die Gruppe nach links um anzuzeigen, dass es sigineniinksoperation
handelt. Ist die Gruppe abelsch, dann kann man Linksoperationen vaue rechts schreiben und
umgekehrt. Daher schreiben wir bei abelschen Gruppen die Gru@pggnach rechts.

Beispiel 2.1.15Die Bahn vonz € R unter der Operation vofZ aufR von oben is{z +n | n € N}.

Der Stabilisator vorr ist die triviale Gruppe, denn aus+ n = x folgt n = 0. Den QuotientelZ\R

kdnnen wir identifizieren mit dem halb-offenen Interv@lil). Dies ist ein ganz einfaches Beispiel

eines Fundamentalbereiches, von denen wir im Laufe der Vorlesutgviele sehen werden.
Wenden wir die Abbildung

[0,1) = {z€C|| 2z |=1},¢ — ™
an, so erhalten wir eine Bijektion auf den Einheitskreis.

Beispiel 2.1.16Die Bahn von € H unterSLy(R) ist ganzH. Denn sek: = = + iy mitz,y € R ein
beliebiger Punkt aufl. Offenbar |st< vy Af) i = x + iy. Der Stabilisator ist

0 1/
{(2}) € SLa(R)| (2}) i =i} =
{(45) € SLa®)[(35) = (242
—{( 0 @) o € [0, 2m)} = SOa(R),

also die spezielle orthogonale Gruppe.

SLa(R),

Beispiel 2.1.17Seien0 # wi,ws € C. Wir fassen beide als Vektoren iR? auf. Diese sindR-
linear abhangig, wenn es eine R gibt mitrw; = wy. Mit anderen Wortenw,; undw- sind linear
unabhéngig, wenw, /ws ¢ R.

Die GruppeZ? operiert aufC durch(a,b).z = z + aw; + bws.

Definition 2.1.18 Eine Teilmengé/ C C heil3tGitter, wenn e$) # w;,wy € C mMitw; /wy & R gibt,
so dassV/ die Bahn voro unter der Operation voi? bzgl.w,ws ist.
Konkret sind Gitter also einfach von der Form

Apy iy = {awr +bws | a,b € Z}.

Die komplexen Zahlew,,ws; werden haufigPeriodengenannt. Sie bilden per Definition eine
Gitterbasis.
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[Bild]

Bemerkung 2.1.19 Wir kdnnen ohne Einschrdnkung annehmen, dagss»; € H, denn sonst erset-
zen wir einfachv; durch —wq, was das Gitter offenbar nicht verandert.

Definition 2.1.20 Seienw;,ws € C mitw;/wy ¢ R. Jeder Quotient von der For /A, ., heil3t
Torus

Tori sind komplexe elliptische Kurven und werden als solche im Folgendem @ine grof3e Rolle
spielen.

Definition 2.1.21 Die Gruppenoperation votr auf der Mengel/ heil3tfrei, falls fur allem € M
der StabilisatorG,, die triviale Gruppe ist.

Die Operationen vofZ auf R und die vonZ? auf C von oben sind daher frei, die véiLy(R) auf
H jedoch nicht.

Aufgabe 2.1.22Seir € H. Zeige Folgendes. Falls der Stabilisat®k.»(Z), ungleich{+ (} )} ist,
dann gibt es eine Matrix € SLy(Z), derart dass.m = i odero.T = (3 gilt. Dabeiisti = ¢™/2 ¢ H,
wie gewohnt, unds = ¢>™/3. Im ersten Fall istSLy(Z), zyklisch von Ordnung und im zweiten
zyklisch von Ordnun§.

Definition 2.1.23 (Stetige Gruppenoperation)Sei nun wiederum eine Gruppe, die auf einer Men-
ge X von links operiert. Ist nun zusatzlich ein topologischer Raum und sind alle Abbildungen
X — X,z — g.x Homdomorphismen (also bijektiv und stetig mit stetiger Umkehrabbildung), s
spricht man von einestetigen Gruppenoperation

Aufgabe 2.1.24 Zeige, dass die oben betrachteten GruppenoperationenZ\auf R, vonZ? auf C
(viawi,wy wie oben) und voSLs(R) aufH) stetig sind.

Satz 2.1.25Sei X ein topologischer Raum, auf dem die Grup@eron links stetig operiert. Sei :
X — G\X, z — G.x die naturliche Abbildung.
Das Mengensystem
Oc\x ={U CG\X | = '(U) € O}

bildet eine Topologie auf dem QuotigHt X und die Abbildungr ist stetig und offen. Damit sind die
offenen Mengen vo@\ X gerade die Bilder untetr der offenen Mengen vaK.

Beweis.Dass es sich um eine Topologie handelt, ist unmittelbar ersichtlich. Die Ablgildust
nach Definition der Topologie stetig: so haben wir die Topologie ja geradag/. Wir kdnnten auch
sagen, dass die gewahlte Topologie die feinste ist, sordaig ist.

Die Offenheit vonr sieht man so: Sei/ € Ox. Ist nunw(U) offen? Ja, denm~—1(#(U)) =
Ugec g.U ist als Vereinigung der offenen MengerUV = {g.z | x € U} (die Abbildungz — g.z ist
ja per Definition ein Homéomorphismus, also selbst offen) wieder offen. O
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Beispiel 2.1.26Die Topologie aufZ\R ist unter der Identifikation mif0, 1) dadurch gegeben, dass
eine Mengd/ C [0, 1) genau dann offen ist, wenn es um jeden POnktx € U ein offenes Intervall
z € (a,b) gibt mit0 < a < b < 1und, fallsO € U, dann muss e8 < a < 1und0 < b < 1
geben mi{a,1) C U und[0,b) C U (denn unter der Operation vdwerden ja0 und1 identifiziert:
0+1=1).

Aufgabe 2.1.27 Wir beschreiben nufZ\R als Einheitskreis, wie oben ausgefiihrt. Man zeige, dass
die Abbildungs — 2™ einen Homdomorphismus v@\R auf den Einheitskreis definiert, unter
der sich die Topologie auf\R mit der Topologie, die durch offene Intervalle auf dem Einheitskreis
gegeben ist, identifiziert.

In diesem Fall sieht man sofort, dass der Einheitskreis lokal, d.h. in eémérggnd kleinen Um-
gebung um jeden Punkt, “genauso aussieht’Ri®lan hat kleine Intervalle, die in diesem Fall unter
dem Homdomorphismusé — e27¢ aufeinander abgebildet werden. Dies ist eine besonders scho-
ne Eigenschaft, die allerdings nicht immer erfillt sein wird. Aber wir wollenen \dorlesung stets
versuchen, uns auf diesen Fall zuriickzuziehen (fur die SpezialMterversuchen in der ganzen
Vorlesung, den kompliziert anmutenden Begriff der eigentlichen Diskoitdinzu vermeiden). Wir
werden diese schdne Eigenschatft jetzt in einen Begriff fassen uredt studieren.

Definition 2.1.28 SeiG eine Gruppe, die von links stetig auf dem topologischen REuaperiert.
Wir sagen, dass die Operatiagieichmaf3ig diskrete Bahndyesitzt, wenn es zu jedeme X eine
offene Menge: € U C X gibt derart, dass fur allgy € G mit g.z # z gilt: gU N U = 0.

Man achte auf die Reihenfolge der Quantoren: Wenn es zu jademX und zu jedeny € G
mit g.z # « eine offene Menge.x € U, , C X gibt mitU,, N Uy, = 0 fir g.z # h.xz, dann hat
G diskrete Bahnen. Denn wir haben nur die Definition von Diskretheit auBdienG.x angewendet
und ausgeschrieben. Oben fordern wir also mehr. Wir wollen namliclclaliefen, dass die Mengen
U, . beliebig klein werden missen, Uiy , N Uy, , = 0 fir g.o # h.z zu gewdhrleisten.

Satz 2.1.29Sei G eine Gruppe, die von links stetig uificti auf dem topologischen Rauii mit
gleichméaRig diskreten Bahnen operiert. Dann ist die Quotientenabbildun§ — G\ X ein lokaler
Homdomorphismus, d.h. fur alle € X gibt es eine offene Mengec U C X, so dassr|y : U —
7(U) ein Homdomorphismus ist.

Beweis.Wir haben den Begriff der gleichmaflig diskreten Bahnen gerade schijeddiss dieser
Satz gilt. Denn die Definition zusammen mit der Freiheit der Operation besagargerade, dass
es um jeden Punkt € X eine offene Menges € U C X gibt, so dasgyU N U = () fur alle
G > g # 1. Die Einschrankung der Quotientenabbildung uft nun nattrlich bijektiv (und damit
ein Homdomorphismus wegen ihrer Stetigkeit und ihrer Offenheit). Denmpwe: € U mit 7(y) =
7(z), dann gibtes eig € G mit g.y = z,alsog.UNU = {z} # fund somity = lundy = z. O

Somit erhalten wir sofort das folgende Korollar.
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Korollar 2.1.30 SeiA = A, ., ein Gitter. Der TorusC/A ist ein topologischer Raum und die Quo-
tientenabbildungr : C — C/A ist stetig und offen. AuBerdem gibt es fur jeden PunktC/A und
jedesz € C mitw(z) = z eine offene Mengec U C C, sodassr : U — 7w(U) ein Homéomorphis-
mus ist. |

Bemerkung 2.1.31Seid > 0 der kleinste Abstand zwischen zwei verschiedenen Gitterpunkten. Die
offene Mengé/ im Korollar kdnnen wir stets alf/s(z) = {2’ € C||z — 2| < §} fir jedesd < d/2
wahlen.

Beweis.Wir miissen nur sicher stellen, dads " U = () fur alley # 1. Speziell bedeutet das nur,
dass Kreise vom Radiuysum zwei verschiedene Gitterpunkte sich nicht schneiden kdnnen.ddsn,
wir aber gerade dadurch erreicht, dass die Gitterpunkte mehr als z@igrRaon einander entfernt
liegen. O

Bemerkung 2.1.32 Wir werden spéater sehen, d&$k,(Z) gleichmafig diskrete Bahnen fir die Ope-
ration aufH = SO2(R)\SL2(R) hat. Da die Operation aber nicht frei ist, i$f — SLa(Z)\H kein
lokaler Homéomorphismus; insbhesondere muss man fir die “komptexiet8” mehr arbeiten als
beim Torus. Dies werden wir am Schluss des Kapitels Giber Modulkurgen tu

2.2 Torus und elliptische Funktionen

[18.04.07] In diesem Abschnitt widmen wir naher uns den Tori und demtdaisammenhé&ngenden
elliptischen Funktionen.

2.2.1 Torus

Definition 2.2.1 (Gruppenoperationen aufR-Moduln) SeienR ein Ring,G eine Gruppe undV/
ein R-Modul.

Man sagt in diesem Fall, dags auf demR-Modul M von links operiert, wenty auf M aufgefasst
als Menge von links operiert und alle Abbildungkh — M, m +— g.m R-Modulhomomorphismen
sind.

EinenR-Modul M mit G-Operation von links nennt man auch einBfG]-Links-Modul. Entspre-
chende Definitionen macht man fur den Fall einer Operation von rechts.

Beispiel 2.2.2 Matrix-Vektor-Multiplikation der GruppéLy(Z) auf demZ-Modul Z? gibt uns ein
Beispiel eine$Ly(Z)-Moduls (mitR = Z). Damit operiertSLy(Z) auch auf den Gittera,,, ..

Satz 2.2.3Fir (¢ }) € SLy(Z) gilt

Aw1 wo — Aaw1 +bwa,cwi +dws «

Ist umgekehri\,, w, = Ay oy Mitw/ws € Hundw)/wh € H, dann gibtes(2 %) € SLy(Z)
Mitw] = aw; + bws UNdw} = cw; + dws.
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Beweis.Beim ersten Teil ist die Inklusionc” klar. Indem man aber die inverse Matrix £ %)
anwendet, erhalt man aus demselben Grund die andere Inklusion.

Nun zum zweiten Teil. Es gilt nach Voraussetzung, dgss aw; + bws undw), = cwq + dws fur
gewisse eindeutige, b, c,d € 7Z bzw. (Zé) = (%) (&5). Wir missen also nur nachweisen, dass
Det (2%) = 1 ist. Dafiir tauschen wir wieder die Rollen und schreilfgh) = (% Y,) (2) fur
gewisse eindeutige, v, ¢, d’ € Z. Nun gilt aber auBerdem

(5)=(25) (25 (&),
woraus wegen der linearen Unabhangigkeitwpmindw, sofort( % %) (¢ 4) = (4 9) folgt. Deshalb
ist die Determinante vo(® % ) eine Einheit irZ, also+1. Die Bedingung im Satz stellt gerade sicher,
dass die Determinante gleich 1 ist. O

Bemerkung 2.2.4 (Standardform) Seienw;,ws € C wie oben mitr := w;/wy € H. Das Bild von
Ay, w, Unter dem Isomorphismus (abelscher Gruppen)

C—-C,z— z/wy

ist gleichA,; =: A.. Wir sagen, dass die Basfsau, 1} des Gitters\, in Standardfornist.
Transformieren wir ein Gitter mit Basis in Standardfortn wie im Satz mit einer Matrix® % ), so

erhalten wir das Gitte\ ., 1y, .- .4, dessen Basis-Standardform- ., ist. Wir haben also die Operati-

onvonSLy(Z) < SLy(R) aufH, die wir oben behandelt habenc,fgaf naturliche Weise zuruickgefunden.

Satz 2.2.5SeiA wie oben ein Gitter. Der Toru€/ A trégt folgende stetige Gruppenoperation:
+:C/AXC/A—C/A, (21 +A)+ (z22+ A) := (21 + 22) + A.
Insbesondere gibt es fur jede naturliche Zakdie “Multiplikation mit n-Abbildung”:
n:C/A—C/A,z4+ A~ nz+A.
Diese ist stetig.

Beweis.Dass es sich um eine Gruppenoperation handelt, folgt unmittelbar aus al@pdass
+ auf C eine Gruppenoperation ist. Die Stetigkeit folgt unmittelbar aus der Stetigke#dtition
von C. Daraus folgt auch schon der zweite Teil. O

Definition 2.2.6 Sein > 1 eine natlrliche Zahl. Wir definieren
(C/A)[n] := Kern(n).
Satz 2.2.7 Es gibt einen Gruppenisomorphismus
(C/N)[n| =2 Z/nZ x Z/nZ.

Aufgabe 2.2.8 Beweise den Satz.
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2.2.2 Elliptische Funktionen

Wir haben gesehen, dass ein Torus “lokal”, das heif3t in einer offemegebung um jeden Punkt,
durch eine offene Teilmenge der komplexen Zahlen gegeben ist. Diegnvetid benutzen, um zu
sagen, was holomorphe und meromorphe Funktionen des Torus sind.

Definition 2.2.9 Eine Funktionf : C/A — C heilRtholomorphbzw. meromorph falls es fir alle
x € C/A eine offene Meng& C C und eine holomorphe (bzw. meromorphe) FunktionUU — C
gibt, so dassr(U) > = und fur alley € U gilt:

wobeir : C — C/A die naturliche Abbildung ist. [Bild]

Satz 2.2.10Seif : C/A — C eine holomorphe (bzw. meromorphe) Funktion auf dem Torus. Dann
ist die FunktionF' : C — C, die alsF'(z) := f(m(z)) definiert ist, holomorph (bzw. meromorph).
Insbesondere gilk'(z + \) = F(z) furalle A € A.

Beweis.Wir miissen nur Giberprifen, daBsholomorph bzw. meromorph ist, also in jedem Punkt
durch eine konvergente Taylor-Reihe (bzw. Laurent-Reihe) gegisheDies ist aber nach Definition
der holomorphen (bzw. meromorphen) Funktionen auf dem Torus dler Fa O

Definition 2.2.11 Jede meromorphe Funktidn: C — C, fir die es wie im Satz ein Gittdr gibt, so
dassF(z + \) = F(z) fur alle XA € A, hei3telliptische Funktion

Satz 2.2.12 (Liouville) Jede holomorphe elliptische Funktion ist konstant. Ebenso ist jede elliptische
Funktion ohne Nullstellen konstant.

Beweis.Sei f eine holomorphe elliptische Funktion. Der Abschluss der Fundamentalmizsche
kompakt und holomorphe Funktionen nehmen auf einem Kompaktum ihr Maxiamuregen der
Periodizitat istf also global beschrankt und nach dem Satz von Liouville aus der Fuektiogorie
konstant. Im Falle, das$ keine Nullstellen hat, kann man obiges Argument auf die Fuktiof
anwenden. O

Wir wiederholen nun zunachst den Residuensatz aus der Funktiongathed beginnen mit den
bendtigten Begriffen.

Definition 2.2.13 Sei f : Us(a)®* — C eine holomorphe Funktion und sgi> __ a,(z — a)" die
Laurent-Entwicklung vorf uma.

Die Ordnungvon f in a ist das minimalen, fur dasa,, # 0 gilt. Wir notieren die Ordnung
mit Ord(f;a). Ist f(a) = 0, dann ist die Ordnung also positiv (und die natiirliche Ordnung der
Nullstelle). Ist die Ordnung negativ, so liegt keein Pol, welcher eine wesentliche Singularitat ist,
fallsa = —o0.

DasResiduumvon f in a ist Res(f;a) := a_;.
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Theorem 2.2.14 (Residuensatz der FunktionentheoriepeiD C C ein einfach zusammenhéngen-
des Gebiet (also zum Beispiel eine Kreisscheibe) und $eiens, .. ., z,} paarweise verschiedene
Punkte vonD, die von einer stlickweise glatten, geschlossenen kurgeD im mathematisch posi-
tiven Sinn genau einmal umlaufen werden.

Istdannf : D — {z1, 22, ..., 2,} — C holomorph, so gilt

/ f(z)dz = ZRes(f; 2i).
e j=1

Sei im Folgendery : C — C eine meromorphe elliptische Funktion zum GitterDamit sind
naturlich die Nullstellen und die Polstellen auch periodischAnit
Wir werden die Liouvilleschen Séatze im folgenden Abschnitt benétigen.

Satz 2.2.15 (Liouville) Sei im Folgendery : C — C eine meromorphe elliptische Funktion zum
Gitter A. Dann gelten:

(a) ZzEC/A Res(f;z) =0und

(b) D.cc/a Ord(f;2) =0.

Dabei wird die Summe Uber Punkte in einer Fundamentalmasche gemywailgei wir vom Rand
gerade so viel hinzunehmen, dass jeder Punkt olurch Addition eines geeigneténc A zu genau
einem Punkt der Fundamentalmasche transportiert werden kann] [Bild

Beweis.Fir diesen Beweis brauchen wir nur den Rand der Fundamentalmasdciéckiseise
glatte geschlossene Kurve aufzufassen. Sollte eine Pol- oder NullstélermuRand liegen, dann
verschieben wir die Kurve um eine geeignete kleine Konstante. Diesddtdasxistiert wegen der
Diskretheit des Gitters. Aus dem Residuensatz folgt dann bereits (dasdategral wegen der Peri-
odizitat verschwindet, denn gegentberliegende Seiten heben sich gralrderade weg.

Fir (b) stellen wir zunachst fest, dass nfiilauch f und mithin auchy’/f elliptisch sind. Das
Residuum der Funktiolf’(z)/ f(z) an einer Stelle ist gerade die Ordnung vofin a. Also folgt (b)
aus (a). O

Auf die elliptischen Funktionen kommen wir in Kiirze noch weiter zu sprechen.

2.2.3 Holomorphe Abbildungen von Tori

Als Nachstes wollen wir sagen, was wir unter holomorphen bzw. meromoflvgktionen von einem
Torus in einen anderen verstehen.

Definition 2.2.16 Eine Funktionf : C/A; — C/A2 heiltholomorph falls es fur allex € C/A;
eine offene Meng¥& C C und eine holomorphe FunktioR : U — C gibt, so dass fir alley € U
gilt:

f(mi(y)) = ma(F(y)),
wobeir; : C — C/A; die natirlichen Abbildungen sind. [Bild]
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[19.04.07] Der folgende Satz ist ein allgemeines Prinzip der algebraispmiogie. Was wir
implizit benutzen ist, dasg einfach zusammenhangend und somit die sogenannte universelle Uber-
lagerung der Tori ist. Hier geben wir aber einen einfachen und dirdieereis.

Satz 2.2.17Seif : C/A; — C/A, eine holomorphe Funktion und seien : C — C/A; und
me : C — C/A2 die Quotientenabbildungen. Dann gibt es zu jedem Paar von Punktea C mit
f(a+ A1) = b+ As eine holomorphe Abbildung' : C — C derart, dassf o 73 = w9 o F' und
F(a)=b.

Beweis.Wir zeigen den Satz in zwei Schritten.
1. Schritt: Zu a,b € C mit f(mi(a)) = 72(b) gibt es eine Umgebuny > « und eine holomorphe
FunktionF : U — C mit F(a) =bundmy o F|y = f om|y.

Nach Voraussetzung gibt es namlich eine offene Melige C mit 7, (U) > m1(a) und eine
holomorphe Funktiorf” : U — C mit my o F|; = f o m|;. Aber es gibt dann ein; € Ay mit
a4+ €U,d h.aeU— . Weiter gilt F(a + A1) = b+ X fiir ein )\, € A,. Setze nun

FiU=0- ) 222 g 522, ¢

die holomorph istg aufb abbildet undry o F' = f o m; erfilllt, was den ersten Schritt beendet.
2. Schritt: Der Konvergenzradius der holomorphen Funktior=: F, aus dem 1. Schritt ist unend-
lich.

Zum Beweis nehmen wir an, er wéare endlich, sagen wir glé&chVir betrachten nun die abge-
schlossene und damit kompakte Kreisschéihg (a) vom RadiusR + 1. Auf diese wollen wirF
ausdehnen, was dann den gewiinschten Widerspruch liefert.

Um jeden Punkiz € Ug,(a) wahlen wir nun nach dem 1. Schritt eine zusammenhéngende
UmgebungU, > z und eine holomorphe FunktioR, : U, — C mit der Ublichen Eigenschaft
my o F, = f om eingeschrankt auf/,; den WertF, (x) werden wir in Kiirze anpassen. DieSg
iiberdeckerlz 1 (a). Wegen der Kompaktheit gentigen aber schon endlich viele zum Ubkerdec
sagen wirry = a,ra, ..., z,. Jeded/,, hat einen nicht-leeren Durchschnitt mit einéfp, (fur ein
i # 7). Nun passen wir die Bilder voh, (z;) fur : > 1 wie folgt an.

Wir wéhlen eini > 1, so das$/,;, N\U,, # ). Weiter wéhlen wir nun ein aus diesem Durchschnitt.
Dann gibt es eit\y € Ap mit F,(2) = F,(2) + A2. Wir ersetzen nud,, durchF,,, + X2. Dann sind
die Potenzreihen, di&;, und F;, in einer Umgebung von beschreiben, identisch; somit sind sie auf
U, U Uy, identisch.

Wir wahlen nun eiry > 1, j # 4, so dasd/,; N (U, U Uy,) # 0, und verfahren wie eben, so
dass die Potenzreihendarstellung vion F;.,, F;; aufU, U U,, U U, identisch sind. So machen wir
weiter, bis wir die Potenzreihen var, identisch sind fur allé = 1, ..., n. Dann ist alsa auf ganz
Ur.+1(a) durch diese Potenzreihe gegeben und wir sind fertig. O

Diesen Satz kénnen wir benutzen, um zu zeigen, dass holomorphe Algigldzwischen Tori,
die den Nullpunkt festhalten, alle von der besonders einfachen Fodndimwir in der folgenden
Bemerkung einfiihren.
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Bemerkung 2.2.18 SeienA1, A5 zwei Gitter und sei € C*. FallsaA; C A, qilt, ist die Abbildung
fa: (C/Al — (C/AQ,Z—I—Al — az + Mg

wohldefiniert und holomorph und es gjit(0) = 0.
Aufgabe 2.2.19 Beweise die Bemerkung.

Satz 2.2.20SeienA;, A, zwei Gitter und sejf : C/A; — C/A, eine holomorphe Abbildung mit
f(0) = 0. Dann gibt es ein eindeutiges € C mit aA; C As und f = f, in der Notation der
vorherigen Bemerkung.

Beweis.Die Eindeutigkeit voru ist klar, dar; lokale Homdéomorphismen sind.

Sei\; € A;. Die Funktionz — F(z) — F(z + \) € A ist stetig. Eine stetige Funktion von
einer zusammenhangenden Menge (filgin eine diskrete Menge ist notwendig konstant, weshalb
ihre AbleitungO ist. Also gilt

F'(z+ X)) = F'(2) VA1 € AiVz € C.

Damit ist ” eine holomorphe elliptische Funktion, und deshalb ist sie konstant naclsdenvon
Liouville: F'(z) = a, woraus unter der NebenbedinguR¢0) = 0 die Behauptund’(z) = az folgt.
O

Definition 2.2.21 Eine nicht-konstante holomorphe Abbildung von ToriC/A; — C/A», die ein
Gruppenhomomorphismus ist, heil3t eisegenie
Ist f zusatzlich ein Hombéomorphismus, so hegikéomorphismus

Beispiel 2.2.22Seienw;, wp € C mit 7 := w;/we € H. Die Tori C/Ay, w, undC/A; sind iso-
morph.

Aufgabe 2.2.23Isogenien sind surjektiv und haben einen endlichen Kern.

2.3 Weierstral3-Funktionen, elliptische Kurven und EisensteirReihen

Wir beginnen mit einer anderen Sichtweise von Eisenstein-Reihen, namliebrddsonen, die einem
Gitter eine Zahl zuordnen.

Definition 2.3.1 Seik € N. Fir ein Gitter A definieren wir definieren di€isenstein-Reih&;(A)
als die Reihe
Gr(A):== ) A"

AEAAA£D
Ist das GitterA von der FormA, = A, mit 7 € H, so finden wir die Funktionen der Einleitung
wieder:

Ge(T) =Gr(Ar) = Y (ar+b)7"
(0,0)%(a,b)EZ
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Satz 2.3.2Seik > 3. Fur jedes GitterA ist G (A) absolut konvergent und es gilt fur jedes C*,
dass
Gr(sA) = s7*Gr(A).

Beweis.Die Transformationsformel ist sofort aus der Reihendarstellung dlisithso dass die
Konvergenz vorGGy (A) stets auf die Konvergenz fir ein Gitter mit Basis in Standardfarnzuriick-
gefuhrt werden kann. Fur diese haben wir in der Einleitung die absolutedfgenz gezeigt. O

Auf Eisenstein-Reihen kommen wir spéter in diesem Kapitel noch zurtick.

2.3.1 Weierstral3’'schegp-Funktion

Wir kommen nur zur Definition einiger wichtiger elliptischer Funktionen, die ineengzusammen-
hang zu Eisenstein-Reihen stehen, wie wir auch sehen werden.

Definition 2.3.3 SeiA C C ein Gitter. Die Weierstrald'schg-Funktion (zuA) wird durch die Reihe
1 1 1
p(2) = p(zA) = 5 + > (m - ﬁ)

AEANAOD

gegeben.

Satz 2.3.4Die Reihep(z; A) konvergiert lokal gleichmaRig absolut atf — A. Sie definiert eine
elliptische Funktion mit einem Pol der Ordnung 2 in jedgra A (alsoOrd(p; \) = —2) und keinem
anderen Pol. AuRerdem gilt(—z) = p(z), d. h. dassp eine gerade Funktion ist.

Die Ableitungp’ vong ist eine ungerade elliptische Funktion und hat die Reihendarstellung

1
/
AEA (Z N A)
die aufC — A lokal gleichmaRig absolut konvergiert.

Beweis.Wir zeigen, dass fur gegebenBs> 0 die Reihep auf Ur(0) — A gleichmaRig absolut
konvergiert. Es genugt offenbar, die absolute Konvergenz deeReih

1 1
Z ((z _ )\)2 - ﬁ)
AEAA|>2R

zu zeigen, da sie sich nur um endlich viele Terme wamterscheidet.
Nun ist nach einfacher Rechnung

1 1 _z 22
(z—=A)2 A2 A3 (z/A—-1)2
Wegen|z| < Rund|A| > 2R ist|z/A —1| > 1/2 und|z/\ — 2| < 5/2. Damit folgt die Abschéatzung
Z/A—2
G- 1P <

5 4

2.2=10
| 21
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und weiter ) .
— - <1 =3,
AGA§>2R(2 — V) )‘2‘ ) O‘Z‘AEAJ;>2R)\
Die letzte Reihe ist aber die Betragsreihe@g(A), von der wir die absolute Konvergenz kennen.
Somit folgt die erste Behauptung.

An der Reihe liest man nun die Pole und deren Ordnung direkt ab. Aeifderst klar, dass
p(z) = p(—=) gilt, dass alsq eine gerade Funktion ist. Wegen der lokal gleichmafigen absoluten
Konvergenz vonp kénnen wirgp’ durch gliedweises Ableiten berechnen und erhalten die behauptete
Formel. Aus dieser liest man auch sofort ab, dass sich der Wert nidattdwenn man durchz 4+ \
ersetzt fiir jedea € A. Damit isty’ eine elliptische Funktion. Sie ist offenbar ungerade.

Daraus folgt nun, dass augheine elliptische Funktion ist. Denn fir festdsc A kdnnen sich
p(z) undp(z + A) nur durch eine Integrationskonstamie\) unterscheiden:

p(z) =p(z+ ) +k(N).

Mit z = —\/2 folgt also
P(=A/2) = p(A/2) + k(A).
Da g aber gerade ist, mugg\) = 0 sein und wir sind fertig. O

[25.4.07] Wir kennen nun alle elliptischen Funktionen fur ein gegebenes Gifiuns der fol-
gende Satz sagt. Die Idee dabei ist, dass nach den Liouville’schem&teeelliptische Funktion
bereits durch ihre Pole und Nullstellen eindeutig bestimmt ist. Somit wird die Klaasifikdarauf
hinauslaufen, alle moglichen Kombinationen von Polen und Nullstellen durdveirrstral3'sches-
Funktion und ihre Ableitung auszudricken.

Satz 2.3.5Jede elliptische Funktion (bzg\) ist von der Form

mit Polynomer¥, G € C[X] mitG # 0.

Beweis. 1. Schritt:Ruckfuhrung auf gerade elliptische Funktionen.

Die Funktiong(z) := f(z) + f(—z) ist eine gerade elliptische Funktion, die Funktiofx) :=
f(z) = f(—=) ist eine ungerade und(z) := ©'(z)u(z) ist wiederum eine gerade. Wegen

£(2) = 5(9(2) + u(2))

genugt es, den Satz fur gerade elliptische Funktionen zu beweisen.

2. Schritt: Sei H die “untere Halfte der Fundamentalmasche”, so dass zu jedem H mit
22" ¢ A kein Translat von-z' in H liegt. [Bild]

Hat dannf eine Null- oder Polstelle in’” € H mit 22’ ¢ A, so hatf eine weitere Null- oder
Polstelle derselben Ordnung#x’. Hat f eine Null- oder Polstelle in’ € H — A mit 22’ € A, dann
hat diese eine gerade Ordnung.
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Der erste Teil ist klar, weif gerade ist. Wir zeigen nun, daSsd( f; A) gerade istim Fallex € A
und\ € A.
Die Ableitung einer geraden Funktion ist ungerade und die einer urngregeatade:

f(2)=f(=2) = f(z) = =f'(=2) = fO(2) = (-1)'fV(=2).

Fur ungerade ist also ) (\) = —f@(=X) = f@()) (wegen2) € A) und somitf(®(\) = 0. Ist
Ord(f;\) = m > 0 mit m ungerade, so leiten wif jetzt m-mal ab: Die Ordnung vorf(™ in X ist
dann0, wasf(™(\) = 0 widerspricht. IsOrd(f; \) < 0, so wenden wir das gerade Gesagtelaif
an.

3. Schritt: Die Funktionp(z) — p(2’) fur festesz’ ¢ A in der Fundamentalmasche hat einen Pol
der Ordnung in 0 und eine doppelte Nullstelle bei, falls22’ € A, und sonst eine einfache Nullstelle
in 2z’ und eine weitere einfache Nullstelle in dem Translat vori, das in der Fundamentalmasche
liegt.

Dass die einzigen Pole in den Gitterpunkten liegen, wissen wir bereits. Dieu@gdeio ist —2,
was aus der Reihendarstellung yefolgt. Wegen der Liouvilleschen Satze muss es demnach in einer
Fundamentalmasche entweder eine doppelte Nullstelle geben oder zwetejmfann die Ordnungen
mussen sich zQ aufaddieren.

4. Schritt: Die elliptische Funktion

ORI | IR COETES R | BN CORE it
2'e H—{0},22/¢A 2’eH—{0},22/€A
ist bis auf eine Konstante gleigh
Nach den vorherigen Schritten habei 2’ € H — {0} dieselbe Ordnung wi¢. Da sich nach
den Liouvilleschen Satzen die Ordnung Beils minus die Summe Uber die Ordnung bei den anderen
Punkten ergibt, muss sie beiauch gleich sein. Daher igt/g eine holomorphe elliptische Funktion
ohne Null- oder Polstelle, also eine Konstante. O

2.3.2 Komplexe elliptische Kurven
SeiA ein Gitter. Setzgs(A) := 60G4(A) undgs(A) := 140Gg(A).
Satz 2.3.6 SeiA ein Gitter.

(a) Die Laurent-Reihe vop(z) umO ist

1 0
S+ D 2k + 1)Gopya (M) 2
k=1

(b) Furallez € C — A qilt
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Beweis.Siehe [Silv], Prop. 3.5.

(a) Wir berechnen die Laurent-Reihe in einer Umgeblin@), die aul3ed keinen weiteren Punkt
von A enthélt und so, dass/\| < e < 1furalle0 # A € A und allez € U;(0) gilt.

Durch Ableitung der geometrischen Reihe erhélt man

o0

1 Z\n
1—2/N2 T;)(” - 1)(X) '
Weiter gilt dann
1 11 1 = 2"
CERVERS it e A DU v

Die Reihe

n

POEDCES I

AEANAD n=1

ist gleichmafig absolut konvergent dif(0), wie man ganz &hnlich wie im Beweis der lokal gleich-
mafigen absoluten Konvergenz vgreeigt. Daher dirfen wir im Folgenden die Reihen umordnen.
Wir berechnen:

1 1 s ik o0
2y ) T L L g = 2 (i DG
A£0 A£0n=1 n—1

Aus einer Aufgabe folgte, dagg, = 0 flr ungeradé: > 3. Dies liefert Teil (a).
(b) Dies folgt daraus, dass die elliptische Funktion

f(2) = ¢'(2)? — 4p(2)3 + 60G4p(2) + 140G

holomorph aufRerhalb voA ist und bei0 verschwindet. Denn dann sagt ja der Satz von Liouville,
dassf konstant gleich null sein muss.
Dassf(z) bei 0 verschwindet, berechnet man einfach an der Laurent-Entwicklungeili&).
O

Aufgabe 2.3.7 Beende den Beweis von Teil (b).

Satz 2.3.8 SeiA ein Gitter. Dann ist die Diskriminante des Polynoif(s) := 423 — ga(A)x — g3(A)
durch
A(A) := gg(A)3 — 27g3(A)2
gegeben und sie ist stets ungleich null. Damit fat) also drei verschiedene Nullstellen.
Beweis.Siehe [Silv], Prop. 3.6 a.
Die Formel fur die Diskriminante kann man in den meisten Algebra-Blcherhlesen (oder

selbst berechnen). Wir werden jetzt drei Nullstellen des Polynoms anflisté zeigen, dass diese
verschieden sind.
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Seienwy, wy eine Basis fU\. Setzews := wi + wo. Dann gilt

9 (wi/2) = —p/(-wi/2) = —¢'(wi/2),

day’ eine ungerade elliptische Funktion ist. Alsogstw;/2) = 0. Somit verschwindef in p(w;/2)
nach obigem Satz, Teil (b).

Die elliptische Funktionp(z) — o(w;/2) hat eine Nullstelle gerader Ordnung hej/2 (nach
dem 2. Schritt im Beweis der Darstellbarkeit von elliptischen FunktioneaghNien Liouvilleschen
Sétzen hat diese Funktion also einen Pol der Ordrupej 0 und eine doppelte Nullstelle bei; /2.
Insbesondere ist; /2 keine Nullstelle fiirj # 4, also ist auchp(w;/2) # p(w;/2). O

Satz 2.3.9SeiA ein Gitter. Dann ist die Abbildung

C/A = {0} — {(z,y) € C*ly* = f(x)}, 2z (p(2),¢'(2))
wohldefiniert und bijektiv.

Beweis.Siehe [FB], S. 275. Die Wohldefiniertheit ist gerade der Inhalt von3&5.

Wir zeigen zunéchst die Surjektivitat. Sei, v) gegeben miv? = f(u). Die Funktionp : C —
C ist surjektiv, denn zu gegebeneme C hat die Funktionp(z) — b in der Fundamentalmasche
einen Pol der Ordnung und somit nach den Liouvilleschen Satzen auch mindestens eine Nullstelle.
Insbesondere gibt es also eimit p(z) = u. Dann gilt abeg’(z) = +v. Insgesamt ist als@u, v) =
(9(2), ¢'(2)) oder(u,v) = (p(—2), p'(—2)).

Als Nachstes wenden wir uns der Injektivitat zu. Wir nehmen an, dass= p(¢) und¢’(z) =
¢ (t) sind. Wie wir jetzt schon oft gesehen haben,d@t) — o(t) in der Fundamentalmasche entweder
genau eine doppelte Nullstelle oder zwei einfache, die dann lned —¢ liegen (nach Translation).
Somit folgt ausp(z) = p(t), dass sichk — t € A oderz + ¢ € A. Tritt der erste Fall ein, so sind wir
schon fertig. Im zweiten Fall benutzen wir, dgssungerade ist:

also¢’(z) = 0. Dann ist nach der Differentialgleichung aber= w;/2 fur ein i (siehe vorigen
Beweis), als@z € Aunddahet + z =t — 2+ 2z € A, alsot — z € A. O

Man nennt Punktemengen der obigen Faltiptische KurvenDer Satz sagt also, dass Tori ohne
den Nullpunkt elliptische Kurven sind. Benutzt man projektive Kurvers wa jetzt nicht tun moch-
ten, so kann man der Kurve einen “unendlich fernen” Punkt hinzufider dann dem Nullpunkt des
Torus entspricht.

AuRBRerdem kann man von obiger Abbildung zeigen, dass sie holomorphigusen (in einem
geeigneten Sinn) erhalt. Dies interessiert uns jetzt nicht, da wir uns mibtlanbrphen Struktur auf
dem Torus zufrieden geben kénnen.
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2.4 Definition von Modulformen (der Stufe 1)

2.4.1 Beispiele

[26.4.2007] Aus den im vorigen Abschnitt behandelten Funktionen magiremun schwache Mo-
dulformen.

Definition 2.4.1 (a) ga(A) := 60G4(A), ga2(7) := 60G4(7)
(b) g3(A) := 140G¢(A), g3(7) := 140G¢(7)

(©) A(A) = g2(A)® — 27g3(A)?, A(T) = go(7)° — 27gs(7)?
(d) j(A) := g5(A)/A(A), 5(7) = g5(7)/A(7)

Bemerkung 2.4.2 Die Funktionenz4 und Gg sind schwache Modulformen von Gewi¢hind 6 zu
SL2(Z), wie wir aus der Einleitung wissen.
Die FunktionA : H — C ist holomorph und erfillt

A(

furalle (¢ %) € SLy(Z). Damit ist sie eine schwache Modulform von GewichzuSLy(Z).
Wir haben gesehen (Satz 2/3.8), déskeine Nullstelle besitzt. Daher ist die Funktigfr) :
H — C ebenfalls holomorph und erfillt

J( ) =J(7)

firalle (¢%) € SLy(Z). Damit ist sie eine schwache Modulform von Gewitebenfalls z8Ly (Z).

at +b

o d) = (et + d)?A(7)

ar +b
ct +d

2.4.2 Definition und Beispiele

In diesem Abschnitt kommen wir zur Definition von Modulformen der Stufe
Wir erinnern an den Satz der Einleitung der besagt, dass jede holomaspkeda f : H — C,
die periodisch der Periodeist, also

f(r+1)=f(r) VreH,

eine Fourier-Reihe

f(T): Z an627ri7'n

n=—oo

besitzt. Ferner erinnern wir an die Operation \8in(Z) auf H:

ab _aT+b
(Cd)'T_CT—&-d'

Insbesondere ist also
(d)r=7+1
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Definition 2.4.3 Eine Modulfunktion vom Gewichk zu S Ly (Z) ist eine holomorphe Funktion
f:H-—C,
die der Transformationsregel
ab _ AT +b

genugt (und damif ((j1).7) = f(r + 1) = f(7)) und deren Fourier-Entwicklung eine Laurent-
Reihe ist:

)= (et +d)*f(r)Vr € HV (*}) € SLy(Z)

f(T): Z ane2ﬂ'i7n

n=—m

(fur einm € 7Z).

Definition 2.4.4 Eine Modulfunktiory von Gewicht zuSL(Z) heif3tModulform, falls ihre Fourier-
Entwicklung eine Taylor-Reihe ist:

oo
f(T) _ Zane%mrn'
n=0

Definition 2.4.5 Eine Modulformf von Gewichtt zuSL2(Z) hei3tSpitzenform falls ihre Fourier-
Entwicklung eine Taylor-Reihe ohne konstanten Term ist:

oo
f(T) _ Zane%rzrn.
n=1

Bemerkung 2.4.6 Modulformen von Gewicht zu SLy(Z) nennt man auch Modulformen von Ge-
wicht k& der Stufel. Fir Modulfunktionen und Spitzenformen benutzt man die analoge Tdogi@o

Im folgenden Kapitel iber Modulformen zu Kongruenzuntergruppeth diir Bezeichnung “Stu-
fe 1" erklart.

Beispiel 2.4.7 (a) Die konstanten Funktionen sind Modulformen vom Gewichid Stufel.
(b) Die Eisenstein-Reihef(7) fur geradek > 4 sind Modulformen von Gewiclitund Stufel.

(c) Die A-Funktion ist eine Spitzenform von Gewidltund Stufel. Die Koeffizienten der Taylor-
Entwicklung bezeichnet man traditionell mitr). Man nenntr die RamanujasFunktion.

Die noch stets unbewiesebhehmer-Vermutundpehauptet, dass(n) # 0 fur allen > 1.

(d) Die j-Funktion ist eine Modulfunktion vom Gewidchtind Stufel.

Bemerkung 2.4.8 Seik = 4a + 6b. Dann ist(G4)%(Gs)” eine Modulform vom Gewiclit und Stu-
fe 1. Wir werden spater sehen (Satz 3.1.15), dass die so erhaltenen Modeif@ine Basis fir den
Vektorraum aller Modulformen vom Gewichund Stufel bilden.

Bemerkung 2.4.9 Modulformen ungeraden Gewichtes und Siusend konstant gleich. Denn durch
Anwendung der Matrix ' °, ) erhalt manf(r) = f(220) = (=1)kf(r) = —f(r) fur alle 7,
alsof = 0.
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2.4.3 Gitter-Funktionen und Funktionen auf elliptischen Kurven
Wir erinnern uns an die Eisenstein-Reifig(A). Diese erfullt

Gr(sA) = s7*Gr(A),
wie wir gesehen haben.

Definition 2.4.10 Eine Funktion
F : {Gitter} — C

hei3tGitter-Funktion von Gewicht, falls gilt
F(sA) = s *F(A) V Gitter A.
Somit istG, also eine Gitter-Funktion von Gewicht Viel allgemeiner gilt aber, dass alle (schwa-

chen) Modulfunktionen Gitter-Funktionen ergeben.

Satz 2.4.11Seif : H — C eine Modulfunktion von Gewictit und Stufel. Dann wird durch die
Zuordnung

(Spezialfall: F'(A;) = f(7)), wobei wir ohne Einschréankung, /w, € H annehmen, eine eindeutige
Gitter-Funktion von Gewicht definiert.

Beweis.Wir missen die Wohldefiniertheit und die Transformationsregel Uberprifangen wir
unter Annahme der Wohldefiniertheit mit Letzterem an:

F(SAwhwz) = F(ASW1,SW2) - S_kWQ_k (@

) - S_kF(Am,wz)'
Nun die Wohldefiniertheit. Die Frage ist, ob die Definition von der Wahl deifa, , wo von Ay, o,
unabhangig ist. Wie wir aber gesehen haben, ergibt sich jede andassaBaw, +bws, cwi +dws mMit

gewissenu, b, ¢, d € Z, die eine Matrix(¢ ) in SLy(Z) bilden. Berechnen wir also die Gleichheit:

B aw1 + bwy
PRyt cn ) = (01 + dn) ™ J(C02)
Wi
L wl e Aot kWl
Wy (ng +4d) f(c%—l-d) Wy f(w2) ( W17w2)
Dies war zu zeigen. O

Bemerkung 2.4.12 Da wir ja wissen, dass fur ein Gittex der TorusC/A eine komplexe elliptische
Kurve ist, kdnnen wir Gitter-Funktionen auch als Funktionen auf der Meaitegy komplexen ellipti-
schen Kurven betrachten:

F : {Komplexe elliptische Kurvgn— C,

die F(C/s\) = s™*F(C/A) erfillen.
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Der Spezialfalk = 0 ist besonders interessant. Fassen wir erstmal einige Resultate tberk®mple
elliptische Kurven in einem Satz zusammen.

Satz 2.4.13Die Abbildung
SLo(Z)\H — {Komplexe elliptische Kurven =,

die durchr — C/A; gegeben ist, ist bijektiv.

Hierbei bedeutet die Aquivalenzrelation, die durch Isomorphie von elliptischen Kurverebeg
ist. Den BahnenraurSL,(Z)\H betrachten wir jetzt gerade einfach als eine Menge. Das folgende
Kapitel wir dem Studium analytischer Strukturen auf dieser und &hnliclezigen gewidmet sein.

Beweis.Wir haben bereits alles gesehen, es aber nicht so formuliert. Die Abbildtwghldefi-
niert, denn die elliptischen Kurveti/ A - undC/AZZiS sind isomorph, da die letztere isomorph ist zu
C/Aqr+b,cr+a, Welche gleich der ersten ist, da ja die Matfik !, ) die Determinanté hat und somit
nur einen Basiswechsel durchfihrt.

Seien nun umgekehff/A. und C/A, isomorph. Wir haben in dem Abschnitt Gber elliptische
Kurven bewiesen, dass jeder Isomorphismus von der Multiplikation mit eiaeriZe C* kommt.
Insbesondere ist alsoA, = A,. . gleichA., weshalb es, b, c,d € Z gibt mitzo = a7 + b und
x = cT +d. Daher erhalten wig = g:j:g. Genauso wie im Kapitel Gber elliptische Kurven sieht man,
dass(2 %) in SLy(Z) liegt. Dies zeigt die Injektivitat.

Schlief3lich die Surjektivitat. Sei eine beliebige elliptische KuB/&\,,, .., gegeben. Diese ist,
wie wir gesehen haben, isomorph @,XA§, wobei der Isomorphismus dur@hz‘1 gegeben wird.

Diese ist aber offensichtlich im Bild. ’ O

Bemerkung 2.4.14 Kommen wir nun zum Spezialfall= 0 von Funktionen auf elliptischen Kurven
wie in der vorherigen Bemerkung. Dann gilt also

F(C/sA) = F(A).
Damit ist alsof" eine Funktion
F : {Komplexe elliptische Kurvefi = — C.

Wir werden spater sehen, dass di€unktion (genauer, die zyr-Funktion zugeordnete Funktion auf
Gittern bzw. elliptischen Kurven) eine Bijektion zwischen den komplexen eliptikurven bis auf
Isomorphie undC herstellt.

Damit ist jede komplexe elliptische Kur@ A eindeutig durchj(A) bestimmt.

2.4.4 Nochmal Eisenstein-Reihen

[2.5.2007] Wir werden in diesem Abschnitt noch einige in der Einleitungadfebliebene Aussagen
beweisen und die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-Reihen noch eguina@her aufschreiben.
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Wir beginnen mit der Definition der Bernoulli-Zahlen. Dazu betrachten wiFdiektion

z z 1

et =1 Yo an/nl - Sl a /()
Diese ist also holomorph i und wir kdnnen dort ihre Taylor-Reihe betrachten. Diese schreiben wir
in der folgenden Form:

f(z) =

(e 9]

By,
f(z) = Z an-
n=0

Die KoeffizientenB,, heidernBernoulli-Zahlen
Aufgabe 2.4.15Zeige (zum Beispiel durch Invertieren der Potenzreihé/zf) die Gleichung
(") B+ ("3') Buoi + -4+ (1) Bi+ (131) Bo = 0.

Folgere

1
30:17312—57322 By=——-,Bs = =

1
6’ 30’ 42

und B,, = 0 fur alle ungeradem > 3.

Wir werden nun im Folgenden einen Satz von Euler beweisen, der die WarkRiemannschen-
¢-Funktion an positiven geraden Zahlen berechnet.

Satz 2.4.16 (Euler) Fur k € N gilt die Identitat

(_1)k+1(2ﬂ.)2kz

C(2k) = 2(2k)!

2k -

Inshesondere hat maj(2) = 72/6, ((4) = 7*/90 und((6) = 7/945.

Zum Beweis bendtigen wir zundchst den folgenden Satz, den wir beredts iRinleitung ver-
wendet haben.

Satz 2.4.17Es gilt die Identitat

o0

1 1 1
trz = —
otz z+nzl(z—i—n+z—n)

aufC — Z. Die auftretende Reihe ist alf — Z lokal gleichmaf3ig absolut konvergent.

Beweis.Wir folgen [FB], S. 183, und zeigen, dass
1 z
mcotmz = ; Z m
neZ,n#0

gilt, wobei die Reihe rechts lokal gleichmaRig absolut @uf Z konvergiert. Dann durfen wir sie
namlich umordnen und erhalten die Aussage des Satzes wegen
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Die lokal gleichmafig absolute Konvergenz folgt tbrigens sofort au&devergenz der Reihe
S L wegen—2. =, 1

n=1 n2 (z—n)n z—nnZ"

Wir betrachten fur den Beweis obiger Gleichheit fur festes C — Z die Funktion

flw) = ﬁw cot Tw

und berechnen ihre Polstellen. Dazu schauen wir uns kurz den Koisbg#® an:

Ccos Tw 1+... 11+4... 11+...
Teotmw = m— =7 =1T— = — .
sin Tw Tw+ ... wl+4 ... wl+4 ...

Daher hatr cot mw bei0 und somit wegen der Periodizitat (die Perioderisbei allen ganzen Zahlen
einen Pol der Ordnung mit Residuuml. Somit hatf also

e beiw = z einen Pol 1. Ordnung mit Residuumr cot 7z,

e beiw =n € Z — {0} einen Pol 1. Ordnung mit Residu%,

e beiw = 0 einen Pol 2. Ordnung mit Residuul;r(das muss man etwas langlich nachrechnen),
¢ und sonst keine weiteren Pole.

Wir wollen nun den Residuensatz anwenden. Dazu integrieren wir enteangbiadrat, dessen
Seiten parallel zu den Achsen sind und von diesen den Abﬂfamd% haben fur einV € N [Bild].
Dann liegt auf dem Integrationsweg kein Pol, falls Wir> |z| wahlen. Der Residuensatz liefert dann:

1 1 z
/f(w) w T CO 7rz—|—Z+ E

2mi n(z—mn)
0<|n|<N

Nun wollen wir zeigen, dass f¥ — oo, die linke Seite geget geht.
Dazu Uberlegen wir uns zuerst, dass der Kotangens auf den Qudtdratiseschrankt ist. Wir
berechnen
emw + 6—7rz'w .62m’w +1 2 ) 2%

cot Tw = zem‘w _ e—mw - ,LeQﬂiw -1 =1+

e2miw _ | =1+ e2mive—2my _ |

fir w = = +4y. Ist|y| weg vonl, z. B.|y| > 1, ist dieser Ausdruck offenbar betragsmé&Rig nach oben
beschréankt. Nun setzen wir = N + 1 + iy oderw = —(N + 1) + iy ein.

24 —24
e2mire=2my _ 1~ e—2my +1°

Dies ist offenbar auch beschrankt. Also jstcot 7w| entlang dem ganzen Quadrat nach oben be-
schrankt, sagen wir durafl > 0.
Nun schétzen wir das Integral ab.

[ il < [Ifw)aw <c [ .
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Dies schatzen wir weiter ab, indem wir den Integranden gegen eine Kbmsthschatzen. Es gilt
namlich auf allen vier Wegstiicken:

1
>N+ =
w] = N+ 3
und )
w =2l 2 [lw] = [z]] 2 N + 5 — |z].
Somit folgt:
||
|/f(w)dw| < 4N+ 1) .
(N +5)(N + 5 —2])
Dies geht aber offensichtlich gegeritr N — oo, was zu zeigen watr. O

Beweis des Satzes von EuleBiehe [FB], S. 185. Der Beweis besteht daraus, dass man zwei ver-
schiedene Reihendarstellungen votot 7wz miteinander vergleicht. Beginnen wir mit der aus obigem

Satz:
2

z
Z’]TCOtﬂ'Z_l—i‘Z z+n+z—n)_1+zm

Jetzt verwenden wir wieder die geometrlsche Reihe

1122,
22 —n?2 _ﬁz(ﬁ)
k=0

und setzen diese ein:
> 1 e 22 k
smcotmzy = 1+ 222 - —
+ n;( = kZ_O<n2) )

Diese Reihe ist wiederum gleichmaRig absolut konvergent (in einer Umgelmn0), da fir reelles
positivesz, das keine ganze Zahl ist, alle Terme positiv sind. Daher kénnen wir dlie Rensortieren,
insbesondere die beiden Summen vertauschen:

zmeotmz =1 — QZ(Z n2k+2) 222 — 22 Z W)Z% =1- ZZC(Zk)z%
k=1

k=0 n=1 k=1 n=1

Nun leiten wir einen zweiten Ausdruck fur die linke Seite her. So wie im letztemeiBeerhalten
wir ,
2miz

mzcotmz = miz + m.

Rechts steht jetzt aber die definierende Funktion der Bernoulli-Zahlele(iMariabler27iz). Somit
kdnnen wir die Gleichung umschreiben:

o B o0
Tzcotmz = miz + Z X 2mz Z

ko k=1

Z B2k 2k 2k 1)kz2k
M
k=

wobeiwirBy =1, B; = —% und By, = 0 flr ungeradé: > 3 benutzt haben.
Der Beweis wird durch Koeffizientenvergleich abgeschlossen. O
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Korollar 2.4.18 Seik > 4 gerade. Dann gilt

C22mF (=DM B & n
Guln) = = (- g + 2o d");
Beweis.Einsetzen. O

Bis auf einen transzendenten Faktor hat die Eisenstein-Rejhalso rationale Fourier-Koeffi-
zienten, die sogar mit Ausnahme des konstanten Terms ganze Zahlen sind.

2.5 Modulformen hdherer Stufe

2.5.1 Kongruenzuntergruppen
Lemma 2.5.1 SeiN € N. Reduktion modul®&’ definiert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
SLy(Z) = SLy(Z/NZ).

Aufgabe 2.5.2 Beweise das Lemma.

Definition 2.5.3 Der Kern der Reduktion modul&/-Abbildung heilRtHauptkongruenzuntergruppe
der StufeN und wird mitI’( V') bezeichnet.
Jede Untergruppé&' < SLy(Z), die ein'(N) enthalt, wirdKongruenzuntergruppgenannt.

Wir kommen nun zu den Kongruenzuntergruppen, mit denen wir haufits@enbeiten werden,
namlichTo(N) undT'; (V). Die erstere haben wir bereits in der Einleitung kennen gelernt.
Dazu betrachten wir in Anbetracht obigen Lemmas zwei Untergruppefg(iZ/NZ), namlich

Go(N) :=={(5%) € SL2(Z/NZ)}
und
Gi(N) == {(}1) € SLa(Z/NZ)}.

Wir definieren nun furSLy(Z) 5 SL2(Z/N7Z) die Gruppel'o(N) als 7~!(Gy) und die Gruppe
Fl(N) a|S7T_1(G1).
Explizit bedeutet dies:

To(N) = {(24) e SLo(Z)[ (2}) = (§%) mod N}

und
Ti(N) = {(24) €SLa(Z)] (25) = (§7) mod N},

Die Grupperl'; (V) undT'y (V) sind keine Normalteiler voSL2(Z), sobaldN > 1. Die Haupt-
kongruenzuntergruppe ist als Kern eines Gruppenhomomorphismubahetiohl ein Normalteiler.



2.5. MODULFORMEN HOHERER STUFE 43

Lemma 2.5.4 Die Abbildung

['1(N)\Io(N)

ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis.Das ist einfach nachzurechnen. O

Als Nachstes wollen wir den Index der oben eingefuhrten Grupp&i.itZ) berechnen. Dazu
werden wir jeweils Bijektionen der Nebenklassen auf einfachere Mehigeigchreiben, die es auch
im Prinzip erlauben, Reprasentanten der Nebenklassen hinzuschreibe

Dazu zunéachst eine Definition.

Definition 2.5.5 Sei R ein Ring (kommutativ mit Eins). Wir definieren giejektive Gerade UbeRr
als

PYR):={(a:b)|a,b € R,Ir,s € R:1=ar +bs}/ ~,

wobei zwei Paaréa : b) und (¢’ : b') &quivalent sind, falls es € R* gibt mitar = «’ undbr = b'.

Lemma 2.5.6 SeiN eine natirliche Zahl. Dann gelten:

(8) p(N) = #(Z/NZ)* = N[y (1 - b).

(b) #PY(Z/NZ) = N [[;n(1+ 7).

(©) #{(a,b)la.b € Z/NZ,3r,s € ZL/NZ:1=ar +bs} = N2[]y(1 - %).

Beweis.(a) ist aus der elementaren Zahlentheorie bekannt und folgt einfaahsjalass es in
(Z/p"Z)* genaup”~! Nicht-Einheiten gibt.
(b) Zunachst gilt die Multiplikativitat beziglich teilerfremder Zahlen, alsdasondere

#P'(Z/NZ) = H #PH(Z/1]' )
i=1

far N = []_, I'. Dazu kénnen wir uns die Tupel komponentenweise geschrieben vanstélie

i=1"

Uberlegen uns leicht, dass die Menge
{(a : 1)|a ist Nicht-Einhei U {(1 : b)|b € Z/p°Z}

ein Reprasentantensystem fi(Z/p°7Z) ist. Somit ist ihre Anzahl gleich®~' + p¢ = p*(1 + ).
Daraus folgt die behauptete Formel.
(c) folgt sofort aus (a) und (b) durch Multiplikation it V). O

[3.5.2007]
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Satz 2.5.7 (a) Die Abbildung

To(N)\SLy(2Z) —204 X

Go(N)\SL2(Z/NZ)

ist eine Bijektion und es gi[SL2(Z) : To(N)] = N [,y (1 + ).

(b) Die Abbildung

mod N
—_——

I} (N)\SLa(Z) G1(N)\SLa(Z/NZ)

(‘é g>b—>(c,d) mod N

{(¢,d)|c,d € Z/NZ,3r,s € Z/NZ : 1 = cr + ds}
ist eine Bijektion und es gi[BLa(Z) : T1(N)] = N? [ x(1 = ).

(c) Die Abbildung

mod N
—_—

['(N)\SL2(Z) SL2(Z/NZ)

ist eine Bijektion und es gi[BL2(Z) : T(N)] = N* [T, y(1 — 7)-

Beweis.Die Bijektionen folgen unmittelbar aus den Definitionen. Fir die Formeln baegchan
ganz einfach, das§';(N) genau ausV und Go(N) ausN¢(N) Elementen besteht. Dann wendet
man das vorangehende Lemma an. O

Aufgabe 2.5.8 (a) Beweise, dasB(2) erzeugt wird von den Matrizey) 7), (39) und (' %).

Anleitung:

o Bemerke zunachst, daég g) € I'(2) genau dann, wenn, d ungeradep, c gerade und
ad — be = 1. Insbesondere sind als@T(a,b) = 1 undggT(a,c) = 1.

e Beweise nun, dass man durch Rechtsmultiplikation(ych) und( 3 9) jede Matrix(2 ) €
I'(2) auf die Form(: 2) bringen kann.

Dazu kann man eine Form des euklidischen Algorithmus verwendeat kst|b|, dann gibt
eseim € Z,sodas{ %) (} %) = (2 2ne+b) und|2na +b| < |a|. Ist0 < [b] < |al, dann
gibteseinn € Z,sodasg 2 %) (5, 9) = (20 ) und|a+ 2mb| < |b|. Folgere hieraus
die Behauptung dieses Punktes.

e Zeige nun, dass jede Matrix der Forfj ) € I'(2) ein Produkt vor($ 9) und (' ° ) ist.

(b) Die ©-Gruppel'y ist die Untergruppe voBLy(Z), die von(} 2) und (9 1) erzeugt wird.
01 10

Zeige, dass si€(2) enthalt und somit eine Kongruenzuntergruppe ist.
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2.5.2 Spitzen

Die geometrische Erklarung des Begriffs der Spitze wird erst im folgek@gitel deutlich werden.

Definition 2.5.9 Die Menge der Spitzeist P! (Q) = QU {oo}, wobei wir(a : b) als ¢ fir b # 0 und
(a : 0) als oo auffassen.
Die GruppeSL4(Z) operiert auf der Menge der Spitzen wie &lélurch gebrochen lineare Trans-

formationen, d.h.
(ab) o at+b ar+bs
cd/ g cg—l—d_ cr+ds’

Lemma 2.5.10 Fasst man die Spitzg als Vector( ;) auf, so ergibt sich die Operation v&#1(Z)
wie folgt. Es sei( ¢ %) (1) = (7). Dannist(¢}) - = = Diese Darstellung funktioniert auch fir

=T
OO—O.

Beweis.Dies ist eine einfache Rechnung. O

Lemma 2.5.11 Die Bahn der Spitzeo unter der Operation voSLs(Z) ist die Menge aller Spitzen.
Der Stabilisator voro ist

SLa(Z)oo = {£ (37 In € 2} = (1, (3 1)).

Beweis.Dassco in der Bahn liegt, ist klar. S€} # oo eine Spitze in gekirzter Bruchdarstellung.
Dann sinda und ¢ teilerfremd, es gibt alsé,d € Z mit 1 = ad — be (nach dem Euklidischen
Algorithmus). Damit ist(¢ %) € SLy(Z) und (2 %) .00 = 2.

C

Nun bleibt noch der Stabilisator zu berechnen:

Dann ist alsac = 0 unda # 0. Wegenl = ad — bc = ad folgt, dassa = d = +1. Damit ist also
(¢5) = (&) mita = <1, wie behauptet. -

Eine Umformulierung des Lemmas ist zu sagen, dass der Bahnenraum

SLa2(Z)\P'(Q)

aus nur einem Element besteht.

Definition 2.5.12 Seil"’ < SLy(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. Dann heif3t der Bahnenraum
I'\P!(Q) die Menge der Spitzenklassen vbn

Lemma 2.5.13 Seil" < SLy(Z) eine Untergruppe von endlichem Index. Die Menge der Spitzenklas-
sen vorl ist kleiner gleich dem IndefSL»(Z) : I).
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Beweis.Aus dem ersten Teil des vorigen Lemmas folgt die Surjektion

ab) (ab) o
SLQ(Z) (c d) ( d) Pl(Q)

Diese ergibt eine Surjektion
\SLy(Z) - I\PY(Q),

die die Behauptung beweist. O

Satz 2.5.14Seil’ < SL»(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. 8ei (¢ %) € SLy(Z). Dann
ist der Stabilisator in" der Spitze gleich

Lo = NoeL (b 1)o =T n(ELo (B 1))

Ferner gibt es eine kleinste positive ZahklieWeite der Spitz¢, derartdassr (§ 1) o~' € T« oder
o (% Z})o~" € Ia. Dannistl's entweder gleicho (§4)o"), gleich (' %), o (§ ff) )

oder gleich(o (' =} ) o~1). In den ersten beiden Féllen heilt die Spifzeegularund im letzten
Fall irregular.

Beweis.Die Darstellung des Stabilisators folgt sofort aus der onAls Nachstes ist es einfach
einzusehen, dass ausser der trivialen Gruppe (lQrT(d 91)) alle Untergruppen von der Form am
Ende des Satzes sind. Zur Existenz der Weite miissen wir also nur bewdassrder Stabilisator
nicht endlich ist. Ware er aber endlich, so hatten wir die unendliche disjMekéenigung

| ToTm0 ™,
nez

die vollstandig irSL2(Z) enthalten wére. Dies widerspricht dann der Voraussetzungl'dasi.,(Z)
endlichen Index hat. |

Bemerkung 2.5.15Irregulare Spitzen sind die absolute Ausnahme. FgifN) gibt es fir keinV
irregulare Spitzen, den(ro1 _01) € I'o(N). FurT'y (V) gibt es keine irregularen Spitzen fiv > 5.
Die Spitzej ist irregular fur die Gruppel'; (4). Dennj = (4 1) oo und

AHEHGHT =GH G () =28 )

Wir sehen, dass fuk = +1 diese Matrix nicht inl';(4) liegt, erst furh = 42 tut sie dies. Aber
fur h = 1 liegt das Negative der Matrix i, (4). Somit ist der Stabilisator der Spitzle gleich
(A1) (= (3 1)(L1)~". Die Spitzel ist also irregular.

Aufgabe 2.5.16 Seip eine Primzahl. Zeige, dass die Menge der Spitzenklassel' @) aus zwei
Elementen besteht, die dureh und0 repréasentiert werden kénnen. Berechne die Weite beider Spit-
zenklassen.
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2.5.3 Definition

Wir kdnnen nun bereits zur Definition von Modulformen zu Untergruppemendlichem Index kom-
men. Zuerst fihren wir aber eine praktische Notation ein.

Definition 2.5.17 Seienk € Z, v := (¢ %) € GL{ (R) und f : H — C eine holomorphe Funktion.
Wir definieren die Funktion

(fle(3) - H—C, (fle(n))() = det(1)* " er +d) T f((2}) 7).
Der Operator
f= (fle(¥))

hei3tPeterssonscher Strichoperator

Lemma 2.5.18 (a) Seif wie in der Definition. Dann ist f|x(y)) auch eine holomorphe Funktion
H— C.

(b) Es seieny, o € SLy(R). Dann gilt
(fl)lk(e) = fl(yo).

() Esgilt(flx (5 1))(7) = f(r +n).

(d) Ist f eine schwache Modulform von Gewidhtzu einer Untergruppd’ < SLy(Z) endlichen
Indexes, dann gilt

(fle() = f

furalley e T.

Beweis.Es ist klar, das§cr + d) fur kein 7 € H eine Nullstelle hat. Das zeigt schon (a). (b)
rechnet man nach. (c) ist klar. Der Teil (d) ist nur eine Umschreib@end thnsformationsregel. O

Satz 2.5.19Seif : H — C eine schwache Modulform von Gewichtzu einer Untergruppé&’ <
SL,(Z) endlichen Indexes. Sei ferner= (%) € SLy(Z). Die Spitze? habe die Weité:. Ist
reguldr, setzeh := h, sonst setzg := 2h.

Dann hat die Funktiorf|; (o) eine Fourier-Entwicklung der Form

(fle(@)(T) = Z an€2m7—n/h: Z anq%-

n=—oo n=—oo

Beweis.Es geniigt zu zeigen, daghk: (o) periodisch mit der Periode ist, denn dann kénnen wir
den Satz aus der Einleitung anwenden. Dies berechnen wir nun untéiedahme aller Teile des
vorangehenden Lemmas:

(@) (T +h) = (Fle(@)|x (§1))(7) = (Flk((o (§1) o Ho)(T) = (fle(0)(7).

Damit ist der Satz gezeigt. O
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Definition 2.5.20 Seienf undo wie im obigen Satz.
Wir sagen, dasg in der Spitze2 meromorphist, falls esm < Z gibt mit

=3

Flr(@N() = 3 ang

Ferner istf in der Spitze?: holomorph falls gilt:

[e.e]

k@)@ = angt.

n=0

SchlieRlich sagt man, dagsin der Spitze’: verschwindetfalls gilt:
(fle(@)(T) =Y ang'.
n=1

Definition 2.5.21 Seil" < SLy(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes.

Eine schwache Modulforrivom Gewichk zuT™ heiltModulfunktion vom Gewicht zuT', falls
sie in allen Spitzen meromorph ist.

Sie heiRModulform vom Gewicht: zu T, falls sie in allen Spitzen holomorph ist.

Sie heil3Spitzenform vom Gewicht zu T, falls sie in allen Spitzen verschwindet.

Aufgabe 2.5.22 Zeige, dass es genligt, die Bedingungen in den Spitzen an einem \&ysteter der
Spitzenklassen flr zu tUberprifen.

Aufgrund der Aufgabe finden wir also insbesondere, dass die b&idénitionen von Modulfor-
men zuSLy(Z), die wir gegeben haben, tibereinstimmen.
[9.5.2007]

Bemerkung 2.5.23Es ist klar, dassy — 0 gehen zu lassen, dasselbe ist, wie einen Limes tiber
zu bilden, bei dem der Imaginarteil vangegen unendlich geht (und der Realteil vobeschrankt
bleibt, z. B. ohne Einschrankung zwiscliemnd1). Fur Letzteres schreiben Witmy, ) -

Man berechnet, dass
atr+b a

lim =
Im(7)—oo CT + d c

gilt. Denn der AusdruckRe(<£h) = 'TP“IC;TC‘;'?W) geht gegert: und Im(2) = Iiﬂ;fQ geht

gegenD. Daher stellen wir unsc auch alsico, das heifdt “ganz oben” vor.

Bemerkung 2.5.24 Wir erinnern an die aus der Funktionentheorie bekannte Gamma-FunRien
se ist definiert auf der rechten HalbebeRe(z) > 0 durch

I'(z) ::/ t*~Le~tdt
0

und stellt dort eine holomorphe Funktion dar (siehe [FB], Satz IV.1.1).
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Satz 2.5.25Seil’ < SLy(Z) mitI'(N) < I" und seif eine schwache Modulform vom GewigtuT’,
die in co holomorph ist. Dann haf eine Fourier-Entwicklung imo von der Form

00
7_) _ 2 :an€27rm'n/N'
n=0

Gibt es eine Konstanté > 0, so dass fur alles € N
lan| < Cn”

gilt, dann istf eine Modulform von GewiclitzuT".

Beweis.Dassf eine Fourier-Entwicklung wie die behauptete besitzt, folgt unmittelbar daraus
dass die Weite einer jeden Spiteteilt, da die Matrix( | %) offenbar inI'(V) enthalten und’(IN')
ein Normalteiler vorSLy(Z) ist. Denn dann enthélt der Stabilisalty., der Spitzesoco die Unter-
gruppes((§4))o 1.

BehauptungEs ist|f(7)| < Cy + C4 Im( G fur gewisse Konstantefiy, C; > 0.

Um dies zu sehen, rechnen wir zunéchst (schrgibelm(7)):

) 00
=13 0N < 3 agle 2/
n=0 n=0

oo
< ’aO‘ +C Z nrefZWyn/N
n=0

N 1 =21y, _2um
:]agH—C(ﬁ)TJZ( e N

n=0

Die Summe rechts kann einfach riitr + 1) verglichen werden (Substitution= 2”—](,”/) und gegen
eine vony unabhéngige Konstante abgeschéatzt werden. Das wird hier nicteféhsg Damit erhalt
man die Behauptung.

Wir miissen nun zeigen, dag$holomorph in den Spitzen ist. Sei dazu i SLy(Z)

(f‘k Z bnq

n=—0oo

Es genugt nun weiter, wie wir wissen, zu zeigen, dasg;,-)—oo "N (f|x(0))() gleicho ist. Dies

wollen wir mittels der Abschatzung aus der Behauptung nun beweisen. Wfireen an die Formel
Im(%Eh) = ‘ifﬁlfQ fir (¢%) € SLy(R). AuBerdem verhalt sicher + d| fur groBelm(r) und

|Re(7)| < N wie |c[Im(7). Wir berechnen

1 ar + b 1 at+b
= < "
[k(eD()] ]c¢+d\kf(07+d) - \cr+d!k’00+cllm(07+d) |
’CT—‘rd‘Qr
e at Ot O gy
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Fir groRdm(7) verhélt sich der Ausdruck rechts kleiner glei@him (7)"~* fiir eine Konstanté’, >
0. Damit folgt

lim " (f(e)()] < dim e 0O m(r) 4 — o,

Im(7)— Im(7)—00

was den Beweis abschliefit. O

Bemerkung 2.5.26 Seienl’ < T' < SL2(Z) Untergruppen endlichen Indexes. Dann ist jede Modul-
form von Gewicht zuT auch eine Modulform von Gewichtzul. Gleiches gilt fiir Modulfunktionen
und Spitzenformen.

Diese Bemerkung folgt unmittelbar aus der Definition.

Wir gehen jetzt noch auf Modulformen Zu (V) mit Charakter ein, da diese in der Praxis sehr
h&ufig vorkommen. Wir werden sie allerdings erst einmal nicht gesohd&echten. Hier kommt es
nur darauf an, dass die Definition schon einmal gesehen wurde.

Definition 2.5.27 Sei f eine Modulform von Gewictit zuI'; (N) und seix : (Z/NZ)* — C* ein
Dirichlet-Charakter, d. h. ein Gruppenhomomorphismus.

Wir sagen, dasg den Charaktery bzw. derNebentypy oder auch altertiimlich deNebentypus,
hat, falls fir alle Matrizen(¢ %) € T'o(N) gilt:

F(2h) 1) = x(@)(er + d)* f (7).

Bemerkung 2.5.28Ist der Charaktery trivial, d.h. x(n) = 1 fur allen € (Z/NZ)*, dann hat eine
Modulform zul', (V) genau dann den Charakter, wenn sie bereits eine Modulform Ey(V) ist.

Notation 2.5.29 Den C-Vektorraum der Modulformen von Gewidhizur Gruppel’ < SLs(Z) be-
zeichnen wir mitV/,(T"). Den Untervektorraum der Spitzenformen nennenSyit").

Ist wie obeny ein Dirichlet-Charaktery : (Z/NZ)* — C*, dann bezeichnen/ (N, x) und
Sk(N, x) die Modulformen bzw. Spitzenformen vom Gewicfitr I'; (V') mit Charaktery.

2.5.4 Ausartungs-Abbildungen und Altformen
SeienN, M € N.Isty = (¢}) € Ty(NM), dann ist die Matrix( cfm bg”) € To(N) fir alle Teiler

m | M, denn die Determinante ist offenbar unverandert und alle Eintrage amzedgZahlen.

Satz 2.5.30Sei f eine Modulform von Gewictit und StufeN. Dann ist fur alle Teilerm | M die
Funktion

g(7) := f(m7)

eine Modulform von Gewiclitund StufeV M. Das gleiche gilt auch fur Spitzenformen.
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Beweis.Dassg holomorph auf gan# ist, ist klar. Wir berechnen nun die Transformationseigen-
schaft fur(2 %) € To(NM):

at +b a(mt) 4+ bm c

o d =IO v d) = G tmr) 4 fmr) = (o7 + ().

g((¢§) .m) = f(m

Nun missen wir uns noch um die Holomorphie in den Spitzen kiimmern. Danwusei =
(2%) € SLy(Z). Sei fernete = ggT(c, ma), den wir als Linearkombination nach dem Euklidischen
Algorithmus darstellen:

e = sc+ rma

flr geeigneter, s € Z. Damit ist die Matrixa := (_J _‘é) in SL2(Z) und es gilt

e e

a(menp)= (7 k) () = (GY)

mit z, y, = € Z (deren genaue Darstellung uns egal ist). dkt f|,((7 Q) folgt

T +yY
z

(9lk(@))(r) = (flx (e ) (1) = (Flula™ (G LIN(T) = Zik(flk(a_l)( )-

Wir wissen, daf eine Modulform ist, daséf|;(a~1)(7) einen Grenzwert fiikm(7) — oo annimmt,
nennen wir ihnG. Dann ist

T+ Y G

):77

im L (fle (T = S

S(1)—00

und die Holomorphizitat in der SpitZeist bewiesen. Isf eine Spitzenform, so it = 0 und folglich
verschwindet auch in den Spitzen. O

Definition 2.5.31 Eine Modulform von Gewictit zul'o (V) hei3tAltform, wenn sie eine Linearkom-
bination von Modulformem;(d;7) ist, wobeiM; > 1 echte Teiler vonV, died; > 1 Teiler vonM;
und dieg; Modulformen von Gewichit zuT'y(N/M;) sind.

Bemerkung 2.5.32 Gibt es Altformen, so erwartet man, dass es auch Neuformen gibt. Dezderw

wir spater als das orthogonale Komplement zu den Altformen bzgl. eimbszncdefinierenden Ska-
larproduktes definieren. Wie man sich leicht vorstellen kann, spielenaliéonen die gewichtigere
Rolle.

2.5.5 Die Eisenstein-Reihé&/,

In diesem Abschnitt wollen wir die Aussagen der Einleitung beziglich demiigin-Reih&, be-
weisen. Dazu erinnern wir an die Definition und an das, was wir bereitigjdmben:

P(r) = % + QZ( Z (CT-lHd)Q) = —87r2(—i + Z:lgl(n)qn)-

c=1 d=—o0

Die links auftretende Reihe ist nicht absolut konvergent und die oberebene Gleichheit gilt nur
fur diese Summationsreihenfolge.
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Satz 2.5.33SeiN > 2 eine natlrliche Zahl. Dann ist
Gaon(T) :=P(1) — NP(NT)
eine Modulform von Gewict2tzul'y(N).

Um diesen Satz zu beweisen, bendétigen wir einige Vorbereitungen.

Satz 2.5.34Es gilt L P(=1) = P(r) — 2=,

T

Aufgabe 2.5.35Beweise den Satz 2.5.34. Eine Anleitung findet sich in [DS] und der gaawei
in [FB], S. 390-393.

Bemerkung 2.5.36 Wir bendétigen leider einen winzigen Vorgriff auf eine der ndchsten Sty méen-
lich, dassSL;(Z) erzeugt wird von den Matrizef 1) und (9 ').

Lemma 2.5.37 (a) Furalleoc = (25) € SLy(Z) gilt
(Pl2(0)) (1) = P(7)

(b) Furalleo = (24) € SLy(Z) gilt
1 1 1 2ic

(mb(g))(ﬂ - (e +d)2Im(or)  Im(T) Cer+d

(c) Die Funktionf(r) := P(r) — = erfillt (f[o(o))(7) = f(7).

2mic
et +d’

Beweis.(a) Zunachst stellen wir fest, dass die geforderte Identitat §ir) direkt aus der Exi-
stenz der Fourier-Entwicklung folgt, da der Bruch rechts verschwochel fUr(? *01 ) der Inhalt von
Satz 2.5.34 ist. Aufgrund dessen, d&%s(Z) von diesen beiden Matrizen erzeugt wird, geniigt es
zu Uberprifen, dass aus der geforderten Identitat fiir zwei Matiiaend G auch die Identitat flies
unda~! folgt. Das ist eine einfache, etwas langwierige Rechnung, die wir untsparen.

(b) Auch dies rechnet man nach.

(c) Dies folgt unmittelbar:

((P(r) -

D 2mic m p
tm(ry) RN = P(1) = 2 = (s (@) (1) = P() = g

m(T)
O

Beweis von Satz 2.5.3Da P aufH holomorph ist, isG2 x(7) es auch. Nun bemerken wir
s ™

- m) — N(P(NT) — W).
Da nach Teil (c) die Funktiorf(7) die Transformationseigenschaft einer schwachen Modulform von
Gewicht2 zu ganzSLa(Z) besitzt, folgt genauso wie im Satz zu den Altformen, da&§7), und
folglich auchG, n(7), die Transformationseigenschaft einer Modulform von Gewicht 'y (V)
erfullt.

Die Holomorphizitat in den Spitzen ist eine Konsequenz vonSatz 2.5.25. deroeffizienten
der Fourier-Entwicklung vor® erflillen die geforderte Schranke offensichtlich. O

P(r) = NP(NT) = (P(1)
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Die Dedekindsche)-Funktion

[10.5.2007]

Definition 2.5.38 Die Dedekindsche-Funktion ist definiert als das unendliche Produkt

,,7(7_) — 627riT/24 H(l
n=1

wobei wie immer; = 2™ ist.

Aufgabe 2.5.39 Das in der Definition auftretende Produkt ist konvergent und definieet leolomor-
phe Funktiory, : H — C.

Dazu nehme man den Logarithmus des Produktes,%}s& > o2, 1log(1 —¢™), und zeige, dass
diese Reihe lokal gleichméaRig absolut konvergiert. Dazu kann man gierfReihe voriog(1 — ¢™)
zu Hilfe ziehen.

Lemma 2.5.40 Es gilt die Transformationsformel =) = /—irn (7).

Beweis.Vergleiche [DS], S. 20. Die Konvergenz des Produktes bedeutet ki dreichmanig
absolute Konvergenz der Reihé - , log(1—¢"). Es stellt sich heraus, dass es einfacher ist, mit dieser
Reihe zu arbeiten als mit dem Produkt. Ferner dirfen wir wegen dergfgenz, Differentiation und
Summation vertauschen und erhalten

d d 7rz7' = et
—1 = log(1 — = _on
- log(n()) = Z og(1—q°) 12 e
— 27 Z Z ¢ = F— — 270 Z Z cq?
c=1 d= c=1d=1
)
— = 27”201 = —2772 — — Z;Ul = EP(T).
Nun verwenden wir die Kettenregel:
d -1 1 .,d - v 1 —1
27 los(n(—)) = ﬁ(EIOg(U(T))’%:—Tl) = 2P ()
AulRerdem haben wir
L tog(v=imn(r)) = - log(v/ =) + - log(n(r)) = 5 + - P(7)
dr & T Cdr & 4 dr SUNT 21 Arw g
1 211
— 2 (P(r) = 250,
47T( (7) T )

Wegen Satz 2.5.34 stimmen algolog(v/—irn(7)) und -L log(n(=L)) tiberein, woraus

log(v/~77(r)) = ¢ log(n(—))
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mit einer Konstante folgt. Setzen wir num = 4, so erhalten wir

log(v/—iin(i)) = log(n(i)) = c- log(n(%.l)) = c-log(n(i)),

weshalbc = 1 folgt. Man muss und kann sich dazu Uberlegen, dags # 0 ist, was man zum
Beispiel durch Einsetzen van= i in die Fourier-Entwicklung erhalt. O

Satz 2.5.41Die Funktionp?* = ¢ [, ist eine Modulform von Gewich® zuSLs(Z).

Beweis.Die Funktionn?* erfiillt sicherlich die Transformationsregel fir Modulformen von Ge-
wichtk fur (} 1) (wegen der Produkt-Entwicklung) ufd ' ) (wegen des vorangehenden Lemmas).
Wenn wir wie oben vorgreifen, daS.2(Z) von diesen beiden Matrizen erzeugt wird, sind wir fertig,
dan?* aufH und wegen der Produkt-Entwicklung auch in den Spitzen holomorph ist. O

Bemerkung 2.5.42Wir werden spéter sehen, dass der Raum der Modulformen von GeMicut
SLo(Z) 1-dimensional ist. Daher is§?* gleich A mal einer Konstante. Somit haben wir also eine
Produktentwicklung vorh gefunden!

2.6 Theta-Reihen

Wir betrachten hier zunachst eine etwas and@eiRReihe als in der Einleitung, ndmlich
o(r) = Z T
NneZ

In der Einleitung hatten wir

9(7_) — ZeQWinQT

nez
benutzt. Somit gilt:
0(t) = 6(27).

Wir wenden uns erst der “neue®-Reihe zu und beweisen die Jacobiséhdransformations-
formel.

Satz 2.6.1 (Jacobi)Fir 7 € Hundw € C gilt

pre oo
: 2 02 —1 ;
\/7. E em(n—l—w) T _ § : it = +27rznw7
(]

n=—oo n=—oo

wobei die Quadratwurzel mittels des Hauptzweiges des Logarithmusedeifn

Beweis.[FB], S.343-345 O
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Korollar 2.6.2 In einer Aufgabe im letzten Abschnitt haben wir @i&ruppel’s := ((42), (9 ')
eingefuhrt und’(2) = ((§3).(29), (4 %)) gezeigt. Setz€ := ((}3),(31)). Aus dieser Auf-
gabe folgt, dass
x:To/G — (i), (§7") — —i
ein Charakter (Gruppenhomomorphismus) ist.
Die Funktion6? ist holomorph auf und erfiillt die Transformationseigenschatft

52(7.7) = (e + d)X(V)éz(T)
firalley := (%) € I'y.

Beweis.Die Holomorphie aufl haben wir fiirf bereits in der Einleitung gezeigt. Aus ihr folgt
sofort die Holomorphie vof2. Die Transformationseigenschaft braucht nur auf Erzeugernifjeqor
werden. Fur( § ?) ist diese anhand der Definition offensichtlich, {(it ! ) ist sie gerade der Inhalt
der Jacobische®-Transformationsformel fiw = 0. O

Nun wenden wir ung zu und beweisen die in der Einleitung benutzten Aussagen.

Lemma 2.6.3 Die Abbildung

ist eine Bijektion.

Beweis Die Wohldefiniertheit ist klar. Die Umkehrabbildung ist offenbar gegethech (¢ b)) —
a b/2
(20 Zl ) -
Satz 2.6.4Fir geradek > 2 ist #* eine Modulform vom Gewichit/2 fiir I';(4) zum Charakter

Y (Z)AZ) = {£1}.
Insbesondere igt* eine Modulform von Gewiclit/2 fir To(4), falls 4 | k.

Beweis.Die Transformationseigenschaft konnen wir nun einfach aus dem Lemdchdam Satz
oben ablesen:

a2t +2b

_ k)2 k/2pk
o) = D))

Gk((‘cl b)) = 0% (2 (ab).7)= 0k (
mit v = (¢%) € I'o(4). Dabei benutzen wiF'(2) < I'p und, dassy eingeschréankt auf(2) der
Charakter nacl+1} ist, der(2 %) aufy(d) schickt und somit auf($ 2), (3 9)) trivial ist.

Die Holomorphizitat in den Spitzen folgt wiederum aus dem Kriterium in Satz2.5.2 O

Bis auf die Dimensionsformeln haben wir nun das Theorem aus der Einlaturigarstellungs-
zahl bewiesen. Den Dimensionsformeln wenden wir uns im Folgenden zu.



Kapitel 3

Modulkurven

3.1 Der Fundamentalbereich firSLy(Z) und Anwendungen

Wir erinnern daran, dass der Bahnenraum fur die OperatiorS¥e(Z) auf H mit der Menge der
komplexen elliptischen Kurven bis auf Isomorphie identifiziert werden Kagh Satz 2.4.13):

SLy(Z)\H — {Komplexe elliptische Kurvefy =, 7+— C/A,.

In diesem Kapitel wollen wiSLy(Z)\H und allgemeiner Bahnenréaurig H fur Kongruenzun-
tergrupperi’ naher untersuchen. Dabei gehen wir in zwei Schritten vor:

1. Wir wollenT'\H als Menge verstehen, genauer als eine TeilmengeHobazu fuhren wir den
Begriff des Fundamentalbereiches ein.

2. Wir machen au$\ H ein geometrisches Objekt: einen topologischen Raum und sogar eine Rie-
mannsche-Flache, eine sogenannte Modulkurve.

3.1.1 Der Standard-Fundamentalbereich

Bei der Definition des Fundamentalbereiches folgen wir in etwa Kohnen.

Definition 3.1.1 Seil" < SLo(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. Ein Fundamentalbereich fur
die Operation vord™ aufH ist eine Teilmengé& C H, so dass die folgenden Punkte gelten:

(i) Fistoffen.

(i) Furalle 7 € Hgibtesy € T, so dassy.T € F.

(iii) Falls v.7 € Ffurr e Fundy e T, dannisty = £ (}9).

Mit anderen Worten ist ein Fundamentalbereich eine offene Menge, #tleisdst, dass sie keine
zwei unter der Operation von aquivalenten Punkte enthalt, aber so grol3 ist, dass jeder Punkt der
oberen Halbebene durch eine Matrix &uism einen Punkt des Abschlusses des Fundamentalbereiches
Uberfuhrt werden kann.

56



3.1. DER FUNDAMENTALBEREICH FURSLy(Z) UND ANWENDUNGEN 57

Notation 3.1.2 Wir setzerl” = (| 1) (Translation) undS = (? ') (Spiegelung).
Satz 3.1.3Die Menge
1 1
}"::{TEIHH\T|>1und—§<Re(T)<§}
[Bild] ist ein Fundamentalbereich fur die Operation vSifo(Z) auf H.

Beweis.Die Offenheit ist klar. Fir (ii) benutzen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.1.4 Seit € H fest. In der BahrSLy(Z).7 gibt es einen Punkt. mit maximalem Imagi-
narteil (auch geometrisch betrachtet “Hohe” genannt), d. h.

Im(y.7) > Im(g.7) Vg € SLa(Z).
Ein Punktr ist von maximaler Hohe, faller + d| > 1 ist fur alle teilerfremden, d € Z.

Beweis.Wir erinnern mal wieder an die Formel

Im(7)

Aus ihr liest man ab
Im(7) < Im(y.7) & |er +d| < 1.

Mit 7 = o + iy ist aber
1> |er +d? = (cx + d)? + 2>

Dieser Ausdruck hat aber nur endlich viele Lésungen in ganzen Zahidfiir fester, y). Aus diesen
endlich vielen kdnnen wir ein teilerfremdes Péard) auswahlen, fur dagr+d| minimal ist. Wie wir
schon oft gesehen haben, finden wir mit dem euklidischen Algorithmusvatrx (¢ 5) € SLa(Z).
Diese hat dann die gewlnschte Eigenschaft. O

Wir zeigen nun mit einem einfachen Trick den Punkt (ii). Sei algegeben. Wir wéhlen nun €
SLo(Z) mit .7 mit maximalem Imaginarteil. Nun “transportieren” wjrr mittels einer geeigneten
TranslationT™ so, dass-1/2 < Re(T™y.7) < 1/2. Die Hohe bleibt dabei offenbar unveréndert.
Nun gilt |T™~.7| > 1, denn sonst hatté"~.7 keine maximale Hohe, da7™~.7 + 0| < 1 gélte (mit
anderen Worten, mittels der Spiegelung kénnten wir die Héhe noch gréReemaEs gilt genauer:

Lemma 3.1.5 Jeder Punkt maximaler Hoéhe kann durch Translation in den Absclfuéberfiihrt
werden. Umgekehrt enthdk nur Punkte maximaler Hohe.

Beweis.Den ersten Teil haben wir gerade gesehen. Der andere ergibt siceaRechnung
ler 4+ d?> = (cx 4+ d)* + 2y = E|1)* 4 2cdx + d* > A|r|> = |ed| + d? > (|c| — |d|)? + |ed| > 1

fur alle teilerfremden, d, wobei wir wiederr = x + iy geschrieben haben. O
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Wir halten fest, dass die beiden Senkrechten der Figur Uhteeinander Uberfihrt werden. Au-
Rerdem haltS den Einheitskreisbogen fest, genauer wird ein Element auf dem Einleéstskr der
imaginaren Achse gespiegelt, da der Imaginarteil und der Betrag gleicleibleib

Seir € F. Dann hat nach dem vorletzten Lemmanaximale Héhe. Nun impliziettr +d| = 1,
dassc = 0 gilt. Denn die Ungleichheiten im Beweis des Lemmas werden Gleichheiten, wpgmnwe
|7| > 1 nur beic = 0 der Fall sein kann. Die einzigen Matrizen mit= 0 sind abert:7". Diese
fiihren ausZ hinaus mit den Ausnahmeh (' ° ). Dies beweist den Punkt (iii) und damit den
Satz. O

Satz 3.1.6 Die GruppeSLy(Z) wird erzeugt von den Matrizesi und 7.

Beweis.Seil' = (S,T) und seir € H. DaTI eine Untergruppe voRLz(Z) ist, gibt es in der
BahnT'.7 auch Punkte maximaler Héhe. Translatiert man diese so, dass ihr Realteihewisl /2
und 1/2 liegt, so sieht man genauso wie oben, dass ihr Betrag dann grofR3erleidérligist, denn
sonst wirde wiederum die Anwendung vSrinen gré3eren Imaginarteil liefern. Also ist auElein
Fundamentalbereich filt.

Sei nun ein Punkt € F gegeben und eine Matrix/ € SLy(Z) gegeben. Wir betrachten nun
M.r. Diesen Punkt kbnnen wir mittels eines Elementes I wieder nachF transportieren. Dann
ist alsoyM.7 € F, nach Punkt (iii) der Definition des Fundamentalbereichs folgt dann-aher=
+ (o %), alsoM = £y e . Das? = (4 ° ), istder Satz bewiesen. O

Bemerkung 3.1.7 Setzer = TS~! = (1 ). Die GruppeSL2(Z)/{( ' °; )) ist das freie Produkt
der zyklischen Grupp&S)/(( ' %, )) der Ordnung und der zyklischen Gruppe)/{( ' %)) der
Ordnung3. In anderer Schreibweise bedeutet dies:

SLa(Z)/{( 3 0)) = (o, 7lo? = 7% = 1),
Einen Beweis geben wir hiervon (voraussichtlich) nicht.

Wir betrachten noch den Rand des Fundamentalbereiches genauer.

Lemma 3.1.8 (a) Sindr # 7' € F mity.7 = 7/, dann liegenr und 7’ auf dem Rand vorF und es
gilt |[Re(7)| = |Re(7")| = 1/2und7’ = 7 £ 1 oder|r| = Lundr = —1/7.
(b) Esyiltfurr € F:
(£5TY, falls 7 = (3,
+T5), falls 7 = (g,
SLy(Z), = ( ) T = (6
(£9), falls T = (4 =4 und
(

)
+(39)) sonst,

wobei wir ¢, als e?™/" definieren. Die auftretenden Gruppen sind zyklisch der Ordnufigént
bzw.2.
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Beweis.Nach der Definition des Fundamentalbereichs konnen Punkte in (a) oder solche mit
v =rfiry # £ (") nurauf dem Rand liegen.

Wie wir nach einem der Lemmata oben wissen, entRaiur Punkte maximaler Hohe. Insbeson-
dere ist daher die Hohe vangleich der H6he vorr’. Wir schlieRen wie oben. Wir haben wiederum
die Gleichheit

1=ler +d?* = (cx +d)? + 2y* = E|712 + 2cdx + d* > (|c| — |d|)* + |ed| > 1.

Day > @ ist, folgt |c| € {0,1}. Istc = 0, dannist|d| = 1 und~y = £7". Wie wir gesehen haben,
ist dies der einzig mogliche Fall, fal|s| > 1. Nun sei alsdr| = 1 und|c| = 1. Aus der Gleichung
1 = |7|2 + 2dx + d? ergibt sichd = 0 oderz = 5% € {£1}.Istd = 0, dann folgt

=TS =+ (1) =£(17)-

Das heilt’ = a — 1. Wir wissen aber, das‘T&1 auch auf dem Einheitskreis geschnittEriegt (denn
es wird nur an der imaginaren Achse gespiegelt). Ist @ts¢r)| < 1/2, dann muss = 0 sein und
7/ = =L Ist|d| = 1 (und immer noclc| = 1), dann ist

Y= SIUST =+ (§071) oder y = +T"STS ! = £ (1 1)

Im ersten Fall isty(s = (3 + a und~(g liegt auRerhalb des Fundamentalbereiches. Im zweiten Fall
ist es umgekehrty(s = (s + a — 1 und~(s ist auBerhalb des Fundamentalbereiches. Damit ist (a)
bewiesen.

(b) folgt aus (a) mit einigen Rechnungen. Zunachst kann ein Pumkit v+ = 7 flir v #
+ (" %) nach (a) nur auf dem Einheitskreis liegen. HatRe(7)| < 1/2, dann muss er = —1
erfillen und ist somit gleicli. Dass der Stabilisator vanwie angegeben ist, ist eine triviale Rech-
nung. Es bleiben folglich nur noch die Punkteund (s zu Uberprifen, deren Stabilisatoren sich auch

trivial errechnen lassen. O

3.1.2 Kompaktifizierung des Fundamentalbereichs

[24.05.2007] Wir wollen nun den Abschluss des Standardfundamergalbes kompaktifizieren (er
ist ja “oben offen” und daher unbeschrankt und nicht kompakt). Biashen wir hier ganz informell
und wollen eigentlich nur eine Idee geben. Spéter wird es im Kontext dendRieschen Flachen
richtig getan. Wir verwenden die surjektive Abbildugg

q:H— {zeC|l>|z| >0}

Beschranken wir uns auf den Streiferi /2 < Re(7) < 1/2, dann ist die Abbildung sogar bijektiv.
Wie sieht jetzt das Bild des Fundamentalbereiches unéers? Die Senkrechte beil /2 (also “von
—1/2 bisioc”) wird zur geraden Linie vor-1 bis0 (dennico wird zu0). In den sehr schnell erstellten
folgenden Bildern sieht man das Bild des Einheitshalbkreises. Das zwedtaésvergrof3erung uith
des ersten. Die Achseneinteilungen sind durch 100000 zu teilen.
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Das heil3t, dass das Bild vofi(also des Fundamentalbereiches) genau das Innere der Schleife ist,
abgesehen vom Punktder fehlt. Somit ist es ganz natirlich, den Punkinzuzufigen. Nehmen wir
den Rand der Schleife noch hinzu, so erhalt man ein beschranktebgestchlossenes Gebiet@h
das somit kompakt ist. Daher nennt man das Hinzufligermnedoderico, je nach Geschmack) auch
“Kompaktifizierung”.

Wir diskutieren noch das Bild ein bisschen. Der Punkt im rechten Bild, aeweitesten rechts
liegt, ist das Bild vori, alsoe~2". Der Schnittpunkt der Schleife, der das Bild des Fundamentalberei-
ches links abschlief3t, entspricht dem Bild \v@rund (s, denn es ist der Schnittpunkt der Senkrechten
bei —1/2 mit dem Einheitskreis. Dieser Punkt sieht nicht differenzierbar aus iBteer auch nicht,
denn er entspricht der Ecke vdnbei (5. Dies ist ein Problem vieler Fundamentalbereiche, das uns
auch spater noch begegnen wird. FgfN) mit N > 5 kommt solch ein Punkt aber nicht mehr vor,
wie wir auch sehen werden.

Als N&chstes studieren wir die Topologie atifozw. 7, die von der Standardtopologie auf der
Kreisscheibe herkommt. Dies ist ganz einfach: der offene Krei$ wom Radius- entspricht unter
q~! der Menge{r € H|Im(r) > =2I}. Mit anderen Worten: Die “offenen Kreise um” sind
gerade die horizontalen, nach oben offenen Streifen.

Es gibt noch eine andere Methode, die Kompakitifizierung zu versteldenljam mittels der
uns gut bekannten gebrochen linearen Transformationen. Zum Beigpisportiert die MatrixS
ja auchoo nacho. Der so transformierte Fundamentalbere$ch sieht so aus: [Bild] Das Hinzufligen
von 0 ist also auch eine Kompaktifizierung.

Das Bild unterS des horizontalen Streifeds € H|Im(7) > y}, der ja eine Umgebung vor
ist, ist ein Horokreis (leider kenne ich die deutsche Ubersetzung dess\fwrrocycle nicht), d. h. es
ist ein Kreis, der die reelle Achse (b@iberihrt.

Dies rechnen wir nach. Der Kreis hat Rad'glayrsund damit den Mittelpunkg'@, denn

L tpo. ot

492

_x+iy_@

[Rechnung]
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Aufgabe 3.1.9Seiy = (2%) € SLy(Z) eine Matrix mitc # 0. Dann ist das Bild eines horizontalen
Streifens wie oben ein Horokreis, der die reelle Achse am Pubktriihrt.

3.1.3 Version des Residuensatzes

Die Essenz dieses Abschnittes ist der Beweis des ResiduensatzesriamRszhe Flachen in dem
Spezialfall der Modulkurve fuBLs(Z). Zur lllustration gehen wir hier elementar vor. Im weiteren
Verlauf der Vorlesung werden wir dann aber schon Riemannschedflaarwenden und Satze zu
ihnen zitieren.

Satz 3.1.10FUr 7 € H setzee, := 1[SLy(Z).| € {1,2,3}. Seif : H — C eine meromorphe
Funktion, dieSLs(Z)-invariant ist, d. h.

ST = 1) ¥ (2h) € STa(@)

und die inoo meromorph ist. Dann gilt:

0 = Ord(f; 00 +Zord

wobeir ein Reprasentantensystem viéinrmoduloSLy(Z) durchlauft (zum Beispiel nehmen wit
zusammen mit der “Halfte” des Randes).

Beweis.Siehe [FB], S. 332 fik = 0. O

Korollar 3.1.11 (k/12-Formel) Seif : H — C eine meromorphe Funktion, die die Transformati-
onseigenschaft einer Modulform von Gewiklitir SLo(Z) erfullt, d. h.
ar +b

f(CT+d) = (cr+d)ff(r) V(24) € SLy(Z)

und die meromorph inc ist. Dann gilt:

k Ord( f, )
13 = Ord(f; 00 +Z

wobeir ein Reprasentantensystem \iirmoduloSLy(Z) durchlauft.

Beweis.Wir folgern das Korollar aus dem Satz, indem wir die Funkon) := (())k benutzen.
Diese erflllt namlich die Voraussetzungen des Satzes. Folglich gilt

0 = Ord(g; 0 +ZOrd 97

Ord(f Ord(A;7)
2(0rd( — k(Ord(A; — ).
(Ord(f00) + 3 =2 — K(Ord(As00) £ 30 == =)
Jetzt erinnern wir uns, dass keine Nullstelle inH hat und sowieso keinen Pol. An der Fourier-
Entwicklung vonA lesen wir ab, das®rd(A; co) = 1. Damit erhalten wir die gewlinschte Formel.
O
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3.1.4 Dimensionsformeln fur Modulformen der Stufe 1

[30.5.07] Die%-FormeI ist unscheinbar, aber sie hat eine ganze Reihe erstaunlithevichtiger
Konsequenzen, die wir in diesem und dem folgenden Abschnitt beweisen

Satz 3.1.12Seik gerade. Dann gelten:
(@) Mi(SLa(2)) = {0} fiir k < 0.

(b) Mo (SLy(Z)) = C.

(c) M3(SL2(Z)) = {0}.

(d) My(SLy(Z)) = CGy, & Sk(SLa(2)) fur k > 4.
(€) Sk(SLa(Z)) = {0} fiir & < 12.

Beweis.(a) In derk/12-Formel stehen rechts nur nicht-negative Zahlen. Somit folgte ein Wider-
spruch.

(b) Da die linke Seite dek/12-Formel0 ist, hat eine solche Funktion keinen Pol und ist auch
in oo beschrankt, womit sie nach dem Satz von Liouville eine Konstante ist.

(c) Die Gleichung}; =a+ % + 5 hat keine Losung in positiven natlrlichen Zahtgm, c.

(d) Wir erinnern uns, dass dérte Fourier-Koeffizient der Eisenstein-Reili& ungleich0 ist.
Also kdnnen wir aus jeder Modulform, die kein Vielfaches \@p ist, eine Spitzenform machen,
indem wir ein geeignetes Vielfaches v6h abziehen.

(e) Dak/12 < 1, mussOrd(f; o0) = 0 sein, weshally keine Spitzenform ist. O

Lemma 3.1.13 Die Abbildung
My (SLa(Z)) — Sky12(SL2(Z)), f+— fA
ist ein Isomorphismus.

Beweis.Die Abbildung ist offenbar wohldefiniert, linear und injektiv. Séic Si12(SLa(Z)).
Wir zeigen, dasg(7) := i((?) eine Modulform vom Gewichk ist. Die Transformationseigenschaft
ist natdrlich erfullt. Zu Gberprifen ist also nur, daskolomorph aufH und in oo ist. Ersteres folgt
daraus, dasA aufH keine Nullstelle hat (Satz 2.3.8). Letzteres gilt wegen

Ord(g; 00) = Ord(f; 00) — Ord(A;00) = Ord(f; 00) —

was grofRer oder gleiahist, daf eine Spitzenform ist. O

Satz 3.1.14 (Dimensionsformel fiSL2(Z)) Seik > 0 gerade. Dann gilt:

firk =2 mod 12,
dim My, (SLa(Z

w‘w w‘?r

sonst.
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Beweis.Fur0 < k£ < 10 folgt dies unmittelbar aus dem Satz oben. Fur die grol3keresgt das
Lemma, dass bei Erh6hung des Gewichtesl@rdie Dimension um steigt. |

Wir beweisen nun einen Satz, den wir in der Einleitung angekindigt haidenljch, dass die
Eisenstein-Reihen eine Basis der Modulformen bilden.

Satz 3.1.15Seik > 0 gerade. Dann bilden die Modulformen
G1Gg
fur alle a,b € N mit4a + 6b = k eine Basis voi/;(SLa(Z)).

Beweis.Wir zeigen per Dimension ubét, dass die Anzahl d€, b) mit £ = 4a + 6b gleich der
Dimension von\/, (SLa(Z)) ist. Als Induktionsanfang Uberprift man elementar, dass die Aussage fu
0 < k < 10 gilt. Wir betrachten nun die injektive Abbildung

(a,b)—(a,b+2)
e

{(a,b)|k = 4a + 6b} {(d',V)|k +12 = 4d’ + 6V'}.

Die rechte Menge hat genau ein Element mehr als die linke. Denfuggi in der linken Menge
mit maximalema. Dann ist(a + 3,b) in der rechten Menge, aber nicht im Bild der Abbildung. Ist
umgekehrt(a’, ") in der rechten Menge, ohne dassmaximal ist, dann ist’ > 2 und folglich ist
(@', b') = (d, (b —2)+ 2) im Bild der Abbildung.

Wir schliel3en den Beweis ab, indem wir per Induktion Ubdreweisen, dass die angegebenen
Modulformen ein Erzeugendensystem bilden. Als Induktionsanfangjd@giussage fik < 10 aus
der Dimensionsformel. Sei nyhe My (SLa(Z)) und4a+6b = k. Es gibtc € C, so dasy — cG$GY
eine Spitzenform ist, also gleichg fir eing € Mjy_12(SL2(Z)). Nach Induktionsvoraussetzung ist
g aber eine Linearkombination ads,Gg mit k — 12 = 4r + 6s. Wir erinnern uns, dasa selbst
Linearkombination au&’y und Gg ist. Somit folgt der Satz. O

3.1.5 Diej-Invariante

Wir erinnern an diej-Funktion. Sie ist definiert alg(7) := % und ist eine Modulfunktion

von Gewicht) zu SL2(Z). Sie ist holomorph aufl und hat einen Pol der Ordnuign oo.

Satz 3.1.16Die j-Funktion definiert eine BijektiofLy(Z)\H — C. Damit ist jede komplexe ellipti-
sche Kurve durch ihrg-Invariante eindeutig bestimmt. (Dies haben wir in einer friiheren Benmgrku
genauer behandelt.)

Beweis.Sei\ € C. Wir betrachtenf(r) = G3(7) — AA(r). Dies ist eine Modulform von Ge-
wicht 12 zu SL»(Z), deren Ordnung beio gleich0 ist, daA eine Spitzenform ist un@y(7)? nicht.
Die k/12-Formel liefert also die Gleichheit

122201"d€(f;7')7

T T
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aus der folgt, dasg genau eine Nullstelle hat (eventuell mit Vielfachheit 2 oder 3). Deshalb nimmt

j(r) = Cf((:)) den Wert\ genau einmal an. U

Satz 3.1.17Seif : H — C eine meromorphe Funktion. Dann sind aquivalent:
(i) f meromorphe Modulfunktion vom Gewic¢hzuSLs(Z) (d. h. wie in Satz 3.1.10).
(i) f ist Quotient zweier Modulformen gleichen Gewicht$ky(Z).
(iii) f ist eine rationale Funktion i, d. h. f = % far zwei Polynomé’, G € C[X] mitG # 0.

Beweis."(iii) = (ii)": Seien F(X) = >>1"ja; X’ undG(X) = >_7_, b; X7. Dann haben wir

m 3 ,7_31» . . .
F(j) Al A" SR ai TEPE) A S 0,60%G ()3 A ()

G AM™ Ar)n g by (AR A(r)™ Y7o 060 Ga(r) ¥ A(r) 7

Dies ist offenbar ein Quotient von Modulformen vom Gewit{m + n).

“(if) = (i)": Dies ist klar.

“(iy = (iii)": Seien z1, ..., z, Reprasentanten der Polstellen vdbmoduloSL,(Z). Diese haben
die Ordnungem;. Setze

T

P(r) = [16) it
i=1
Diese Funktion ist so gemacht, dass sie eine Nullstelle der Ordnung mindesiens hat. Folglich
ist f(7)P(7) holomorph auft. Da f ja meromorph inx ist, gibt es einm € N, so dasg(7) :=
f(r)P(7)A(7)™ holomorph inco und aufH ist. Folglich istg(7) eine Modulform vom Gewicht2m
fur SLy(Z). Wir wissen aber bereits, dass sigdann als Linearkombination va@, (7)*Gg(7)° (mit
. . " . .. . . G’G(;(T)b .

12n = 4a + 6b) schreiben lasst. Folglich gentigt es zu zeigen, dass sich ﬁfﬂ% (mit
12n = 4a + 6b) als rationale Funktion i schreiben lasst.

Die Gleichungl2n = 4a + 6b impliziert2 | b und3 | a, alsoa = 3c undb = 2d fir ¢,d € Nund
n = ¢ + d. Fir die folgende Rechnung erinnern wir uns an die DefinitionAaals

A(T) = 603Gy (1)® — 27 - 140%Gg (7).

Damit haben wir nun

Ga(1)*Gs(1)"  (Ga(7)*) (Gs(7)?)* ( )c(603G4(T)3 —A(T))d
A A A YT o 1a02A ()
ey 60° 1
=10 (1™~ )

was den Beweis abschlief3t. O
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3.2 Fundamentalbereiche und Modulkurven

3.2.1 Fundamentalbereiche fur allgemeiné’

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf Fundamentalbereiche fur Unigpgn endlichen Indexes
von SLy(Z) ein.

Satz 3.2.1Seil’ < SLy(Z) eine Untergruppe von Indexmit gegebenen Nebenklassenvertretern

SLy(Z) = | Tgi.
=1
Dann ist
Jr = U 9iF
i=1
ein Fundamentalbereich fir.

Beweis.Siehe auch [Gu], Theorem 4. Die Offenheit ist klar. Jeder PunktH kann durch ein
v € T in den Abschluss transportiert werden. Dies sieht man so: 8&i SLo(Z) mito~!.7 € F.

Unter obiger Nebenklassenzerlegung erhaltenowit = ~g; fur einy € ' und eini € {1,...,n}.
Es folgt:y~!7 € ¢, F. Istnunt € Fr undy7 € Fr, dann gibtes, j € {1,...,n} mit gi_l.T eF
undg; 'y.7 € F, weshalby;y = +g¢; und dahei = j undy = +1. |

Wir schauen uns einige Beispiele an:

e Seil' :=T(2). Wir haben
SLy(Z) =T UTSUTST.

Der Index ist namlick8 und wederS noch ST oder STS sind inT". Damit erhalten wir den
Fundamentalbereich: [Bild] Dabei wirflF abgegrenzt von den Halbkreisb6gen veh nach

1, von —2 nach0 und von0 nach2 (denn diese sind gerade die Transformationen usitesn
—1/2, 1/2 und co. Genauso sieht man, daS§"F abgegrenzt wird von den Halbkreisbdgen
—3/2 nach0, von0 nach—2 und von—1/2 nachoc (also der Senkrechten beil /2.

e Seil' :=T'y(3). Der Index ist nunt und wir haben
SLy(Z) =TUTSuUrSTuUTrsST L.
Damit ergibt sich der folgende Fundamentalbereich: [Bild]

Am Bild erkennt man nun auch, woher die Spitzen ihren Namen haben.
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3.2.2 Moduli-Interpretation fur Standardkongruenzunterg ruppen

[31.05.2007] Fur algebraische Verallgemeinerungen von Modulforeiienyir in dieser Vorlesung
nicht behandeln, sind strukturelle Interpretationen der Balingi von entscheidender Bedeutung.
Wir haben bereits die Bijektion

SL2(Z)\H — {Komplexe elliptische Kurvefy =, 7+ C/A-,

in Satz 2.4.18 gesehen. Damit entspricht also jede BdiZ).7 fur ein 7 € H (oder auch jeder
Punkt vonF vereinigt mit der “Halfte” des Randes) einer komplexen elliptischen Kuiseubf Iso-
morphie.

Diese Beobachtung wollen wir nun auf die Bahnenradm#’)\H, I'; (N )\H und I'o(N)\H
verallgemeinern. Dazu erinnern wir, dass es fur jede komplexe elliptisaheeKind jedes: € N
nach Satz 2.2.7 einen Gruppenisomorphismus

(Z/NZ)? = E[N]  (N-Torsion)

gibt. Solch einen Gruppenhomomorphismus kdnnen wir auch als “Basiswahl’N| verstehen; er
ist ndmlich eindeutig durch die Bilder vdn, 0) und (0, 1), also zwei Punkté’, Q € E[N] gegeben.
Dassa ein Isomorphismus ist, bedeutet dann einfach, dagg die GruppeE[N] erzeugen. Ein Iso-
morphismusy bzw. die Vorgabe zweier erzeugender Punkte ¥V | heif3t eingvolle) Drinfeldsche
Stufenstruktur

Ist die komplexe elliptische Kurve als Torus, also@|s\ gegeben, dann ist der Gruppenisomor-
phismus explizit

(17O)>—>TW1?\}SW2 +A’(071)Htw1+]7<.fw2w2 +A

1 ~Y
(Z/NZ)? A/A=C/AN]

fur A = Zwy + Zw. Wir fuhren nun eine Kurzschreibweise fur die Torsionspunkte ein, namlich

rwy + sw 1
=y FA= e E) A

Dabei sindr und s natirlich nur modulaV eindeutig bestimmt. Wir wahlen sie daher haufig still-
schweigend irZ./NZ. Eine Basis vorE[N] ist somit genau dann gegeben durch

1 TS w
ﬁ(t u)(w§)+A7
wenn(} ;) € GLa(Z/N7Z) ist.
Istnun(2 %) € SLy(Z), dann haben wir gesehen, dags:= aw; + bwa, wh := cw; + dw; eine

weitere Basis vom\ bilden. Wir wollen nun den Torsionspunkgt + 22 + A in der neuen Basis
ausdrucken. Wir erhalten wegen

(L)@ =060,
dass

(L (E) =a Db e =)
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und also

wi = dw] — bwh undwy = —cw| + aw)
gilt. Schlieflich ist

1 1

N(rw1+sw2)+A— (rs)(dc_ab)( )—i—A

In der neuen Basis stellt sich somit der Torsionspugkt+ “* + A als
rwy | Sw rd — sc)wy  (—rb+ sa)w
e swy o (rd = ol )

N N N N A

dar.

Bemerkung 3.2.2 Da es sich spéter als nutzlich herausstellen wird, bemerken wir hier,alasder
Nebenklassenzerlegula(Z/NZ) = U,e(z/nzyx SL2(Z/NZ) (§ 9) folgt, dass es zu jeder Basis
von E[N], die durch(} §) € GL2(Z/NZ) gegeben ist, eine Matrik? %) € SLy(Z/NZ) und eine
Einheita € (Z/NZ)* gibt, so dass

FODED A= D (L) () +a=5 G0 () +a
gilt.
Ist weiter ein einzigetV-Torsionspunkt alsg (r, s) (&) + A gegeben SO existiert eine Matrix
(¢ %) € I't(N) derart, dass der Punkt in der neuen Basiszz(0, 1) ( ) + A wird.

Ist wiederum einV-Torsionspunkt als; (7, s) (21 ) + A gegeben so existiert eine Matifg ) €
I'o(IV) derart, dass der Punkt in der neuen Bass#(n q) ( ) + A wird fur eing € (Z/NZ)*.

Wir bemerken das% 0,q) ( ) + A und & ~(0,1) (wé) + A dieselbe zyklische Untergruppe der
OrdnungN aufspannen.

I';-Stufenstruktur

Wir betrachten nun die Menge der PaéFg P), wobeiE eine komplexe elliptische Kurve urfd € E
ein N-Torsionspunkt (d. h. er hat genaue Ordnuvigist. Zwei Paard £, P;) und (E2, P,) heiRen
isomorph wenn es einen Isomorphismygs: E; — E, gibt, so dass)(P;) = P,. Isomorphie ist
klarerweise eine Aquivalenzrelation.

Satz 3.2.3Die Abbildung
DY NNH = {(B,P)}/ 2 7 (C/Ar, 32)
ist eine Bijektion.
Beweis.Zunachst die Wohldefiniertheit der Abbildung. Se€ T'1 (V). Wir fiihren einen Basis-

wechsel mity des Gitters\, aus und erhalten, 4 .-1q. IN der neuen Basis schreibt sich der Punkt
+,also(0,1) (1), als

1 1 1
0.0) (4 2) () A= () (SF) + A = (0.1) (2750 + A
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Die KurvenC/Aqr 4 cr+a Und C/A.- sind isomorph unter Streckung mci;ﬁ (wie wir schon oft
benutzt haben). Dieser Isomorphismus transportiert den F%W(taufi, wie gewlnscht.

Aus derselben Rechnung ersieht man auch die Injektivitat.

Zur Surjektivitat. Sei(E, P) gegeben. Man nimmt sich zunéchst irgendeine Kutyd ., die
zu E isomorph ist. Der Isomorphismus wird den Punkt auf irgendeiNeforsionspunkf o= + A,
abbilden. Nach Bemerkung 3.2.2 existiert eine Matrix (¢ Y) € SL»(Z), so dass nach Basiswech-
sel mit dieser Matrix und dem Isomorphismis + d)~! der obigeN-Torsionspunkt au% + Ay s
abgebildet wird. O

I',-Stufenstruktur

Wir betrachten nun die Menge der Paéke C'), wobei E eine komplexe elliptische Kurve ud C £
eine zyklische Untergruppe der Ordnuigist. Zwei Paaré £, C;) und (E2, Cs) heilRenisomorph
wenn es einen Isomorphismiys E; — Es gibt, so dasg(C) = Cs.

Satz 3.2.4Die Abbildung

Lo(N)\H — {(E, P)}/ =, 7~ (C/A;, %))
ist eine Bijektion.

Aufgabe 3.2.5 Beweise den Satz.

I'-Stufenstruktur

Wir betrachten nun die Menge der Padt€, o), wobei E eine komplexe elliptische Kurve und
a : (Z/NZ)? = E[N] ein Gruppenisomorphismus ist. Zwei Pa&fé, o;) und (Es, az) heilRen
isomorph wenn es einen Isomorphismis E; — Es gibt, so das$; o a1 = as.

Wir skizzieren nun einen Satz wie zlif-Stufenstruktur. Dazu betrachten wir die Abbildung

L TN = (B} =, e (€/Ar (55 50,

BE(Z/NZ)*

wobei 3, die Komponente sei, auf derliegt. Man rechnet nach, dass diese Abbildung wohl-definiert
und bijektiv ist.
Modulformen als Funktionen auf elliptischen Kurven mit Stufenstruktur

Wir beschranken uns hier auf eine Interpretation von Modulformeln;Z&V) von einem Gewichk.
Diese Interpretation ist eine einfache Verallgemeinerung der Situationjidiégndie Stufel gesehen
haben. Wir betrachten nun Funktionen des Typs

F:{(E,P)} —C,
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wobei (E, P) wie zuvor eine elliptische Kurvél zusammen mit einem Puni& € E der exakten
Ordnungp ist. Von den Funktionet' verlangen wir, dass sie fir jedes C — {0} die Gleichung
F((C/sA,sP)) = s "F((C/A, P)) (3.2.1)
erflllen, wobei wir die Multiplikation mits als Abbildung
C/A > C/A, Pr—s-P

ansehen sollten. Sei nun eine Modulfoyfizu I'y (N) von Gewichtk gegeben. Wir setzen genauso
wie zuvor

F((E.P)) = <w;>’ff<ji>,

Wobei E = C/Ayy w,, P = 3 (r,8) (E3) + Awyw, Und (2}) € SLo(Z) mit (24) (£3)
und & (r,s) (2 22) () = 4(0,1) () sind.

Aufgabe 3.2.6 Rechne nach, dads wohl-definiert ist (vgl. Satz 2.4.11).

Il
/N
€ €
NSRS
N—

Bemerkung 3.2.7 Nicht jede Funktion?', die Gleichung 3.2/1 erfiillt kommt von einer Modulform:
Wir benétigen Holomorphie und Holomorphie in den Spitzen. Aber man #ese Eigenschaften
auch algebraisch fassen, was aber Uber den Rahmen der jetziges\waylBinausgeht.

Aufgabe 3.2.8 Formuliere &hnliche Aussagen fiig(N) undI'(V).

3.2.3 Modulkurven fur stabilisatorfreie Untergruppen

Wir beginnen mit einem Satz, der uns zeigt, dass die Untergruppen im Titfd v@drkommen.

Satz 3.2.9Fur N > 3 ist die Gruppel'(V) stabilisatorfrei. Gleiches gilt fuf'; (IV), falls N > 4.

Beweis.Der Betrag der Spur elliptischer Matrizen betrgider1. Im beiden Fallen betrachten
wir Matrizen des Typg 't b ), deren Spu + N(a + d) ist. Man sieht unmittelbar, dass fiir
N > 4 der Betrag dieses Ausdrucks ni¢hbder1 sein kann. FUtV = 3 undT'(V) bleibt der Fall
a+d = —1 zu betrachten. Wir nehmen nun die Determinante zu Hilfe. Ags(1+ Na)(1+ Nd) —
bc =1+ N(a+d) —bc=1— N —bcfolgt N = bc, was einen Widerspruch darstellt, denn sowohl
b als auche sind durch)V teilbar. O

[13.06.2007] Die Konstruktion von Modulkurven fir stabilisatorfreie Wgteppen ist einfacher,
da die Gruppenoperation dann als eine “Vertauschung” von Umgebumgg¢eden Punkt einer Bahn
angesehen werden kann, vorausgesetzt, die Umgebungen sindi@ncelidein. Wir sollten folgendes
Bild vor Augen haben [Bild].

Davon haben wir bereits im ersten Kapitel im Zusammenhang mit der Konsmukbio Tori
Gebrauch gemacht. Wir verweisen ganz ausdrtcklich auf Satz 2.1.29.
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SeienG, X wie in Satz 2.1.29. Unser Ziel ist es nun, ad§X eine Riemannsche Flache zu
machen, weniX eine ist. Grob gesprochen ist eine Riemannsche Flache ein topologisalna;, Bo
dass jeder Punkt eine Umgebung hat, dié&/z(0) homéomorph ist, und der eine holomorphe Struktur
tragt. Beispiele fur eine erste Vorstellung siidH undU; (0). Bezuglichl™; (V) \H wissen wir schon
fur N > 4, dass zumindest jeder Punkt eine Umgebung besitzt, dig, Zl) homdomorph ist. Wir
mussen uns im Folgenden also hauptsachlich um die holomorphe Struktur kiimme

Definition 3.2.10 Sei X ein topologischer Raum unf eine Indexmenge. Fir jedésc I sei ein
Tripel (U;, Vi, ¢;) gegeben mit:

e U; C X eine offene Menge,
e V; C C eine offene Menge,
e ¢; : U; — V; ein Hombomorphismus.

Dann heif3tX zusammen mitU;, V;, ¢;)i;c; €ine Riemannsche Flachéalls die folgenden Punkte
gelten:

o X = Ui

—1 —1

e C D¢ {UNT) e, U; N U; LN ¢j(U; nU;) C C ist eine holomorphe Abbildung fir
allei,j € Iund

o fiir jeden Punktr € X ist in {U;}icr eine Umgebungsbasis varenthalten, d.h. um fur jede
offene Mengé/ > x gibt es eini, so dass: € U; C M (ilt.

Die (U;, Vi, ¢;) heiBenKartenund die Menge der Karte{(U;, V;, ¢;) }ic1 heienAtlas.

Definition 3.2.11 SeienX,Y Riemannsche Flachen und: X — Y eine stetige Abbildung. Sei
{(Ui, Vi, ¢i) }ier €in Atlas vonX und {(ﬁj,?j,@-)}jg ein Atlas vonY. Die Abbildungf heif3t
holomorphoder auchMorphismus Riemannscher Flachéalls es fur jeden Punkj € Y und jedes
(7]- im Atlas vonY” um jedes: € X mit f(z) = y einU; im Atlas vonX gibt, so dass

e f(U;) CU;und
e die AbbildungC 2 V; Y U, L T, % 7, € € holomorph ist.
Bemerkung 3.2.12Sei X eine Riemannsche Flache mit einem At@&#;, Vi, ¢;) }ic7. Man sagt,
dass der Atlag(U;, Vj, ;) }jes von X feiner ist als der urspriingliche, wenn er alle Karten aus dem
urspriinglichen enthalt. Wir betrachten die Identifiit— X. Diese ist eine holomorphe Abbildung,
wenn wir das recht&’ mit dem groben und das linke mit dem feinen Atlas ausstatten. Dies nehmen
wir als Rechtfertigung daflr, dass wir in den folgenden Beweisen AtlantdnBelieben verfeinern.
Die hier vorgestellte Definition von Riemannschen Flachen ist nicht die ataidefinition”,
welche mit “maximalen Atlanten” arbeitet. Es sollte aber durchweg genidjerExistenz einer Um-
gebungsbasis um jeden Punkt im Atlas zu fordern, was wir ja getan haben.
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Definition 3.2.13 Sei X eine Riemannsche Flache ui# eine Gruppe, die stetig auX’ operiert.
Diese Operation heiftolomorph wenn die Abbildungd =% X fiir jedesg € G holomorph ist.

Satz 3.2.14SeienX eine Riemannsche Flache uhaine Gruppe, die auk holomorph, frei und mit
gleichméRig diskreten Bahnen operiert. DannIi§tX eine Riemannsche Flache und die naturliche
Projektions : X — T'\ X ist eine holomorphe Abbildung Riemannscher Flachen.

Beweis.Wir nehmen zunachst ohne Einschrankung einen etwas groberen @itlas endem wir
zu einer Teilmenge C I Ubergehen, so dass fir jedes J ausyU; N U; # 0 folgt, dassy = 1
ist. Dies durfen wir annehmen, da wir die Freiheit der Operation und gleilyndiskrete Bahnen
vorausgesetzt haben. Da es bei der Struktur von Riemannscheeiirliwhum das lokale Aussehen,
also das in kleinen Umgebungen um jeden Punkt geht, verlieren wir so lkéammation.

Wegen dieser Vergréberung haben wir nun, dass fiirjalle/ die Einschrankung

7T2Uj—>7T(Uj)

ein Homdomorphismus ist. Diesen benutzen wir, um in nattrlicher Weise einenatdalem Quoti-
enten zu definieren.
Die Indexmenge fur den Atlas des Quotienten sei alichls Karten benutzen wir
- 7r’1 ¢j
(w(U;),Vj, ¢5 : w(Uj) — U; = Vj)jeu.
Dieser Atlas enthalt offenbar Umgebungsbasen um jeden Punkt dée®en. AuRerdem rechnet
man nach, dass die Kartenwechselabbildungen holomorph sind, da gié &iiseaholomorphe Trans-
lation mit einem Element aus mit einer Kartenwechselabbildung van Gibereinstimmen. Dass der
Quotient eine holomorphe Abbildung ist, ergibt sich umittelbar. O

Korollar 3.2.15 Seil’ < SLy(Z) eine stabilisatorfreie Untergruppe. Dann ¥t = I'\H eine Rie-
mannsche Flache und die natirliche Projektion ist eine holomorphe Altgjldu O

Satz 3.2.16Seil’ < SL»(Z) eine stabilisatorfreie Untergruppe. Dann i&t- = Y1 N T\P}(Q) eine
kompakte Riemannsche Flache und die natirliche Projektion ist eine higdbmébbildung.

Beweis.Zundchst missen wir einen Atlas beschreiben und dann die Kompaktgeih zBattir-
lich soll der Atlas auftT mit dem oben definierten Ubereinstimmen. Wir missen also nur Karten auf
Umgebungen der Spitzen angeben. Jede Spitze kann mit einen$L2(Z) nachoo transportiert
werden. Ohne Einschrénkung betrachten wir daher nun die Sgitzie die Weiteh habe. Als Karte
auf einer Standardumgebufig= z +iy|y > T'} benutzen wiky, = ¢>77/", deren Bild inl,—2~r (0)
liegt. Man rechnet nach, dass die Kartenwechsel holomorph sind.

Nun zur Kompaktheit. SeKr = |J, . M}, eine offene Uberdeckung vakir. Wir erhalten die
offene Uberdeckungfl U P! (Q) = |J; 71 (My). Insbesondere ist dies eine offene Uberdeckung des
StandardfundamentalbereicliEzusammen mit den endlich vielen Spitzen, die diesen berihren. Fur
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jede dieser Spitzen wahlen wir nun eirks € K, so dassr— (M, ) diese Spitze enthalt. Dann ist
F — U, 7 1(My,) kompakt und wird daher von endlich viel@d, Uberdeckt. Folglich wird auc#
zusammen mit den bertihrenden Spitzen von endlich vieferiM;,) tberdeckt, indem wir einfach
die 7 ~1(Mj,) hinzunehmen. Da die Projektion auf den Quotienten surjektiv ist, ibezdatiksel7;,
bereitsXr. O

3.2.4 Modulkurven fiur Kongruenzuntergruppen

Der Anschaulichkeit halber beschranken wir uns auf Kongruenmymigpen, da wir von diesen wis-
sen, dass sie eine stabilisatorfreie Untergruppe (sogar einen Normplheilern. Alles in diesem
Abschnitt zu sagende gilt aber auch fur allgemeine UntergruppeSg(¥.) von endlichem Index.

Unser Vorgehen ist wie folgt. 1§t eine Kongruenzuntergruppe, dann enthdlt sie per Definition ein
I'(N), wobei wir ohne Einschrankunly > 3 annehmen kénnen. Wir werden dann zur Konstruktion
von Yr = I'\H zunachstr(yy = I'(V)\H benutzen, dem wir im vorigen Abschnitt die Struktur
einer Riemannschen Flache gegeben haben. Es istidaan(I'/T'(N))\Yr(y). Wir brauchen daher
nur noch Quotienten von Riemannschen Flachen nach endlichen Gruppetrachten.

Beispiel 3.2.17Dieses Beispiel ist das allerwichtigste zur Konstruktion von Quotienten iemndRn-
schen Flachen nach endlichen Gruppen, da alle solchen lokal ausgghaém Beispiel.
Wir betrachtenU; (0) als Riemannsche Flache (mit den offensichtlichen Karten: die Identitaten
in C). Darauf operiere die zyklische Gruppéh= Z/eZ via
U1(0) 2752, Uy (0)
mit {, = e2™"/¢. Diese Operation ist holomorph, der Purtkist der einzige nicht-trivial stabilisierte
Punkt und der Stabilisator ifi ist die gesamte Gruppé.

Wir machenU;(0)/G zu einer Riemannschen Flache via dem Atlas, der aus folgenden Karten
bestent.

2—2€

e Umgebungsbasis dér Fur jedesl > ¢ > 0 betrachten wir die Karté/;(0) /G —— Up(d) C
C. Die Abbildung ist ein Homdomorphismus.

e Seiz # 0. Umgebungsbasis von Fur jedess > 0, so dasd/s(x) N (.Us(x) = 0 furi # 0
mod e, betrachten wir die Karté/s(x)/G LR Us(z) C C. Die Abbildung ist wiederum ein
Homdomorphismus.

Man rechnet nach, dass es sich um eine Riemannsche Flache haBddleihes Fundamental-
bereiches]

Das folgende Lemma von Schwartz sagt uns schon einmal, dass obige®Baist ganz so
speziell ist, wie es vielleicht auf den ersten Blick aussieht.
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Lemma 3.2.18 (Schwartz)SeiG eine endliche Gruppe, die atf (0) holomorph und treu operiert,
so dassg.0 = 0 fur alle g € G gilt. Setzee = #G. Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus
¢ : G — ((.), so dass die Operation vane G aufU;(0) die Multiplikation mitg(g) ist.

Beweis.Nach dem Lemma von Schwartz ([FB], S. 125/126) ist jede biholomorph@iding
mit 0 — 0 von der Formz — (z fir ein ¢ mit |(| = 1. Wegeng® = 1 ist (¢ = 1. Also erhalten
wir die Abbildung¢ : G — ((.). Wegen der Treuheit ist diese injektiv. Sie ist auch surjektiv, da die
Ordnungen links und rechts identisch sind. |

Lemma 3.2.19 Sei X eine zusammenhangende Riemannsche Flache, auf der die endlighgeGr
holomorph und treu operiert. Dann sind die nicht-trivial stabilisierten Punkte X diskret.

Beweis.Seil # g € G fest. Es geniigt zu zeigen, dass die Punktait g.x = x diskret sind.
Waren sie es nicht, dann gabe es einen Haufungspunkt. Die holomohiielng X ——2% X
ware dann aber gleich der Identitat, da sie auf einer Menge, die eindand@punkt enthalt, mit der
Identitat Gbereinstimmt (dies folgt aus einem Satz der Theorie der Rienfam§&tachen, der sich
genauso wie der entsprechende Satz der Funktionentheorie bewassy).\iba der Identitat operiert,
haben wir aber durch die Forderung der Treuheit ausgeschlossen. O

Sei X eine zusammenhé&ngende Riemannsche Flache, auf der die endliche Gringu und
holomorph operiert. Nach dem Lemma sind die nicht-trivial stabilisierten Putikkeet. Seix ein
solcher und sdi/ eine Umgebung vom, so das$/ N gU = () fir alleg ¢ G... Wir kdnnen ohne Ein-
schrankung annehmen, ddgsunter der Operation vo&',. stabil und einfach zusammenhangend ist.
Dies muss man sich tGberlegen; dazu startet man zundchst mit einem eimaatimaenhangendén
bildet dannUgecl gU. Ist diese Menge nicht einfach zusammenhangend, dann hat sie evidlich
le Lécher. Durch Verkleinerung der Startmerigé&ann man dann erreichen, d@;er gU einfach
zusammenhéngend ist. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz ist jedé eidammenhéngende
beschrankte Menge biholomorph &uy(0). Die Operation vortz,, wird unter dieser Identifikation zu
einer treuen holomorphen Operation &uf0), die wir unter Zuhilfenahme des Lemmas von Schwartz
wie im obigen Beispiel beschreiben konnen.

Somit sehen die Stabilisatoren der Gruppenoperation auf einer Riemanridélche lokal genau
wie im Beispiel aus. Insbesondere ist die Grugpezyklisch. [Bild] Uber dem Punkt(z) liegen
also#(G/G,) verschiedene Punkte (firdie naturliche Projektion).

Definition 3.2.20 Ist z ein nicht-trivial stabilisierter Punkt, dann heif3t die natirliche Projektion
X — G\X beiz verzweigtunde, := #G, heil3t derVerzweigungsindex

[14.06.2007]

Satz 3.2.21Sei X eine zusammenhé&ngende (kompakte) Riemannsche Flache, aué¢ @adtiche
GruppeG holomorph operiert. Dann igtr\ X eine (kompakte) Riemannsche Flache und die naturli-
che Projektion ist eine holomorphe Abbildung.
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Beweis.Wir skizzieren den Beweis nur. Als Karten benutzen wir die folgenden:

2 —zCT

m(Uj) 2 U; /Gy =2 U1(0)/(Ce,) — U1(0) C C,

wobeiU; eine Umgebung vom sei, die hinreichend klein ist (wie vorne).
Um die Kompaktheit voit:\ X fiir kompaktesY zu sehen, geniigt es, eine gegebene Uberdeckung
von G\ X auf X zuriickzuziehen und dort die Kompaktheit auszunutzen. |

Korollar 3.2.22 Seil" eine Kongruenzuntergruppe. Dann sivid und X+ Riemannsche Flachen und
X ist kompakt. O

3.3 Modulkurven und Modulformen

3.3.1 Modulformen als Differentialformen
Definition 3.3.1 e SeiU C C eine offene Menge. Wir setzen
e (U) ={f(2)(dz)™|f : U — C holomorph}

und
Qm

mer(U) = {f(2)(d2)"|f : U — C meromorph.
Dabei ist(dz)™ einfach als Symbol zu verstehen und somi@igt, (U) = M(U)(dz)™, wobei

M (U) die meromorphen Funktionen alifsind (&hnlich fir die holomorphen).

Fur eine Funktionf wie oben heil3f (dz)™ das assoziierte:-Differential.

e SeienU, U’ C C offene Mengen und : U — U’ sei eine holomorphe Abbildung. Ferner sei
W' = f(2')(dz’)™ einm-Differential aufU’. Dann ist

dp\m
¢ (w) = f(é(z))(dff) (dz)™ = f(¢(2))(d(e(2)))™
ein m-Differential aufU’. Wir erhalten also eine Abbildung
Qm

mer

) L, (U).

Es heil3tp*(w) zuriickgezogenes Differentidhhnliches haben wir fiir die holomorphen Diffe-
rentiale.

e SeiX nun eine Riemannsche Flache mit Kartén, V;, ¢;);cr. Elnemeromorphen-Differen-
tialform auf X ist eine Familie

(wi)ier = (fi(2i)(d2i)™ )ier

von meromorphem-Differentialformen auf(U;) = V;, so dass unter den Kartenwechselab-

bildungen

1 _
(bz}j : (b(Uz mUj) ¢>Z—> U; N Uj ¢—J> ¢j(Ui N UJ)
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gilt, dasse; ;(w;) = wi, bzw.f;(2:)(dzi)™ = fj(gzbi,j(zj))(df;j)m(dzz-)m. Der Vektorraum der
meromorphenn-Differentiale aufX wird mit Q. .(X) bezeichnet. Eine &hnliche Definition

machen wir auch fiir holomorphe Differentiale. [Ubrigens gebrauch@rdie Worter “Diffe-
rential” und “Differentialform” als Synonyme.]

e SeienX,Y Riemannsche Flachen uigd: X — Y eine holomorphe Abbildung. Dann definiert
man durch Zuriickziehen auf den Karten eine Abbildung

*

am (v) 2 am (X)

mer mer

und ahnlich fur holomorphe Differentialformen.

Bemerkung 3.3.2 Sei X eine kompakte Riemannsche Flache.

o Qe (X) = M(X).

e OY (X) = C, dajede holomorphe Funktion, die auf gakizdefiniert ist, konstant sein muss.
(] dlmm(x) Qger(X) =1.

e FUr eine nicht-konstante holomorphe Abbildung X — Y zwischen Riemannschen Flachen
ist die Zurtickziehabbildung* : Q7 (V) — Q. .(X) injektiv. Denn wérey* nicht injektiv,

mer mer

dann wére die Ableitung vop Uberall 0.

[20.06.2007] Wir begeben uns nun in die Situtation von Modulkurven, dieé&her untersuchen
wollen. Sei also von nun an eine Kongruenzuntergruppe. Wir haben

05 v < X

Die SL2(IR)-Operation aufl ergibt durch Zurtickziehen eird.,(R)-Operation auf2). .(H). Diese
machen wir nun explizit. Dafir sgi = (¢%) € SLy(R) undw = f(7)(dr)™ € Qm,.(H). Dazu
bemerken wir erst eben, dass wegen des einfachen Zusammenharifsalle Differentiale aufH
von dieser einfachen Form sind. Fir das zurlickgezogene Differei ergibt sich:
Flam)agr)™ = FCTE DT = (T e + ) )™ = (Slam(0)) () ()™
Dies erinnert uns nattrlich schon wieder sehr stark an Modulformemauge haben wir folgenden
Zusammenhang:

Lemma 3.3.3 Seil" C SLy(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. Die Abbildungen

fe=f(n)dr)™ m
{f: H — C holomorphf|om(y) = f ¥y € T} 2210 gm gyt

und

{f : H — C meromorphf|s,,(y) = f ¥y € T} EimciSo ISR Qm ()"

sind bijektiv. Dabei bezeichnéy® die I'-Invarianten.
Die erste Menge links ist bis auf die Bedingung in den Spitzen die Mengeatkrifigrmen von
Gewicht2m zuT'. Diese werden wir in Kiirze auch noch behandeln. O
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Nun wollen und kénnen wir eine erste Beziehung zwischen Modulformdriodulkurven her-
stellen. Es gilt ndmlich der Satz:

Satz 3.3.4Die naturliche Projektionr : H — Yr induziert durch Zurlickziehen Bijektionen

QZ@A}%)_ﬁslm

mer

(H)"

und
O (Yr) — O (H)

Beweis.Der Beweis ist etwas langlich, aber einfach. Die technische Komplikation trifiate
einer nicht-freien Operation vdnauf, denn dann muss man die etwas komplizierteren Karteryyvon
benutzen. Fir die Details siehe den Aufschrieb wahrend der Vorlesung m

Definition 3.3.5 Seil" eine Untegruppe voAL2(Z) von endlichem Index. Fiir € N sei A (I") der
C-Vektorraum der meromorphen Modulformen von Gewichti ", d.h. dassf : H — C eine mero-
morphe Funktion ist, di¢|(y) = f fur alle y € T erflllt, und die meromorph in den Spitzen ist (mit
der inzwischen offensichtlichen Definition daftr). [Wir haben meromefdibdulformen inzwischen
auch schon benutzt. Ich sollte diese Definition also etwas nach vorndeatiie

Der folgende Satz gibt uns eine geometrische Beschreibung meroma#tpdatformen und so-
mit einen ersten echten Zusammenhang zwischen Modulformen und Moadzrkur

Satz 3.3.6 Seienl” eine Kongruenzuntergruppe und;j wie oben. Das Bild der zusammengesetzten
injektiven Abbildung

Qm (xp) 5 am (ve) 2 om ()"

mer mer mer

ist gleich der Mengé f(7)(d7)™|f € A (T)}.

Beweis.Das einzige, was zu testen ist, ist die Meromorphie in den Spitzen. Wir kommen
wiederum auf die Spitzeo beschréanken, deren Weitesei. Wir setzen wie immey, = €27/ und
erhalten .

dqn  2m
— = —dr.
qn h
Wir wissen und benutzen, dass jede meromorphe Funlftiol — C, die der Transformationsregel

flam () = f fur alley € T genigt, eine Fourier-Entwicklung besitzt. Damit folgt:

m n m h m n—m m
f(r)(dr)™ = Z angp (dr)™ = (Tm) Z angy” " (dgp)™ = w. (3.3.2)
nez ne”L
Somitistf genau dann meromorph i, wennw in oo meromorph ist. O

Um nun von meromorphen Modulformen zu holomorphen zu gelangengewevi noch etwas
mehr Notation einfihren und einige Vorarbeiten leisten, die uns erlaubelemeden Holomorphie-
begriff von Differentialen auf Quotienten nach nicht-freien Gruppemnationen in den Griff zu be-
kommen.
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Definition 3.3.7 Seir : Y — X eine nicht-konstante holomorphe Abbildung Riemannscher Flachen.
Seiy € Y beliebig. Nach Definition gibt es eine “kleine” UmgebuligD> U > y, so dassr : U —
7 (U) auf Karten (ohne Einschrankung mgit— 0 undx(y) — 0) durch eine Taylor-Reihe
m(z) = Z anz"
n=ey
mit a.,, # 0 beschrieben wird.
Dann heil3k, der Verzweigungsindex venbeiy.

Bemerkung 3.3.8 e Nach geeigneten Transformationen kénnen wir annehmen, dass daeBild
Karten jeweilsUU; (0) ist undr auf diesen Karten durch — z¢v gegeben ist.

e Ist7—!(x) fir z € X endlich, dann ist die Zahl
Z €y
yer—H(z)

unabhangig vorx. Sie heil3t deGrad vonm.

¢ Dies verallgemeinert die Definition von Verzweigung von Quotientenablgi&un: G\ X —
X. Der Grad dieser Abbildung is#G, falls G endlich ist und treu und holomorph auf
operiert.

Lemma 3.3.9 Seir : Y — X eine holomorphe Abbildung Riemannscher Flachen, die nicht konstant
ist. Seierny € Y undz € X mitw(y) = z und sew € Q7 .(X). Dann gilt:
1 1
—Ordy(m*w) = Ordg(w) + m(1 — —).
€y €y
Beweis.Siehe Vorlesung. O

Definition 3.3.10 Sei X eine Riemannsche Flache. Setze
Divz(X) = Div(X) = Z[X]
und
Divg(X) = Q[X].
Die Elemente beider heilf&ivisoren vonX. Dies sind also formale Linearkombinationen von Punk-
ten ausX mit Koeffizienten itZ oder@Q, von denen nur endlich viele nichtsind.

Wir schreibenl” = T'/(T' N {#1}).

Definition 3.3.11 Seiw € Q. .(X) einem-Differentialform fir eine Riemannsche Flache Wir
setzen
Div(w) = Y _ Ord,(fi)z € Div(X).
zeX
Dabei istf;, so dassf;(z;)(dz;)™ die Differentialformw aufU; beschreibt. (Man Gberprift, dass die

Definition unabh&ngig von der Wahl der Umgebung wamd der entsprechenden Karte ist.)
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Definition 3.3.12 Sei0 # f € Ay, (I"). Setze
Div(f) := Z Ord,(f)P € Divg(Xr)
PeXr

mit

LOrd,(f), fallsT e Hmit =P

ordp(f) = | #0T) T (r)

Ordp(f(q)), falls P Spitze
Dabeiiste, = #I'; undOrdy(f|(c)) ist die Ordnung der Funktioif|(0))(q) = >,z ang™, wobei
ooco = P undg = 2™/ mit der Weiteh der SpitzeP (das haben wir schon eher so benutzt).

Diese beiden Definitionen bringen wir nun im Falle der Modulformen zusammen.

Satz 3.3.13Seienf € Ay, (T') undw € Q. (X1) mit j*7*w = f(7)(d7)™ (vgl. Satz 3.3.6). Dann
gilt:

Div(f) = Div(w) + m 3 (1= —)P + m(Spitzeny) € Divg(Xr)
PeYr ep

mit (Spitzenr) = 3 pexp. vy P-

Beweis.Nach Gleichung 3.32 gilDrd, (w) = Ords(f) — m. Nun geniigt es, das Lemma auf
7 : H — I'\H anzuwenden. O

Definition 3.3.14 SeiX eine kompakte Riemannsche Flache iihe- ),y npP € Divg(X).
Wir setzen
Q%(D) :={w e Q. (X)|Div(w) + D > 0}
(dabei heil3t =", dass alle Koeffizientetr 0 sind). Ferner setzen wir
[D]:= " [np]P
PeX
mit der Gaul3-Klammer (d.Hz] ist die grof3te ganze Zahl kleiner gleigh.

Korollar 3.3.15 Setzell = > py. (1 — é)P + (Spitzeny) € Divg(Xr). Dabei ist zur Erinne-
rungep = #I, fur ein (jedes)r € H, in desse’-Bahn P liegt. Dann haben wir die folgenden
Isomorphismen (vofi-Vektorraumen):

U (X1) <=L g ()

m w—f

Xy ([mE]) —= Mo (T)

. ([mE] — (Spitzenp)) <=L Sy, ().

Die Zuordnung erfolgt dabei unter Zuhilfenahme von Satz 3.3.6.
Insbesondere igt (0) = Q};(Xr) isomorph zuS,(T).

Beweis.Laut vorherigem Satz gibiv(f) = Div(w)+ E. Die erste Zeile ist Satz 3.3.6. Die zweite
Zeile entspricht der Bedingurigiv(f) > 0 und die dritte der Bedingurigiv(f) > (Spitzenp). O



3.3. MODULKURVEN UND MODULFORMEN 79

3.3.2 Das Geschlecht von Modulkurven

In diesem Abschnitt berechnen wir das Geschlecht von ModulkuB®ist gleich der Dimension des
zugehdrigen Vektorraumes von Modulkurven von Gewitht

Lemma 3.3.16Istg : X — C eine meromorphe Abbildung und j6t Y — X eine nicht-konstante
holomorphe Abbildung Riemannscher Flachen, dann gilt die Formel

eyOrdy(y)(g9) = Ordy(g o f)
mity € Y.

Lemma 3.3.17 Es seil’ < SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe und: Xr — Xgr,(z) die naturli-
che Projektion. Dann gelten:

(@) Grad(rm) = (SLy(Z) : T),

(b) e, = (SL2(Z), : T,) fury € HUPY(Q).
Aufgabe 3.3.18 Beweise beide Lemmata.

Definition 3.3.19 SeiX eine kompakte zusammenhé&ngende Riemannsche Flache. Wir defilsiere
Geschlechvon X als
g(X) = dimc 9 (X).

Anschaulich ist das Geschlecht die Anzahl der Lécher in der Riemhandglache und somit
gleichdim¢ H; (X, C). [Bild] Wir werden aber nur die Formel in der Definition benuzten.

Wir werden die Berechnung des Geschlechtes ¥grmit der Riemann-Hurwitz-Formel auf das
Geschlecht voXgy,, 7y zurtickfihren.

Lemma 3.3.20 Es gilt g(Xgp,,(z)) = 0.

Beweis.Nach Korollar 3.3.15 ist das Geschlecht v&g;,, z) gleich der Dimension des Raumes
der Spitzenformen von GewicBtzu SLy(Z). Von dieser wissen wir aber, dass 8iist. O

Theorem 3.3.21 (Riemann-Hurwitz) Seim : Y — X eine nicht-konstante holomorphe Abbildung
kompakter zusammenhéangender Riemannscher Flachen. Dann gilt

29(Y) — 2 = (2g(X) — 2)Grad(r) + > (e, — 1).
yeyY
Den Beweis flihren wir spater auf(S.|85.
Wir sind nun in der Lage, eine Formel fur das Geschlecht¥granzugeben.

Theorem 3.3.22Seil" < SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Wir setzen:
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o pu:=(SLo(Z) : 1),

e Va = #Spitzeny — #(T\PL(Q)),

e 15 := Anzahl der Punkte € Yr, so dasd'; # {1} undr = oi fur eino € SLy(Z),

e v3 := Anzahl der Punkte € Yt so dasd, # {1} undr = oe?™/3 fiir eino € SLy(Z).

Dann gilt

H v V3 Vo
Xp) =142 _2_UB_ Yoo
9xXr) =1+ 5 -G -3

Beweis.Wir betrachten fiir den gesamten Beweis die natirlichen Projektionen
II ™
HUPY Q) = Xr & Xs1,(2):

Nach obigem Lemma ist das Geschlecht der rechten Riemannschen Blaoldesomit ergibt die
Riemann-Hurwitz-Formel fu:

1
g(Xr)=1-p+3 ;< D,
day gleich dem Grad vom ist. Wir wollen nun alsd, . (e, — 1) berechnen.

Wir betrachten zunéachst solchec H mit II(7) = y und=(y) = 4. Es gibt zwei Moglichkeiten,
je nach dem, ol trivial ist oder nicht. Im ersten Fall folgt, dassbei y verzweigt mite,, = 2 und
im zweiten Fall istr unverzweigt, alse, = 1. Mit unserer Definition vons, folgt unmittelbar, dass
es% Punktey € Yr gibt, die in den ersten Fall fallen, und Punkte im zweiten Fall.

Weiter betrachten wir nun solchec H mit I1(7) = y undr(y) = ¢>™/3. Es gibt zwei Moglich-
keiten, je nach dem, ob, trivial ist oder nicht. Im ersten Fall folgt, dassbeiy verzweigt mite, = 3
und im zweiten Fall istr unverzweigt, alse, = 1. Mit unserer Definition von; folgt unmittelbar,
dass eé”‘% Punktey € Yr gibt, die in den ersten Fall fallen, ung Punkte im zweiten Fall.

AuRerdem wissen wir, dass fur jedesc H mit SLy(Z), # {1} entwederr(II(7)) = i oder
7(II(7)) = €*>™/3 gilt. Daher brauchen wir uns nun nur noch den Spitzen zuzuwendegibEs,,
Spitzen, die alle aufo abbilden.

Somit folgt insgesamt:

DSl -0=E2e- D BB Y e) -

yeXr y€ESpitzeny
13 1 2

FU - §V2 - §V3 — Voo,

e, benutzt haben. Die behauptete Formel folgt sofort. O

wobei wir p = Grad(m) = >

yESpitzenp
Korollar 3.3.23 SeiN > 3. Setzgin = 5N° []jjy primzan(1 — 12)- ES gilt:

N -6
12N °

9(Xravy) =1+ un
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Beweis.Wir haben vorne gesehen, dassuy = (SLz(Z) : T'(N)) ist, weshaluy = (SLy(Z) :
['(N)) folgt. AuRerdem wissen wir, dasg = v5 = 0 ist. Es giltT(N)__ = T'(N)oo = (T) mit
T = (}1), weshalke,, = Nist. Dal'(N) ein Normalteiler vor8L(Z) ist, haben wir auch, o, = N
fur alleo € SLy(Z), denn

I'(N)yoo = o(TVYo L NI(N) = o(TV )L

Folglich ist nach der Gradformel, = . /N. Einsetzen in obiges Theorem ergibt die Behauptung.
O

Beispiel 3.3.24Wir haben das Beispidly(2) anhand seines Fundamentalbereiches diskutiert und
p=3,v2 =1,v3 = 0 undv = 2 gefunden, woraug(Xr, ) = 0 folgt.

[27.06.2007] Bei der Berechnung des GeschlechtesXjgqy ist es sehr praktisch, Kriterien fur
vo = 0 undvs = 0 zu haben. Diese werden von der folgenden Aufgabe bereit gestellt.

Aufgabe 3.3.25Benutze algebraische Zahlentheorie, um folgende Aussagen zu zeidenen sich
v undvs auf die ModulkurveXt vy beziehen:

(&) o =0« N istteilbar durch eine Primzah} = 3 mod 4 oder N ist teilbar durch4.

(b) 3 = 0« N istteilbar durch eine Primzah} = 2 mod 3 oder N ist teilbar durch9.

Aufgabe 3.3.26 (a) Benutze Lemma 2.5.6 und Satz 2.5.7, um ein Vertretersystdry (Vo SLs(Z)
anzugeben (Achtung, die Formel, die ich in der Vorlesung angegedit Ist leider falsch furv
die keine Primzahlpotenzen sind).

(b) Folgere, dass\t, mit einer Primzahp genau zwei Spitzen hat, die vomind oo reprasentiert
werden kénnen. Dabei ist die Weite der Spitzgeichp und die der Spitzeo gleich1.

(c) Folgere:g(Xty)) = 0undg(Xr 1)) = 1.

(d) Was sindy( Xt 35, undg(Xp(2))?

3.3.3 Dimensionsformeln

Definition 3.3.27 Sei X eine Riemannsche Flache uttl= } .y npP € Divg(X) ein Divisor.
Der C-Vektorraum

L(D):={f: X — CmeromorphDiv(f) + D > 0}
heil3t derLinearraum zuD. Wir setzen
I(D) := dim¢ £(D)

und

Grad(D) := Z np.
pPeX
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Bemerkung 3.3.28 Sei X eine Riemannsche Flache uit= )" ,_ npP € Divg(X) ein Divisor.

e Grad(Div(g)) = 0 fur jede meromorphe Funktion : X — C. Dies ist eine recht einfache
Konsequenz des Residuensatzes. Den Beweis geben wir aber nicht.

Damit gilt: Grad(Div(g) + D) = Grad(D) und Grad(Div(gw)) = Grad(Div(w)) fur jedes
Differential w € Q7. (X).

mer

e IstGrad(D) < 0, dannist/(D) = 0. Dies ist eine triviale Aussage, die sich aber als ungeheuer
wichtig herausstellen wird.

e Ist D' € Divg(X) mit D = D’ + Div(g) flr eine meromorphe Funktiopn : X — C, dann
haben wir den Isomorphismus

LD) = LD, frf-g
und somit (D) = I(D’).

Definition 3.3.29 Jeder DivisorDiv(w) fiir 0 # w € QL. (X) heiBtkanonischer Divisound wird
mit K bezeichnet.

Wir wissen, dass jedes’ € QL. (X) von der Formgw mit einemg € 9M(X) ist. Daher gilt
Div(w') = Div(g) + Div(w).

Theorem 3.3.30 (Riemann-Roch)Sei X eine kompakte zusammenhéngende Riemannsche Flache.
Fir D € Div(X) gilt die Formel

(D) —Il(K — D) = Grad(D) — g(X) + 1.
Von diesem Satz geben wir hier keinen Beweis; er wilrde den Rahmen doelsung sprengen.
Bemerkung 3.3.31 e Die Abbildung
L(K + D) — QYD), g~ gw
fr Div(w) = K ist ein Isomorphismus. Dies folgt unmittelbar aus der Definition.
e Wir setzenD = 0 in der Riemann-Roch-Formel und erhalten:
dim O}, (X) = I(K) = 1(0) — 1+ g(X) = g(X),

da(0) gleich der Dimension des Vektorraumes der holomorphen AbbilduAgen C, der
nur aus den konstanten Funktionen besteht. Somit haben wir die Defindtiog( ¥ ) zuriick-
gefunden.
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o Wir setzenkK = D in der Riemann-Roch-Formel und erhalten:
I(K)=1(0) + Grad(K) — g(X) + 1
und somitGrad(K) = 2¢(X) — 2.

e Falls Grad(D) > 2¢(X) — 2ist, dann istt(K — D) = 0 nach obiger Bemerkung und folglich
ergibt sich
I(D) = Grad(D) — g(X) + 1.
Diese Formel ist ungeheuer wichtig, da sie rechts nur einfach ausrendsr Terme enthalt.
Es ist namlich im Allgemeinen nicht leictit X' — D) zu bestimmen. Diese Formel wird der

Schlissel fur die Dimensionsformels von Modulformen sein, wie wir im t&clSatz sehen
werden.

Satz 3.3.32SeiI" < SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe und g€i = Div(w) ein kanonischer

Divisor von Xt. Der Divisor E' sei wie oben definiert. Dann haben wir Isomorphismen:
Mo, (T) = Q" ([mE]) — L(mK + [mE))

fw™) = f
Som(I') = Q™([mE] — (Spitzenp)) <« L(mK + [mE] — (Spitzenr)).

Beweis.Der linke Isomorphismus ist der aus Korollar 3.3.15 und der rechte folgtobigen
Bemerkungen. O

Damit ergeben sichlim M, (I') = I(mK + [mE]) und dim Sa,,,(I') = I(mK + [mE] —
(Spitzeny)). Wir wollen nun den Satz von Riemann-Roch benutzen, um diese GroRenraah-
nen. Wir beginnen mit einem Lemma.

Lemma 3.3.33Es gilt Grad(K + E) > 0.
Beweis.Zunachst gilt
Grad(K + E) = Grad(K) + Grad(E)

1
— 2g(X1) — S
s =2+ 3 (1= 1)+
PEYF

1 2
=2g(Xr) =2+ g2+ 3V Voo

mit Notationen wie in Theorem 3.3.22. Aus dem Beweis dieses Theorems arwaltdie Gleichung

1 2
2g(Xr) =2==2u+ S(u—v2) + S —v3) + (0 — veo).
Durch Einsetzen in die obere Gleichung ergibt sibhad(K + E) = § > 0. 0

Theorem 3.3.34Seil’ < SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe umd, = #Spitzeny. Dann gelten
die Formeln:
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(a)
(2m — 1) (g(Xr) = 1) + X peyp [m(l = 5]+ (m — Dve, fallsm > 1
Xr), fallsm =1
dim Sy, (T) = 4 95T "
0, fallsm = 0
0, fallsm < 0.
(b)
dim So,,, (T') + Voo, fallsm > 1
dim So(T') + veo — 1, fallsm =1
dim My, () — 4 52 7 "
1, fallsm =0
0, fallsm < 0.

\

Beweis.Wir gehen Fall fur Fall durch.

Furm < 0 folgt sofort aus dem Lemma, da§sad([mE] + mK) < 0 ist und somitl([mE] +
mK) = dim Mo, (I") = 0 gilt.

Die Modulformen von Gewichd sind gerade gleich den holomorphen Funktionen 8gf also
konstant. Diese Konstante muss fir eine Spitzenform @lsein, da die Funktion ja in den Spitzen
verschwinden muss. Dies zeigt den Fall= 0.

Im Fall m = 1 gilt [mE] = [E] = (Spitzeny) und folglich haben widim S»(I") = ¢(Xr) und
dim M>(T") = I(K + (Spitzenr)). Nach Riemann-Roch gilt damit:

dim M»(I") = [(—(Spitzeny)) — Grad(—(Spitzenr)) + g(X5) — 1 = g(X) + veo — 1.
Nun seim > 1. Zunachst halten wir fest, dass

Grad([mE] + mK — (Spitzenr))

— m(2g(X0) ~2) + 3 m(1 = )] + (m — D > 2g(X) 2

e
PeYr P

ist. Folglich ist nach Riemann-Roch und der anschlieRenden Bemerkung
dim S9,,(I') = l[([mE] + mK — (Spitzeny)) = Grad([mE] + mK — (Spitzenp)) + 1 — g(Xr).

Einsetzen ergibt die gewiinschte Formel. &iin Ms,, (I") geht man wortlich genauso vor, aul3er, dass
der Term(Spitzenr) an den entsprechenden Stellen gestrichen werden muss. O

Beispiel 3.3.35 o dim M>(I'y(4)) =0+3—-1=2
o dimSy(Tp(4)) =4 —-1)(0—-1)+(2-1)3=0

e dim M4(F0(4)) =3
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o dim S(T'o(11)) = 1

[ ] d1m54(F0(11)) =2

Aufgabe 3.3.36 Berechnelim Ss (F0(35)), dim S (F0(35)), dim Mlg(ro (35)) und Slo(Fo(Q))

Beweis der Riemann-Hurwitz-Formel (Theore )Es sei0 # w € QL ..(X). Dann ha-
ben wirGrad(w) = 2¢g(X)—2undGrad(7*w) = 2¢(Y’)—2 nach Riemann-Roch. Wir kénnen mittels
7* auch Divisoren zuriickziehen: SBi= ) p. x npP;dannsetze™D =} pe x> ger-1(p) €QQ-

Dann istinsbesondeférad(n* D) = Grad(w)Grad(D). Mit dieser Definition folgt aus Lemma 3.3.9

Div(r*w) = 7*(Div(w)) + Z(ey —1).
yey

Nun geniigt es, den Grad auf beiden Seiten dieser Formel zu nehmen. O

Wir haben an dieser Stelle den Beweis von Thearem 1.0.25 aus der Einleibgegchlossen,
denn es fehlten nur noch die Dimensionsformeln. Dabei missen wir allerdingestehen, dass der
Beweis den Satz von Riemann-Roch benutzt, den wir nicht bewiesen.Habeneinige Details der
Riemannschen Flachen sind wir auch etwas schnell hinweg gegangemmsien wurde alles bewie-
sen. Mit eigentlich jedem Buch zu Riemannschen Flachen kann nun der des Beweis flr sich
selbst komplettieren.

Als Nachstes kommen wir zur sogenannten Sturm-Schranke (nach Jaecot),Slie uns ein Kri-
terium liefert, wann zwei Modulformen identisch sind.

Satz 3.3.37Seil’ < SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe und seigry € Ms,,(T'). Ferner seix
eine Spitze. Falls

Ord,(f ~ g) > m(2(g(Xr)) ~2) +m Y (1= ) + m#Spitzenr,
PeYr

dannistf = g.

Beweis.Wir nehmenf # g an. Wir haben gesehen, dd3s/(f — ¢g) = Div(w) + mE mit dem
zu f — g gehdrigerw € Q7. (Xr). Fur den Grad erhalten wir

mer

1
Grad(Div(f — g)) = m(2(9(Xr)) —2) + m Z (1 — —) + m#Spitzenp.
PeYr er
Da abeDiv(f — g) ein effektiver Divisor ist (d.h. alle Koeffizienten sind gréRer gleiyhergibt die
Voraussetzung aOrd, (f — g) sofort einen Widerspruch unfi= g folgt. O

Mit unserer mittlerweile gesammelten Erfahrung ist es ein Leichtes, die Fornespiiziteren
Termen auszudricken, zum Beispiel unter Verwendungaom; etc. und sie zum Beispiel flif( V)
Zu spezialisieren.
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3.4 Hecke-Theorie

3.4.1 Modulkorrespondenzen

Definition 3.4.1 SeienN,n € N mit (n, N) = 1. Wir definieren

AG(N) ={(25) e Mx(Z)| (¢5) = (5%) mod N,det (2§) =n},
AVN) ={(¢3) € Mx(Z)] (2 5) =(§7) mod N,det (&) =n},
Ag(N) = U o (),

neN mit (n,N)=1
A1(N) = 1(N)

Im Folgenden sei stet&\,I") = (A1(N),['1(V)) oder(A,T) = (Ag(N),Tg(N)), es sei denn,
wir sagen explizit etwas anderes.

Lemma 3.4.2 Seia € A. Wir setzen
I',=TnNna 'Taundl'*=TNala"'.

Dann hatl",, endlichen Index i unda~'T'a (dazu sagt man auch, daBsinda~'T'a kommensura-
bel sind) ebenso hadt® endlichen Index i undal'a~! (alsol’ undal'a~! sind kommensurabel).

Beweis.Sein = det . Man rechnet mit Matrizen nach, dass
a 'T(Nn)a C T(N).

Daher ist
I['(Nn) C o 'I'(N)a € o Ta.

DamitistI'(Nn) C I',, und die erste Behauptung folgt. Ganz ahnlich geht man fir die zweite vor.
O

Beispiel 3.4.3Seil" = T'4(/V) und p sei eine Primzahl. Der wichtigste Fall fir das Folgende ist
a = (¢9). Eine elementare Rechnung zeigt:

I =To(Np).
Definition 3.4.4 Seia € A. Wir betrachten das Diagramm

Lo \H ———"—=T*\H

T\H T\H,
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in demn® undm,, die natlrlichen Projektionen sind. Man Gberpruft, dass dies wohl-defiisieunter
Verwendung vonl',a~! = I'?,
Die Modulkorrespondenbhzw.Hecke-Korrespondenz, ist definiert als

@

7o : Div(Yr) 2% Div(Yr, ) 2% Div(Yre) o Div(Yy).

Dabei ist7* das Zurtickziehen von Divisoren, das wir schon eher gesehen hafen und 7 sind
die Abbildungen, die sich durch Anwendung wobzw.7* auf die Punkte des Divisors ergeben.

Diese Modulkorrespondenzen werden wir sofort noch expliziterivegzen. Zunachst ein Lem-
ma. [Erinnerung an Doppelnebenklassen.]

Lemma 3.4.5 Seienw; € I' fur i € I fur irgendeine Indexmenge Dann gilt
I'=| |Taas & Tal =| |Taa;.
i€l el

Beweis.Siehe Vorlesung. Es ist eine einfache Rechnung. O

Korollar 3.4.6 Seia € A. Ferner seil’'al’ = | |,.; 'aa;. Dann ist die Hecke-Korrespondenz :
Div(Yr) — Div(Yr) durch7 — . ; ac;7 auf Reprasentanten ¢ H gegeben.

Beweis.Dazu genigt es, die Definition unter Zuhilfenahme des Lemmas zu Gbemprif O

Bemerkung 3.4.7 Es gilt A" = |, A det a=n ['@I" und man kann endlich vielg; fir i € I auswah-
len, so dass\” = | |;.; ToyT.

Definition 3.4.8 Es seiA” = | |,.; I'a;I". Der Hecke-Operatof, auf Div(Yt) ist definiert als
T, = ZTai.
i€l

Lemma 3.4.9 Fir (a, N) = 1 gibt es eine Matrixr, € To(N) mito, = (¢," 9) mod N.

Beweis.Aus (a, N) = 1 folgt die Existenz vom, s mit 1 = ar — N's. Also ist die Matrix( 5 ) €
(V) und weiter gilt( 3y ;) = (aal $) mod N. Jetzt brauchen wir nur noch die rechte obere Ecke
auszuraumen, um die gewiinschte Matrix zu finden. Wir setzea (1 5) (¢ ) € T'o(N). Eine
kurze Matrizenrechnung zeigt, dassdie Anforderungen erfuillt. O

[03.07.2007]
Satz 3.4.10(a) Wir haben die Zerlegung
AF(N) =] roV) (§5).
a b

wobeia die positiven Zahlen durchlauft mit| » und(a, N) = 1 undb die ganzen Zahlen mit
0<b<d=:n/a.
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(b) Fur (a, N) = 1 wahlen wir eine Matrixo, wie im Lemma. Dann haben wir die Zerlegung
a1 = LT (ea (54)
a b
mit a, b, d wie in (a).

Beweis.Siehe Vorlesung. Auch dieser Beweis ist elementar. O

Als Nachstes geben wir eine Interpretation des Hecke-Operé}oirs der Modulinterpretation
der Modulkurveyr ).

Satz 3.4.11Auf Y () ist T}, mit einer Primzahp gegeben durch

Yo T pr, fallspt N,

Tp: 7+ Lo
p—
=0 3 fallsp | N.

Unter den Identifikationen

1

Po(N\H — {(E,C)}/ =, 7= (C/Ar, ()

undDiv(Yr,(n)) = Div({(£,C)}/ =) ergibt sich
TP : (Ev C) = Z (E/,C,),
(E",C")
wobei die Summe Uber allelsogenient — E’ lauft undC’ jeweils das Bild vort' ist.

Beweis Die erste Aussage folgt aus dem Satz. Fir die zweite braucht man siklanzu machen,
wie diep-Isogenien fur die elliptische Kurv€/A . aussehen. Dies haben wir in der Vorlesung getan.
Es ist eine leichte Rechnung. O

Im nachsten Schritt wenden wir uns der abstrakten Hecke-Algebraalsdinebenklassenalgebra
zu.

Definition 3.4.12 Der Hecke-RingR(A, T) ist die freie abelsche Gruppe auf den Doppelnebenklas-
senlal fir a € A.

Unser nachstes Ziel ist, eine Multiplikation zu definieren, die die Bezeightfimg” dann auch
rechtfertigt.
Zunachst seiefial’ = | |, I'a; undT'ST = | |2, I'3;. Wir rechnen einfach drauflos.

Tol - TAT = | JTal'p; = | JT ;.
J 2Y)

Diese Vereinigung ist nicht notwendig disjunkt. Die linke Seite kann aberigjisrikte Vereinigung

von Doppelnebenklassér], _, I'v,I' geschrieben werden. Jede dieser Doppelnebenklassen ist aber

auch wieder von der Form

Nk

Iy = |_| Tk
=1
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Hiermit erhalten wir insgesamt

Tal - TAC =Ty = | || |Tyes-
ij kol
Wir wollen nun eine Bezeichnung fur die Vielfachheit einfihren, mit dee jigbenklasse rechts in
der Mitte vorkommt. Dazu séi fest und wir definieren flr jedds

mi = #{(, J)| Tk = T}
Der wichtige Punkt ist nun das folgende Lemma.
Lemma 3.4.13 Die Zahlm,,; ist unabhangig voi. Deshalb setzen win;, := my, ;.

Beweis.Siehe Vorlesung. Der Beweis ist kombinatorisch und recht direkt. O

Zusammengefasst erhalten wir nun mittels des Lemma, dass in

| JTaip; =Tal - 140 = | [Pyl =] || T
k1l

1,7 k

die NebenklassE~;; links genaun; mal vorkommt.

Definition 3.4.14 Wir definieren eine Multiplikation auR(A, I") durch
Lol -TAT = Z my DT,
k=1

wobei wir die vorausgehende Notation benutzen.

Man Uberprift, das&(A, T") tatséchlich ein Ring ist (Assoziativitat und Distributivitat). Die ge-
rade gemachte Definition ist sinnvoll, denn sie ergibt fir Hecke-Koomdgnzen:

n
Ta OTg = g M Ty, -
k=1

Definition 3.4.15 Wir machen (wie oben) die Definitidh, = > 7, € R(A,T), wobei die Summe
uber eine Menge voas lauft mitA™ = | | T'al.
Fura | dund(d, N) = 1 setzen wir

T(a,d) =To, (§3)T € R(AT).
Aufgabe 3.4.16 Zeige die Formel

TonTy = > dr(d, d)Tmy.
d|(m,n),(d,N)=1

Zeige weiterhin, dasg(A, I") von denl, und7'(p, p) fur alle Primzahlerp erzeugt wird.

Hieraus ergibt sich unmittelbar das wichtige Korollar.

Korollar 3.4.17 EsqiltT,,,T,, = T,,T,,, und somitistR(A,T") ein kommutativer Ring. O
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3.4.2 Hecke-Operatoren auf Modulformen

Im Folgenden sei stet\, I') = (Ag(NV),T'o(NV)). Alles funktioniert aber auch flfAy(N), o(N))
mit kleinen Anderungen; z. B. muss man mit Modulformen mit Nebentyp (DiricBledrakter) ar-
beiten.

Wir definieren nun eine Operation des Hecke-RingéA, I') auf Modulformen.

Definition 3.4.18 Seil’'al’ = | |\ , T'ey; und seif € M;,(T). Wir setzen:
Fra=>_ flla).
i=1

Lemma 3.4.19Es istf.7, wiederum ein Element aud(T").

Beweis.Fir~ € I" rechnen wir die Transformationsregel nach:
> Fr(ale() = flrleir) = Flr(e),

da die Nebenklassdr(«;) eine Permutation der Nebenklasdén; sind.
Die Holomorphie vonf.r ist klar und die Holomorphie in den Spitzen folgt so wie (irgendwo)
vorne. O

Somit erhalten wir also die gewilinschte Operation Rk, I') auf My (T).
Satz 3.4.20Seif € M (I"). Dann gelten die Formeln:
@l at
(@) (me)(T) = % Za|m,(a,N):1 ZbG:O akf( mjrab)’

(B) an(f-Tm) = Xaj(mm) (a,)=1 @ @

a

Beweis.(a) folgt sofort aus Satz 3.4.10.
(b) ist eine einfache Rechnung, fir die man

X yitn )0, fallsdin
d, fallsd|n

benutzt.
Fir Details siehe die Vorlesung. O

Fir unsere Betrachtungen zur Hecke-Algebra ist die folgende aimidre Formel sehr wichtig,
die sofort aus dem Satz folgt.

Korollar 3.4.21 Esgilta;(f.T5,) = a,(f) furallen € N. O

Aufgabe 3.4.22 Der Hecke-RingR?(A, T') operiert auch auf; (I") und A, (T).
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Korollar 3.4.23 Fur die Operation der Hecke-Operatoren alufy (I"), Si(I') und A, (I") gelten die
Formeln:

(@) T,.T,, = Ty, fur (n,m) =1,

(b) Tpy+1 = T, T — p*~'T,-1, fallspt N, und
(©) Tyr+1 =TT, fallsp | N.

Dabei bezeichnet jeweils eine Primzahl.

Beweis.Diese folgen aus Aufgabe 3.4.16 und der Definition der Operation. O

Die Formeln aus dem Korollar lassen sich auf elegante Weise ausdriicken.

Satz 3.4.24 (Euler-Produkt) Fir die Operation der Hecke-Operatordry, auf Modulformen gilt die
formale Identitat:

ZT no= H 1-Typ™ +pk71728)71 : H(l — Tppfs)*l,
PN

p|N

Dass die Identitat formal ist, bedeutet, dass wir Reihen und Produkteigaligiordnen und uns
keine Gedanken um Konvergenz machen.

Beweis.Der Beweis erfolgt in drei Schritten.

1. Schritt Seig : Z — C irgendeine Funktion. Dann gilt die formale Identitat:

11 ig(ﬂ) = i I1 9"

p Primzahlr=0 n=1pr|n

Zum Beweis sei zunachsteine endliche Primzahlmenge. Dann gilt die formale Identitat:

o0 o.9]
1> 90 = > IT 9"
peS r=0 n=1,nhat nur Primfaktoren it p~||n

wie man durch Ausmultiplizieren der linken Seite sieht (dabei ordnet man Wi )schlie3en den
1. Schritt ab, indem wis immer grof3er werden lassen.
2. Schritt:Furp t N gilt

ZTrp Y1 - Tppt +pF ) =1

und flrp | N gilt
(Z Tyrp™ ™)1 =Tpp~°) = 1.
r=0

Der Beweis des 2. Schrittes besteht daraus, die Ausdriicke zu multipliziecedas “Teleskop”
zu finden. Fur Details siehe Vorlesung.

3. Schritt:Der Satz folgt nun sofort daraus, dass man den 1. Schritg i) = 7,,-p~"* benutzt
und die Formeln aus dem 2. Schritt einsetzt. O
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3.4.3 Hecke-Algebren und -Eigenformen

In diesem Abschnitt sei weiterhi\, I") = (Ao (V), T'o(2V)) und auch hier gilt alles in sehr &hnlicher
Form auch flrA; (N), ' (NV)).
Wir erinnern zunachst an einen Satz aus der linearen Algebra.

Satz 3.4.25SeiK ein algebraisch abgeschlossener Korper dhéine endlich-dimensionale kommu-
tative K-Algebra. Weiter sel” # (0) ein endlich-dimensionalek -Vektorraum undl' — End(V)
ein K-Vektorraum-Homomorphismus. Dann gibt es einen simultanen Eigenve£ v € V fur alle

T eT.

Beweis.Wegen der Endlichdimensionalitat gibt es ein endliches Erzeugendensystem, T,
von T. Wir wissen, dasq’ (damit meinen wir jetzt immer das Bild in den Endomorphismen ¥gn
einen nicht-trivialen Eigenraurti, (zu irgendeinem Eigenwen;) besitzt (zum Beispiel mittels der
Jordanschen Normalform). Der wichtige Schritt ist nun, einzusehesT{lg C Vi ist. Wegeriliv =
Ao fur allev € Vi und der Kommutativitat der Algebra fol@4 T;v = T;Thv = Ty A\ v = ATy fur
v € V;. Also ist mitv auchT;v € V.

Nun wissen wir genauso wie gerade, d&s®inen Eigenraun¥, # (0) zu 75 (mit irgendeinem
Eigenwert)\;) enthalt. Genauso wie gerade sieht man, da$s C V5. So macht man weiter und
erhalt schlielictV,. # (0), der Eigenraum fir all&; ist. Somit ist er auch Eigenraum flr die gesamte
AlgebraT. O

Definition 3.4.26 Eine Modulformf € M (I") heil3tHecke-Eigenformfalls f Eigenvektor fur alle
T,, mitn € Nist. Sie heiBhormiert fallsa; (f) = 1 ist.

Definition 3.4.27 Wir definieren die Hecke-Algebr&(M/,(I")) als das Bild desC-Algebra-Homo-
morphismus

R(A,T) — Endg(M(I)).

Bemerkung 3.4.28 Die Hecke-Algebrd' (M (T")) ist endlich-dimensional. Sie wird, wie man an Auf-
gabe 3.4.16 sieht, von den Hecke-Operatdfgmmit allen Primzahlerp erzeugt, denf’(p, p) ope-
riert als p*~2. Im Falle vonI';(N) darf man tibrigens die Diamanten-Operatoren nicht vergessen,
oder man muss all&,, nehmen. O

Es ergibt sich unmittelbar folgende Folgerung.

Korollar 3.4.29 In M (I") gibt es eine nicht-triviale Eigenform, vorausgesetzt, dagsI') # (0)
Ist. 0

Notation 3.4.30 Anstatt f. 7" mit einem Hecke-Operatdf’ und einer Modulformf schreiben wir
meistend’". f oderT'f.
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Satz 3.4.31Die Paarung
M(T) x T(My(T)) = C,  (f,T) — ar(T'f)

ist bilinear und nicht-ausgeartet.

Beweis.Die Bilinearitat ist klar.
Seinuna, (T, f) = an(f) = 0 fur allen € N. Es folgt sofortf = 0.
Sei weitera, (T'f) = 0 fur alle f € M(T"). Dann haben wir insbesondere

aq (TTnf) = al(Tan) = an(Tf) =0

fur allen € Nund allef. Es ist alsol'f = 0 fur alle f. Daraus folgtI" = 0. Somit ist die Nicht-
Ausgeartetheit bewiesen. O

Korollar 3.4.32 (a) Die Abbildung
Mk(l“) I HOmC,VR(T(Mk(F)), C), f — (T — al(Tf))
definiert einen Isomorphismus v@ A (T"))-Moduln.

(b) Seif € My(T") eine normierte Hecke-Eigenform. Dann gilt

Tof = an(f)/f,
der n-te Koeffizient ist also dei-te Eigenwert.
(c) Die Abbildung
{ Norm. Eigenformen inV/;,(I")} — Homc_aigebra(T(M(I")),C), f— (T'+— a1 (Tf))

ist eine Bijektion.

Beweis.(a) ist eine allgemeine Konsequenz fur nicht-ausgeartete bilinearengaaru
(b) und (c) rechnet man sehr einfach nach. Siehe Vorlesung flil®eta O

Wir beschlie3en diese Vorlesung mit einigen Beispielen, die historisch dieidkhiwg der hier
vorgestellten Theorie erst ausgeltst haben.

Beispiel 3.4.33 e Die Eisenstein-Reihei, und Gg sind Hecke-Eigenformen, da die Vektorrau-
me My (SLa(Z)) und Mg(SL2(Z)) ein-dimensional sind. Ubrigens sind all§, Hecke-Eigen-
formen.

e Die normierte Diskriminanten-Funktiod = > >° | 7(n)¢" € S12(SL2(Z)) ist eine norma-
lierte Hecke-Eigenform, da sie in einem ein-dimensionalen Raum von Spitenftebt. Es gilt
alsoT,,A = 7(n)A und folglich gelten die Formeln in Korollar 3.4.23 auch mit:) anstatt7,,.
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Wir wenden jetzt das Euler-Produkt in Satz 3.4.24 Audn. Man kann nun Uberprifen, dass
die Koeffizientenr(n) schnell genug abfallen (das ist fur jede Spitzenform der Fall), so dass die
Reihen und Produkte jeweils absolut konvergieren. Daher erhaltenig/fledhte” Gleichheit:

o)

T(nn= = [0 =7~ +p" ) [[A = 70)p~*) "

n=1 pIN pIN



Anhang A

Notationen, Satze, Losungen

1.1 Notationen
[Hier sollte viel mehr stehen.]
e Ulz)={e€Cllz— 7| <€}

e Uf2)*={€Cl0<|z—7|<e} =Ucz) — {2}

1.2 Satze aus Funktionen-Theorie und Topologie
[Hier sollte auch viel mehr stehen.]

e Eine Teilmenge de®” ist genau dann kompakt, wenn sie beschrénkt und abgeschlossen ist
(Heine-Borel).

e Eine nicht-konstante holomorphe Funktion ist offen.

¢ Jede Potenzreihg > , a,z™ mit a,, € C besitzt einen Konvergenzradius> 0. Innerhalb des
Konvergenzradius ist die Reihe lokal gleichmé&Rig absolut konvergeflerhalb ist sie diver-
gent. Innerhalb des Konvergenzradius darf man Differentiation unth@iion vertauschen.

e Seia € C. Seif : U.(a)®* — C eine holomorphe Funktion. Dann lasst sjtin eine Laurent-
Reihe

[e.o]

flz) = Z an(z —a)"

n=—oo

entwickeln, die aut/.(a)® lokal gleichmaRig absolut konvergiert. Dabei gilt

1 f(z)
i S
¢ 2mi |z—al|=r (Z - a)n+1 :

fur jedesr < e.

95
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1.3 LOsungen
Hier sind Losungsskizzen von ein paar Aufgaben.

e LOsung von Aufgabe 2.1.8.
Sei X = Z U {co}. Die Topologie ist zundchst®x = {X,0} UP(Z). DamitistZ € X
diskret. Die einzige offene Menge, die enthélt, istX. Damit ist X kompakt. Denn jede
Uberdeckung vorX muss ja dannX enthalten und hat die triviale endliche Uberdeckung
NunistX N Z = Z, welches diskret, aber nicht endlich ist.

Die Verfeinerung, dieX Hausdorffsch sein Iasst, ist, als offene Mengen wieder die Potenzmen-
ge vonZ zu nehmen und nun nocki ohne beliebige endliche Teilmengen varezuzulassen.
Dann istX wieder kompakt, ab€ef ist noch stets diskret. Darlber hinausistHausdorffsch,

da wir je zwei Punkte durch offene Mengen trennen kdnnen. Eigenlidsemiwir ja numo

vonn trennen. Das geht dann ja durfh} und X — {n}.

e Losung von Aufgabe 3.1.9.

Die Rechnung ersparen wir uns. Es gilt, dass der Radius des Hoe&gﬁéchﬁ ist. Somit
ist der Mittelpunkt gleich

a .1
E‘FZE
Nun ist
alx+iy)+b a1 |, 1
|c(x+iy)+d_(g Z%)’ T ey

Ziehe fir die Rechnung einfacl.’g(mﬂ.y)+1Ul|2.|2czy|2 heraus und multipliziere den Zahler aus.
Mit anderen Worten wird die Parallele zurAchse auf Hohey unter der Transformation zu
dem Horokreis mit dem angegebenen Radius und Mittelpunkt. Daraustfolge sofort die

Aufgabe.
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