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Vorwort

Die Vorlesung soll eine elementare Einführung in die klassische Theorie der Modulformen zu Stan-

dardkongruenzuntergruppen der Modulgruppe geben. Dabei sollen moderne Aspekte soweit möglich

berücksichtigt werden. Die Darstellung soll möglichst elementar gehalten werden.

Die Darstellung folgt keinem einzelnen Werk, sondern macht Anleihen ausverschiedenen Quel-

len, die jeweils geeignet erscheinen. Neben den im Literaturverzeichnis erwähnten Quellen sind dies

auch Mitschriften von Vorlesungen von W. Kohnen und J. Nekovar.
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Kapitel 1

Einleitung

[4.4.2007] In dieser Einleitung wollen wir die große zahlentheoretische Bedeutung von Modulformen

und insbesondere ihrer Koeffizienten aufzeigen. Dabei werden zunächst einige Themen gestreift, die

in der Vorlesung später im Detail behandelt werden. Danach werden wiraber auch auf entscheidende

Sätze überblicksartig eingehen, die erst vor kürzester Zeit bewiesen worden sind und weit über diese

Vorlesung hinausgehen.

Zunächst erinnern wir an die Gruppe

SL2(Z) = {
(

a b
c d

)
∈ Mat2(Z) | det

(
a b
c d

)
= ad− bc = 1},

die ganz zentral in der Theorie der Modulformen ist und die man deshalb auch Modulgruppenennt.

Diese Gruppe ist unendlich. Man kann aber trotzdem von UntergruppenΓ ≤ SL2(Z) endlichen Inde-

xes sprechen. Das sind nämlich solche, die eine endliche disjunkte Nebenklassenzerlegung

SL2(Z) =
n⋃

i=1

Γgi

haben mit gewissengi ∈ SL2(Z).

SeiH die obere Halbebene, d.h.

H := {τ = x+ iy ∈ C | y > 0}.

Die Modulgruppe operiert auf der oberen Halbebene durch die sogenanntengebrochen linearen Trans-

formationenoder auch dieMöbius-Transformationen, die wie folgt gegeben sind: Sei
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z)

undτ = x+ iy ∈ H, dann setzen wir

(
a b
c d

)
.τ :=

aτ + b

cτ + d
.

Lemma 1.0.1 Die gerade gegebene Formel benutzt man auch allgemeiner mit
(

a b
c d

)
∈ GL2(R) (und

weiterhinτ ∈ H). Es gelten:

5



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

(a) Im(aτ+b
cτ+d) =

Im(τ)Det
“

a b
c d

”

|cτ+d|2 für alle
(

a b
c d

)
∈ GL2(R). Ist die Determinante positiv, dann liegt(

a b
c d

)
.τ also auch wieder inH.

(b) ( 1 0
0 1 ) .τ = τ .

(c)
(

a b
c d

)
.(( r s

t u ) .τ) = (
(

a b
c d

)
( r s

t u )).τ für alle
(

a b
c d

)
, ( r s

t u ) ∈ GL2(R).

Zusammen bedeutet dies, dassSL2(Z) auf H operiert (im Sinne der Algebra - wir werden diesen

Begriff später noch einmal wiederholen). Genauso gilt, dassGL+
2 (R) (die Untergruppe vonGL2(R)

der Matrizen mit positiver Determinante) auch aufH operiert.

Aufgabe 1.0.2 Beweise das Lemma.

Als Nächstes erinnern wir uns an den Begriff einer holomorphen Funktionauf einer offenen Men-

geM ⊂ C. Dabei heißtM offen, wenn es um jeden Punktz ∈M eine offene Scheibe eines positiven

Radius gibt, die ganz in M enthalten ist. In Formeln:

∀z ∈M∃ǫ > 0 : Uǫ(z) := {z′ ∈ C | |z − z′| < ǫ} ⊂M.

Ein schönes Beispiel einer offenen Menge inC ist H. Eine Funktionf : M → C heißtholomorph,

wenn sie in jedem Punkt der offenen MengeM komplex ableitbar ist. Um jeden Punktz ∈ M gibt

es dann, und das ist eine der fundamentalen Aussagen der Funktionentheorie, eine offene Scheibe

obiger Form, so dassf auf dieser Menge durch eine gleichmäßig absolut konvergente Potenzreihe

f(z′) =
∑∞

n=0 an(z′ − z)n gegeben ist. Deswegen nennt man holomorphe Funktionen auchanalyti-

sche Funktionen.

Jetzt können wir bereits Modulformen definieren.

Definition 1.0.3 Sei Γ ≤ SL2(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. Wir nehmen an, dass die

Matrix ( 1 1
0 1 ) in Γ enthalten ist. Eineschwache Modulform vom Gewichtk zur UntergruppeΓ ≤

SL2(Z) ist eine holomorphe Funktion

f : H→ C,

die der Transformationsregel

f(
(

a b
c d

)
.τ) = f(

aτ + b

cτ + d
) = (cτ + d)kf(τ) ∀τ ∈ H ∀

(
a b
c d

)
∈ Γ

genügt. Ist eine zusätzliche Bedingung (Holomorphizität in den Spitzen) erfüllt, die wir erst später in

der Vorlesung erklären wollen, so heißtf eineModulform.

Als erstes Beispiel von Modulformen nennen wir die konstanten Funktionen, alsof : H → C

mit f(τ) = a ∈ C für alle τ ∈ H. Diese sind Modulformen zuΓ = SL2(Z) (und natürlich zu jeder

UntergruppeΓ wie in der Definition) von Gewicht0.

Was bedeutet diese Transformationsregel? Darauf werden wir in dieserEinleitung keine befrie-

digende Antwort geben können; die werden wir erst später in der Vorlesung im Zusammenhang mit
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den Modulkurven sehen. Jetzt können wir aber bereits die Transformationsregel mit der Matrix( 1 1
0 1 )

anwenden, deren Existenz inΓ wir ja gefordert haben.

f(( 1 1
0 1 ) .τ) = f(

1 · τ + 1

0 · τ + 1
) = f(τ + 1) = (0 · τ + 1)kf(τ) = f(τ).

Wir finden also

f(τ + 1) = f(τ) ∀τ ∈ H.

Damit istf periodisch mit der Periode1.

Aus der reellen Analysis ist bekannt, dass man periodische Funktionen mittelseiner Fourier-Reihe

ausdrücken kann. Dies wollen wir auch im Komplexen tun, aber ohne Rückgriff auf die reelle Analy-

sis. Zunächst gibt es eine Standard-Funktion mit der Periode1, nämlich:

q : C→ C, z 7→ e2πiz.

Es giltq(z) = q(z′) genau dann, wennz − z′ ∈ Z. Weiterhin ist das Bildq(H) gleich der punktierten

EinheitskreisscheibeU1(0)• := U1(0)− {0} = {z ∈ C | 0 < |z| < 1}, denn

|e2πi(x+iy)| = |e2πix| · |e−2πy| = e−2πy.

Die Funktionq ist, wie wir aus der Funktionentheorie wissen, holomorph und ihre Ableitung ver-

schwindet nirgends. Das bedeutet (z. B. nach dem Satz über implizite Funktionen), dass sie “lokal

holomorph umkehrbar ist”, dass es also um jeden Punktz ∈ C eine offene Kreisscheibe eines Radius

(wie oben) gibt, so dass die Einschränkung vonq auf diese Kreisscheibe eine Umkehrfunktion besitzt,

die auch holomorph ist. Diese ist natürlich gleich12πi ln (wobei natürlich der Logarithmus die aus der

Funktionentheorie bekannten Schwierigkeiten bereitet, diese sind aber nur global und nicht lokal).

Ist f : H → C also eine holomorphe Funktion der Periode1, dann gibt es wegen der lokalen

Umkehrbarkeit vonq eine holomorphe Funktiong : U1(0)• → C, so dass

g(q(τ)) = f(τ) ∀τ ∈ H.

Jetzt machen wir einen Notations-Trick. Wir schreibenq auch für die komplexe Variable aufU1(0)•.

Nun können wirg um den Punkt0 in eine Laurent-Reihe entwickeln:

g(q) =
∞∑

n=−∞
anq

n.

Wir schreiben von nun an fürg(q) auch einfach

f(q) =
∞∑

n=−∞
anq

n.

Ein Teil der Bedingung “Holomorphizität in den Spitzen” ist, dass diese Potenzreihe sogar eine Taylor-

Reihe ist, also von der Formf(q) =
∑∞

n=0 anq
n ist. Wir erhalten somit (in unserer Notation):

f(τ) = f(q) =
∞∑

n=0

anq
n =

∞∑

n=0

ane
2πinτ .



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Dies ist dieFourier-Entwicklungvonf . Die Koeffizientenan heißenFourier-Koeffizientenund spielen

eine herausragende Rolle in der Theorie der Modulformen. Darauf wollen wir im Rest der Einleitung

ausführlich eingehen.

Aufgabe 1.0.4 Zeige unter Benutzung der Integralformel für Koeffizienten in Laurent-Reihen, dass

für jedesy > 0 gilt:

an =

∫ 1

0
f(x+ iy)e−2πin(x+iy)dx.

Aufgabe 1.0.5 Wie sieht die Fourier-Entwicklung einer holomorphen Funktionf : H → C mit Peri-

odeh ∈ Z, alsof(τ + h) = f(τ) für alle τ ∈ H, aus?

Zunächst lernen wir überblicksartig zwei nicht-triviale Sorten von Modulformen kennen: die

Eisenstein-Reihen und die Theta-Reihen.

1. Beispiel: Eisenstein-Reihen

Definition 1.0.6 Seik ≥ 4 gerade. Wir nennen die Reihe (fürτ ∈ H)

Gk(τ) =
∑

(0,0) 6=(a,b)∈Z

(aτ + b)−k

dieEisenstein-Reihe von Gewichtk.

[Füge formale Rechnung ein, die zeigt, dassGk die Transformationseigenschaft einer Modulform

für SL2(Z) und Gewichtk hat, falls man umordnen darf.]

Lemma 1.0.7 Die Reihe ∑

(c,d)∈Z2,(c,d) 6=(0,0)

1

(c2 + d2)s

konvergiert für reelles > 1.

Beweis.Da alle Terme positiv sind, genügt es, die Aussage für eine beliebig umgeordnete Reihe

zu zeigen. [Bild in der Vorlesung zur Aufteilung vonZ2 − {(0, 0)}.] Wir teilen die Menge der Paare

(c, d) ∈ N2 in drei Teilmengen ein: in der ersten giltc > d, in der zweitenc < d und in der dritten

c = d. Es reicht offenbar, wenn wir die Konvergenz von

∞∑

c=1

c−1∑

d=1

1

(c2 + d2)s

zeigen, denn die zweite Teilmenge liefert den selben Beitrag und die dritte ergibt 1
2s

∑∞
c=1

1
c2s < ∞.

Nun ist aber für festesc ≥ 1

c−1∑

d=1

1

(c2 + d2)s
≤ (c− 1)

1

c2s
<

1

c2s−1
.

Wegen2s− 1 > 1 konvergiert aber die Summe über die Terme1
c2s−1 . 2
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Satz 1.0.8Seik ≥ 4 gerade. Die Eisenstein-ReiheGk(τ) konvergiert lokal gleichmäßig absolut und

definiert somit eine holomorphe FunktionGk : H→ C. Für jede Matrix
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) gilt:

Gk(
(

a b
c d

)
.τ) = Gk(

aτ + b

cτ + d
) = (cτ + d)kGk(τ).

Damit istGk eine schwache Modulform von Gewichtk zur ModulgruppeSL2(Z).

Beweis.(Vgl. [FB], S. 313.) Wir werden zeigen, dassGk für alle δ > 0 und alleC > 0 auf der

Menge

Rδ,C := {τ = x+ iy||x| ≤ C, y > δ}

gleichmäßig absolut konvergiert. Da fürC → ∞ und δ → 0 das Innere dieser Mengen ganzH

ausfüllt, beweist dies den Satz.

Zunächst zeigen wir, dass es für gegebeneδ > 0 undC > 0 ein ǫ > 0 gibt, so dass für alle

c, d ∈ R und alleτ ∈ Rδ,C die Ungleichung

|cτ + d|2 ≥ ǫ(c2 + d2)

gilt. Dazu stellen wir fest, dass diese Ungleichung bereits aus der folgenden Ungleichung folgt. Für

gegebeneδ > 0 undC > 0 gibt es einǫ > 0, so dass für allec, d ∈ R mit c2 + d2 = 1 und alle

τ ∈ Rδ,C die Ungleichung

|cτ + d|2 ≥ ǫ

gilt. Wir brauchen nämlich nurc undd durch
√
c2 + d2 zu teilen (fürc = d = 0 gilt die Ungleichung

trivial).

Nun gilt mit τ = x+ iy ∈ Rδ,C , dass

|cτ + d|2 = (cx+ d)2 + c2y2 > (cx+ d)2 + c2δ2 6= 0.

Da die Menge{(c, d, x) ∈ R3|c2 + d2 = 1, |x| ≤ C} kompakt ist, nimmt die stetige Funktion

(cx+ d)2 + c2δ2 auf ihr ihr Minimum an. Dieses funktioniert alsǫ, da es inbesondere größer als0 ist.

2

Bemerkung 1.0.9 Die nicht-genannte Bedingung “Holomorphizität in den Spitzen” ist auch erfüllt,

denn in diesem Fall bedeutet sie, wie wir später sehen werden, nur, dass die Fourier-Entwicklung

vonGk keine negativen Terme hat, also von der Form
∑∞

n=0 anq
n ist. Dies und die auftretendenan

werden wir im Folgenden berechnen. Somit istGk eine Modulform zur vollen ModulgruppeSL2(Z)

von Gewichtk.

[5.4.2007]

Aufgabe 1.0.10Für k ≥ 3 ungerade kann manGk mittels der gleichen Formeln definieren. Welche

einfache Aussage über solcheGk drängt sich auf? Man beweise diese.
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Wir erinnern an die Riemannscheζ-Funktion. Diese ist wie folgt definiert fürz ∈ C mit Re(z) >

1:

ζ(n) =
∞∑

n=1

n−z.

Bemerkung 1.0.11Es geltenζ(2) = π2/6, ζ(4) = π4/90, ζ(6) = π6/945. Der Beweis erfolgt

später. Er steht im Zusammenhang mit der folgenden Bemerkung (siehe[FB], S. 183ff).

Bemerkung 1.0.12Es gilt die Identität

π cotπτ =
1

τ
+

∞∑

n=1

(
1

τ + n
+

1

τ − n)

auf H. Die auftretende Reihe ist aufH lokal gleichmäßig absolut konvergent. Der Beweis erfolgt

später (siehe [FB], S. 183ff).

Wegen der lokal gleichmäßig absoluten Konvergenz vonGk (für k ≥ 4) dürfen wir die Reihe

umordnen und erhalten

Gk(τ) = 2ζ(k) + 2
∞∑

c=1

(
∞∑

d=−∞

1

(cτ + d)k
).

Lemma 1.0.13 Seik ≥ 2 eine ganze Zahl. Setze

σk−1(n) =
∑

0≤d≤n,d|n
dk−1.

Die Reihe
∞∑

n=1

σk−1(n)qn

mit q = e2πiτ definiert eine holomorphe Funktion aufH und ist gleich der Reihe
∑∞

c=1

∑∞
d=1 d

k−1qcd.

Beweis.Es gilt σk−1(n) ≤ nnk−1 = nk. Daher genügt es für den ersten Teil zu zeigen, dass∑∞
n=1 n

kqn eine aufH holomorphe Funktion definiert. Dazu fassen wir nunq wieder als Variable

aufU1(0) auf. Dann müssen wir nämlich nur sehen, dass der Konvergenzradius dieser Reihe (minde-

stens)1 ist. Das zeigt man aber zum Beispiel mit dem Quotientenkriterium.

Wenn wir die Reihe
∑∞

c=1

∑∞
d=1 d

k−1qcd umordnen, indem wir Terme mit dem selbencd zusam-

menfassen, dann erhalten wir die gerade betrachtete Reihe. Diese Umordnung ist wegen der absoluten

Konvergenz erlaubt. 2

Korollar 1.0.14 Es gilt für allek ≥ 2 die Gleichheit lokal gleichmäßig absolut konvergenter Reihen

aufH:

(−1)k
∞∑

n=−∞

1

(τ + n)k
=

1

(k − 1)!
(2πi)k

∞∑

n=1

nk−1qn.
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Beweis.Durch Differentation nachτ der Entwicklung des Kotangens aus vorstehender Bemer-

kung erhält man
π2

(sinπτ)2
=

∞∑

n=−∞

1

(τ + n)2
.

Wir beweisen die Aussage des Korollars zunächst fürk = 2 und erinnern, dasscos(iφ) = 1
2(eiφ +

e−iφ) undsin(iφ) = 1
2i(e

iφ − e−iφ) für φ ∈ R. Dies ergibt

π cot(πτ) = π
cos(πτ)

sin(πτ)
= πi

eπiτ + e−πiτ

eπiτ − e−πiτ
= πi

q + 1

q − 1
= πi− 2πi

1

q − 1
.

Gebrauchen wir nun die geometrische Reihe (wegen|q| < 1 für τ ∈ H)

1

q − 1
=

∞∑

n=0

qn,

so folgt die Aussage.

Mittels k− 2-maligem Differenzieren der Gleichung fürk = 2 erhält man die Aussage. Man darf

nämlich Differentiation und Summation wegen der lokal gleichmäßig absoluten Konvergenz vertau-

schen. 2

Theorem 1.0.15Für geradesk ≥ 2 gilt die Gleichheit

2ζ(k) + 2
∞∑

c=1

(
∞∑

d=−∞

1

(cτ + d)k
) = 2ζ(k) + 2

(2πi)k

(k − 1)!

∞∑

n=1

σk−1(n)qn

holomorpher Funktionen aufH. Ist zudemk ≥ 4, so sind diese Funktionen gleich der Eisenstein-

ReiheGk von Gewichtk. Für k = 2 bezeichnen wir die auftretende Funktion mitP . Sie wird, wie so

viele Funktionen, auch nach Ramanujan benannt.

Insbesondere gelten:

P (τ) = −8π2(− 1

24
+

∞∑

n=1

σ1(n)qn),

G4(τ) =
16

3
π4(

1

240
+

∞∑

n=1

σ3(n)qn),

G6(τ) = −16

15
π6(− 1

504
+

∞∑

n=1

σ5(n)qn).

Beweis.Wir brauchen nur noch das zuvor Gesagte zusammenzusetzen. 2

Es sei noch einmal explizit darauf hingewiesen, dass man die Reihe links im Theorem fürk = 2

nicht umordnen darf.

Bemerkung 1.0.16Die FunktionG2(τ) = P (τ)− 2P (2τ) definiert eine Modulform von Gewicht2

zur Kongruenzuntergruppe

Γ0(2) = {
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z)|

(
a b
c d

)
≡ ( ∗ ∗

0 ∗ ) mod 2}.

Der Beweis erfolgt später.
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An diesem Beispiel haben wir ein Phänomen gesehen, dass sich durch dieganze Theorie der Mo-

dulformen hindurchzieht: Die Fourier-Koeffizienten sind hoch interessante zahlentheoretische Funk-

tionen! Ein nächstes Beispiel folgt sogleich.

2. Beispiel: Theta-Reihen

Definition 1.0.17 Die Reiheθ(τ) :=
∑∞

n=−∞ e2πin2τ =
∑∞

n=−∞ qn2

heißtΘ-Reihe, sprichTheta-

Reihe.

Lemma 1.0.18 Die Theta-Reihe
∑∞

n=−∞ e2πin2τ konvergiert aufH lokal gleichmäßig absolut und

definiert somit eine holomorphe Funktion.

Beweis.Es genügt zu zeigen, dass die Reihe auf Bereichen der Form

Rδ := {τ = x+ iy ∈ C|y > δ}

für beliebigesδ > 0 gleichmäßig absolut konvergiert. Man hat mitτ = x+ iy ∈ Rδ die Ungleichung

∞∑

n=0

|e2πin2τ | =
∞∑

n=0

(e−2πy)n2 ≤
∞∑

n=0

(e−2πδ)n2 ≤
∞∑

n=0

(e−2πδ)n ≤ 1

1− e−2πδ
,

woraus die Aussage folgt. 2

Lemma 1.0.19 Es gilt die Identität:

(θ(τ))k =
∞∑

n=0

Ak(n)qn

mit q = e2πiτ , wobei

Ak(n) = #{(x1, . . . , xn) ∈ Zk|x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
k = n}

die Anzahl aller möglicher Darstellungen vonn als Summe vonk Quadraten ist.

Beweis.Dies ist eine einfache Rechnung. Man benutzt dabei natürlich, dass mandie Reihe wegen

der oben gezeigten lokal gleichmäßig absoluten Konvergenz beliebig umordnen darf. 2

Bemerkung 1.0.20Es gilt fürk, die durch4 teilbar sind, dassθk eine Modulform vom Gewichtk/2

zur Kongruenzuntergruppe

Γ0(4) = {
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z)|

(
a b
c d

)
≡ ( ∗ ∗

0 ∗ ) mod 4}

ist. Dies folgt aus der Jacobischen Theta-Transformationsformel, die wir später behandeln werden.

Genauer gilt diese Bemerkung sogar für alle ganzenk; dann muss man aber Modulformen halb-

ganzen Gewichtes betrachten, was wir in diesem Rahmen nicht möchten.
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Anwendung

FürN ∈ N definiert man die Kongruenzuntergruppe

Γ0(N) = {
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z)|

(
a b
c d

)
≡ ( ∗ ∗

0 ∗ ) mod N}

in Verallgemeinerung zu den oben gesehenen zwei Fällen.

Bemerkung 1.0.21Der C-Vektorraum der Modulformen von Gewicht4 zuSL2(Z) ist 1-dimensional

und wird erzeugt vonG4. Der C-Vektorraum der Modulformen von Gewicht2 zuΓ0(2) ist 1-dimen-

sional und wird erzeugt von der FunktionG2 aus obiger Bemerkung. Die Beweise erfolgen später.

Bemerkung 1.0.22Der C-Vektorraum der Modulformen von Gewicht2 zuΓ0(4) ist 2-dimensional.

Der C-Vektorraum der Modulformen von Gewicht4 zuΓ0(4) ist 3-dimensional. Die Beweise erfolgen

später.

Bemerkung 1.0.23 Ist f =
∑∞

n=0 anq
n mit q = e2πiτ eine Modulform von Gewichtk zuΓ0(N) und

ist r ∈ N, dann istf(qr) =
∑∞

n=0 anq
rn eine Modulform von Gewichtk zu Γ0(Nr). Der Beweis

erfolgt später.

Korollar 1.0.24 Der C-Vektorraum der Modulformen von Gewicht2 zuΓ0(2) hat {G2(q), G2(q
2)}

als Basis. DerC-Vektorraum der Modulformen von Gewicht4 zuΓ0(4) hat{G4(q), G4(q
2), G4(q

4)}
als Basis.

Beweis.Dies folgt unmittelbar aus den vorstehenden Bemerkungen. 2

Theorem 1.0.25Es gelten:

A4(n) = 8
∑

d|n,d≥1,4∤d

d

und

A8(n) = 16
∑

d|n,d≥1

(−1)n−dd3.

Beweis.Hier beweisen wir nur die erste Identität. Die zweite funktioniert analog.

Aus einer der Bemerkungen wissen wir, dass der Raum der Modulformenvon Gewicht2 zuΓ0(4)

2-dimensional ist und eine Basis hat bestehend aus

G2(q) = −π
2

3
− 8π2

∞∑

n=1

(σ1(n)− 2σ1(
n

2
))qn = −π

2

3
− 8π2q +O(q2)

und

G2(q
2) = −π

2

3
− 8π2

∞∑

n=1

(σ1(
n

2
)− 2σ1(

n

4
))qn = −π

2

3
+O(q2).

Dabei istσ1 von einer nicht ganzen Zahl als0 zu interpretieren. Das SymbolO(qn) zeigt an, dass wir

nur die Terme mitqm für m < n aufgelistet haben.



14 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Offenbar beginnt die Fourier-Entwicklung vonθ4 wie folgt:

θ4(q) = 1 + 8q +O(q2),

da wir1 auf genau8 verschiedene Arten als Summe von4 Quadraten ganzer Zahlen darstellen können.

Aus einer anderen Bemerkung oben wissen wir, dassθ4 eine Modulform von Gewicht2 zuΓ0(4)

ist. Daher lässt sie sich als Linearkombination obiger beider Funktionen schreiben. An den ersten

beiden Fourier-Koeffizienten lässt sich bereits ablesen, dass gilt:

θ4(q) = − 1

π2
G2(q)−

2

π2
G2(q

2).

Davon schreiben wir nun die Fourier-Entwicklung hin:

θ4(q) =
(1

3
+ 8

∞∑

n=1

(σ1(n)− 2σ1(
n

2
))qn

)
+

(2

3
+ 8

∞∑

n=1

(2σ1(
n

2
)− 4σ1(

n

4
))

)

= 1 + 8
∞∑

n=1

(σ1(n)− 4σ1(
n

4
))qn.

Da wir bereits gesehen haben, dass

θ4(q) =
∞∑

n=0

A4(n)qn

gilt, sind wir fertig. 2

Aufgabe 1.0.26Beweise die zweite Identität aus dem Theorem.

Wiles’ Modularitätssatz (Taniyama-Shimura-Weil)

[11.4.2007] Grob gesprochen sind elliptische Kurven Punktemengen derForm

{(x, y)|y2 = x3 − ax− b}

für feste Zahlena, b. Man fordert, dass die Diskriminante∆ = a3−27b2 nicht0 ist. Dabei können wir

zum Beispiela, b in den ganzen Zahlen undx, y in den reellen Zahlen wählen. Genauso gut könnten

wir aber aucha, b, x, y ∈ C odera, b, x, y ∈ Fp fordern.

Um Wiles’ Satz zu erklären, wählen wir nuna, b ∈ Z. Wann immerl eine Primzahl ist, schreiben

wir a, b für die Reduktion vona, b modulol, also für den Rest beim Teilen durchl.

Wir können uns dann für die Lösungenx, y ∈ Fl der Gleichung

y2 = x3 − ax− b

interessieren. Das sind aber unendlich viele. Deshalb beschränken wiruns auf die Lösungen in ei-

ner endlichen KörpererweiterungFlr von Fl. Da es offenbar maximall2r viele geben kann, ist die

Punktezahl endlich.
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Wir möchten wissen, wieviele Punkte die gegebene Kurve überFlr genau hat und definieren die

Punktezahl

AE(lr) = #{(x, y) ∈ Flr |y2 = x3 − ax− b}.

Für sie kennt man die Hasse-Schranke:

|lr −AE(lr)| ≤ 2lr/2.

Theorem 1.0.27 (Wiles und andere, 1994, 1999)Es gibt eine Modulformf von Gewicht2 für eine

UntergruppeΓ0(N) für ein N , das man ausa, b ausrechnen kann, so dass alle Koeffizienten der

Fourier-Entwicklungf =
∑∞

n=1 anq
n in Z liegen,a0 = 0 gilt und so, dass für alle Primzahlenl bis

auf endlich viele gilt:

alr = lr −AE(lr).

Hier sieht man wiederum die große zahlentheoretische Bedeutung der Koeffizienten von Modul-

formen. Die Lösungsanzahlen über endlichen Körpern von Gleichungen, die elliptische Kurven über

Z beschreiben, tauchen als Koeffizienten von Modulformen auf!

Die berühmte Anwendung ist Fermats letzter Satz.

Korollar 1.0.28 (Wiles) Seip ≥ 3 eine Primzahl. Dann gibt es keine natürlichen Zahlena, b, c > 0,

die die Fermat-Gleichung

ap + bp = cp

erfüllen.

Beweis.Die Beweisidee geht auf Gerhard Frey von der Universität Duisburg-Essen zurück. Von

der Idee bis zum Beweis war es aber ein weiter Weg.

Man nimmt nun an, dass es doch solche Zahlena, b, c gibt. Dann betrachtet man die Gleichung

y2 = x(x− ap)(x+ bp),

die eine elliptische Kurve beschreibt. Man berechnet, dassN = 2 gilt. Wiles’ Satz sagt nun, dass es

eine Modulform von Gewicht2 zu Γ0(2) gibt, die die Punktanzahl über endlichen Körpern obiger

elliptischer Kurve beschreibt. Wir wissen aber nach einer Bemerkung oben, dass der Raum dieser

Modulformen1-dimensional ist und vonG2 erzeugt wird. Der0-te Koeffizient vonG2 ist aber nicht0,

so dass wir einen Widerspruch erhalten. 2

Mod p Modularitätssatz

Wir wiederholen kurz einen Begriff aus der algebraischen Zahlentheorie. SeiK/Q ein galoisscher

Zahlkörper, der bei einer Primzahll unverzweigt ist. Das bedeutet, dass die Primidealfaktorisierung

von l von der Form

lOK = p1p2 . . . pr
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ist mit rf = [K : Q]. Für den Körpergrad gilt[O/pi : Fl] = f für alle i = 1, . . . , r. Die Galois-

GruppeG = Gal(K/Q) operiert auf der Menge der Primideale{p1, p2, . . . , pr}. Dann ist die Zer-

legungsgruppe vonp1 die UntergruppeGp1
≤ G der σ ∈ G, die p1 festhalten:σp1 = p1. Die

Einschränkung aufOK jedesσ ∈ Gp1
gibt durch Reduktion modulop1 einen Körperautomorphismus

von F := OK/p1, also ein Element der GaloisgruppeGal(F/Fl). Wie wir aus der Algebra wissen,

gibt es inGal(F/Fl) ein ausgezeichnetes Element, denFrobenius-Automorphismus, der durchx 7→ xl

gegeben ist.

In dieser Diskussion hätten wir stattp1 auch jedes anderepi nehmen können. Wir nennen jedes

Element inGal(K/Q) einFrobenius-Element beil (notiert alsFrobl), falls es in einer der Zerlegungs-

gruppenGpi
liegt und seine Reduktion modulopi den Frobenius-Automorphismus ergibt.

Der Beweis des folgenden Theorems wurde im Januar 2007 beendet und stellt einen Höhepunkt

der modernen Mathematik dar! Dieser Satz war 1987 von dem französischen Abel-Preisträger Jean-

Pierre Serre vermutet worden und wird noch stets häufig einfach dieSerre-Vermutunggenannt.

Theorem 1.0.29 (Khare, Kisin, Wintenberger) Seienp eine Primzahl undK/Q eine endliche Ga-

lois-Erweiterung mit Galois-GruppeG := Gal(K/Q) ⊂ GL2(Fp) derart, dass

(i) für keine MatrixM ∈ GL2(Fp) die konjugierte GruppeMGM−1 in den oberen Dreiecksma-

trizen vonGL2(Fp) enthalten ist und

(ii) die Determinante der komplexen Konjugation (via einer EinbettungK →֒ C) gleich−1 ist.

Dann gibt es einen ZahlkörperF und eine Modulformf =
∑∞

n=1 anq
n mit an ∈ OF für al-

le n ∈ N, so dass für alle inK/Q unverzweigten Primzahlenl ungleichp der folgende erstaunliche

Zusammenhang gilt:

al ≡ Spur(Frobl) mod P,

wobeiP �OF ein Primideal ist, dasp teilt.

Die Bedingung (i) im Satz ist keine schlimme Einschränkung. Falls nämlich (i) nicht erfüllt ist,

kann man Methoden der Klassenkörpertheorie benutzen, um die ErweiterungK/Q zu verstehen. Die

Bedingung (ii) hingegen ist sehr wichtig. Ohne sie kann man im Moment keine ähnliche Aussage

beweisen.

In den meisten Fällen kann man an der Spur eines Elementes inGL2(Fp) zum Beispiel seine

Ordnung ablesen. [Genauer sollte man hier sagen, dass wir auch die Determinante vonFrobl kennen,

und somit das charakteristische Polynom vonFrobl, also

h(X) = X2 − Spur(Frobl)X + Det(Frobl) ∈ Fp[X].

Ist dieses gleich dem Minimalpolynom vonFrobl, dann ist die Ordnung vonFrobl die kleinste posi-

tive Zahln, so dassh(X) | Xn − 1. Oder, anders herum, die einzigen Matrizen inGL2(Fp), deren

charakteristisches Polynom nicht zur Bestimmung ihrer Ordnung ausreicht, sind von der Form
(

a b
0 a

)

(nach Konjugation).] Die Ordnung vonFrobl gibt den Restklassengrad vonOK/pi (in der Notation
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von oben) an. Dann liest sich obiger Satz so: Zu einem Zahlkörper wie im Satz kann man den Rest-

klassengrad der meisten unverzweigten Primzahlen an der Reduktion modulo einem Primideal der

Koeffizienten einer Modulform ablesen!

An dieser Stelle sollte betont werden, dass das Ausrechnen von Koeffizienten von Modulformen

sehr einfach ist, so dass sich uns plötzlich viele Eigenschaften von Zahlkörpern offenbaren!

Wir erläutern dies an einem einfachen Beispiel. SeiK = Q(
√
−23) der imaginär-quadratische

Zahlkörper der Diskriminante−23. Die Klassenzahl vonK ist 3, das heißt es gibt eine unverzweigte

zyklische ErweiterungH/K von Grad3. Die ErweiterungH/Q ist galoissch mit GruppeS3, da sie

nicht-abelsch von der Ordnung6 ist. Es giltS3 = SL2(F2) (Grund: nicht-abelsch und Ordnung6).

Es gibt eine Modulformf =
∑∞

n=1 anq
n mit an ∈ Z[1+

√
5

2 ] (dies ist der Ring der ganzen Zahlen

vonQ(
√

5)). Die Primzahl2 ist träge in diesem Körper, d. h.

Z[
1 +
√

5

2
]/(2) = F4.

Nun gilt der folgende Zusammenhang: Eine ungerade Primzahll 6= 23 hat genau dann den Trägheits-

grad3 in H/Q, wennal ≡ 1 mod (2); sonst giltal ≡ 0 mod (2) und l hat den Trägheitsgrad1

oder2.



Kapitel 2

Elliptische Kurven und Modulformen

Wir wollen uns zunächst den einfachsten Modulformen zuwenden, nämlichdenen, die “von Stufe

1” genannt werden und auf ganz natürliche Weise auftreten. Dabei wollen wir die Modulform nicht

nur als eine holomorphe Funktion der oberen Halbebene betrachten, sondern sie auch als eine Zu-

ordnungsvorschrift verstehen, die jeder vorgegebenen (komplexen) elliptischen Kurve eine komplexe

Zahl zuweist.

Obwohl wir gleich mit der Definition von Modulformen beginnen könnten (siehe Einleitung),

ziehen wir es doch vor, erst Grundbegriffe elliptischer Kurven einzuführen, so dass Modulformen

ganz von selbst auftreten.

2.1 Quotienten von Gruppenoperationen

2.1.1 Die komplexe Ebene als topologischer Raum

Wir erinnern an den Begriff des topologischen Raums anhand des Beispiels der komplexen EbeneC.

Auf einer Menge eine Toplogie zu geben, heißt zu sagen, welches die offenen Mengen sind.

Die “Topologie” vonC ist per Definition die vonR2; d. h. dann, dass eine TeilmengeM ⊂ C offen

ist, wenn es um jeden Punktx ∈ M eine Scheibe der FormUδ(x) = {z ∈ C | | z − x |< δ} gibt,

die vollständig inM enthalten ist. Es ist offensichtlich, dass bei dieser Definition gilt, dass erstens

beliebige Vereinigungen offener Mengen wieder offen sind, dass zweitens der Durchschnitt zweier

offener Menge auch wieder offen ist und dass drittens die gesamte komplexe Ebene offen ist, ebenso

wie die leere Menge, denn an diese stellt man ja gar keine Bedingung. Die abgeschlossenen Mengen

sind per Definition die Komplemente der offenen.

Dies fasst man axiomatisch wie folgt zusammen.

Definition 2.1.1 SeiX eine Menge undO eine Menge von Teilmengen vonX. Dann heißtO eine

Toplogie aufX, wenn die drei folgenden Punkte gelten:

(i) SeiI eine Indexmenge und seienMi ∈ O für i ∈ I. Dann gilt
⋃

i∈I Mi ∈ O.

18
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(ii) SeienM1,M2 ∈ O. Dann gilt:M1 ∩M2 ∈ O.

(iii) Es gilt: X ∈ O und∅ ∈ O.

Die Elemente vonO heißenoffene Mengen.

Aus (ii) folgt übrigens sofort, dass endliche Durchschnitte offener Mengen wieder offen sind.

Auch der Begriff der Stetigkeit läßt sich in der Sprache der Topologie einfach fassen.

Definition 2.1.2 SeienX undY Mengen mit TopologienOX bzw.OY (wir sagen auch einfach dem-

nächst, dassX undY topologische Räume sind) und seif : X → Y eine Abbildung (von Mengen).

Dann heißtf stetig, wenn gilt:

∀M ∈ OY : f−1(M) ∈ OX .

Ferner sagt man, dass die Abbildungf offen ist, wenn gilt:

∀M ∈ OX : f(M) ∈ OY .

Aufgabe 2.1.3 Beweise, dass die obige Definition von Stetigkeit mit derǫ-δ-Definition aus der Ana-

lysis bzw. Funktionentheorie übereinstimmt.

Definition 2.1.4 SeiX ein topologischer Raum undM ⊂ X irgendeine Teilmenge.

SeienUi ∈ OX für eine beliebige IndexmengeI offene Mengen. Die(Ui)i∈I heißenoffene Über-

deckung vonM , falls gilt: ⋃

i∈I

Ui ⊃M.

Die MengeM heißtkompakt, wenn jede offene Überdeckung(Ui)i∈I vonM eine endliche Teil-

überdeckung besitzt, das heißt, dass es eine endliche TeilmengeJ ⊂ I gibt derart, dass(Ui)i∈J auch

eine offene Überdeckung vonM ist.

Aus der Funktionentheorie ist bekannt, dass eine MengeM ⊂ C kompakt ist, wenn sie beschränkt

und abgeschlossen ist. Dies liefert uns dann gleich ganz viele Beispiele. Der Leser ist eingeladen, das

gerade gemachte Zitat anhand einiger Beispiele zu überprüfen.

Lemma 2.1.5 SeienX,Y topologische Räume,f : X → Y eine stetige Abbildung undK ⊂ X eine

kompakte Teilmenge. Dann ist auch die Bildmengef(K) ⊂ Y eine kompakte Menge.

Beweis.Sei (Ui)i∈I eine beliebige offene Überdeckung vonf(K). Dann ist(f−1(Ui))i∈I eine

offene Überdeckung vonK. Aufgrund der Kompaktheit vonK gibt es also eine endliche Menge

J ⊂ I, so dass(f−1(Ui))i∈J eine endliche offene Überdeckung vonK ist. Dann ist aber auch(Ui)i∈J

eine endliche offene Überdeckung vonf(K). Damit sind wir fertig. 2

Aufgabe 2.1.6 Zeige, dass jede stetige Funktionf : X → R auf einem kompaktentopologischen

RaumX ihr Maximum und Minimum annimmt.
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In der Vorlesung werden wir es häufig mit Punktmengen zu tun haben, derart dass sich die Punkte

nicht beliebig nahe kommen, das heißt sich nicht häufen. Solche Menge heißen diskret. Hier ist die

Definition.

Definition 2.1.7 SeiX ein topologischer Raum undM ⊂ X eine Teilmenge. Die MengeM heißt

diskret, wenn gilt:

∀x ∈M∃U ∈ OX : U ∩M = {x}.

Aufgabe 2.1.8 SeienD ⊂ C eine diskrete Teilmenge undK ⊂ C eine kompakte Teilmenge. Zeige,

dass dannD ∩K endlich ist.

Konstruiere einen topologischen RaumX mit einer kompakten MengeK ⊂ X, und einer dis-

kreten MengeD ⊂ X, so dassD ∩ K nicht endlich ist. Wie sieht es mit Hausdorffschen topologi-

schen Räumen aus? Dabei heißt ein topologischer RaumX Hausdorffsch, falls es zu je zwei Punkten

x, y ∈ X jeweils offene MengenU ∋ x undV ∋ y gibt mitU ∩ V = ∅.

2.1.2 Gruppen-Operationen

[12.4.2007] Wir erinnern zunächst an einen einfachen Begriff aus der Algebra.

Definition 2.1.9 (Gruppenoperationen auf Mengen)SeiG eine Gruppe undM eine Menge. Man

sagt dann, dassG von links aufM operiert, falls es eine AbbildungG ×M → M gibt, notiert als

(g,m) 7→ g.m, so dass1.m = m (mit 1 dem neutralen Element vonG) undg.(h.m) = (gh).m für

alle g, h ∈ G.

Dies ist äquivalent dazu, dass es einen Gruppenhomomorphismusφ : G→ Aut(M) gibt, nämlich

φ(g) : M →M,m 7→ g.m. Hier ist Aut(M) die Menge der bijektiven AbbildungenM →M ist.

Entsprechend zu den Operationen von links definiert man Operationen von rechts. Dann erhält

man aber keinen Gruppenhomomorphismus, sondern einen Gruppen-Anti-Homomorphismus, d.h.

einen, derφ(gh) = φ(h)φ(g) erfüllt.

Beispiel 2.1.10Sn operiert von links auf{1, 2, . . . , n}.

Beispiel 2.1.11Z (als Gruppe vermöge “+”) operiert (von links und von rechts, das istegal wegen

der Kommutativität vonZ) aufR durch Addition. Also fürn ∈ Z undx ∈ R setzen.x := n+ x.

Beispiel 2.1.12Seienω1, ω2 ∈ C. Die GruppeZ2 (mit koordinatenweiser Addition) operiert aufC

vermöge(a, b).z = z + aω1 + bω2 für z ∈ C und(a, b) ∈ Z2.

Beispiel 2.1.13SL2(R) = {
(

a b
c d

)
| Det

(
a b
c d

)
= ad − bc = 1} operiert von links auf der oberen

HalbebeneH = {τ = x+ iy ∈ C|x ∈ R, y ∈ R>0} vermöge
(

a b
c d

)
τ = aτ+b

cτ+d für τ ∈ H, wie wir in

der Einleitung gesehen haben.
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Definition 2.1.14 SeiG eine Gruppe, die von links auf der MengeM operiert. Seim ∈M .

Dann heißt die MengeG.m = {g.m | g ∈ G} dieBahn(oder derOrbit) vonm unterG.

Die UntergruppeGm = {g ∈ G | g.m = m} ≤ G heißt dieStabilisatorgruppebzw. dieIsotro-

piegruppevonm.

Die Menge aller Bahnen

G\M = {G.m | m ∈M}
heißt dieBahnenmengevonG aufM oder auch der Quotient vonM nachG.

Wir schreiben hier die Gruppe nach links um anzuzeigen, dass es sich umeine Linksoperation

handelt. Ist die Gruppe abelsch, dann kann man Linksoperationen auch von rechts schreiben und

umgekehrt. Daher schreiben wir bei abelschen Gruppen die Gruppe häufig nach rechts.

Beispiel 2.1.15Die Bahn vonx ∈ R unter der Operation vonZ aufR von oben ist{x+ n | n ∈ N}.
Der Stabilisator vonx ist die triviale Gruppe, denn ausx+ n = x folgt n = 0. Den QuotientenZ\R
können wir identifizieren mit dem halb-offenen Intervall[0, 1). Dies ist ein ganz einfaches Beispiel

eines Fundamentalbereiches, von denen wir im Laufe der Vorlesung noch viele sehen werden.

Wenden wir die Abbildung

[0, 1)→ {z ∈ C || z |= 1}, φ 7→ e2πiφ

an, so erhalten wir eine Bijektion auf den Einheitskreis.

Beispiel 2.1.16Die Bahn voni ∈ H unterSL2(R) ist ganzH. Denn seiz = x+ iy mit x, y ∈ R ein

beliebiger Punkt aufH. Offenbar ist
(√

y x/
√

y

0 1/
√

y

)
i = x+ iy. Der Stabilisator ist

SL2(R)i = {
(

a b
c d

)
∈ SL2(R)|

(
a b
c d

)
i = i} = {

(
a b
−b a

)
∈ SL2(R)}

= {
(

a b
c d

)
∈ SL2(R)| ( a c

b d ) =
(

d −b
−c a

)
} = {

(
a b
c d

)
∈ SL2(R)|

(
a b
c d

)T
=

(
a b
c d

)−1}

= {
(

cos(φ) sin(φ)
− sin(φ) cos(φ)

)
|φ ∈ [0, . . . 2π)} = SO2(R),

also die spezielle orthogonale Gruppe.

Beispiel 2.1.17Seien0 6= ω1, ω2 ∈ C. Wir fassen beide als Vektoren imR2 auf. Diese sindR-

linear abhängig, wenn es einr ∈ R gibt mit rω1 = ω2. Mit anderen Worten:ω1 undω2 sind linear

unabhängig, wennω1/ω2 6∈ R.

Die GruppeZ2 operiert aufC durch(a, b).z = z + aω1 + bω2.

Definition 2.1.18 Eine TeilmengeM ⊂ C heißtGitter, wenn es0 6= ω1, ω2 ∈ C mit ω1/ω2 6∈ R gibt,

so dassM die Bahn von0 unter der Operation vonZ2 bzgl.ω1, ω2 ist.

Konkret sind Gitter also einfach von der Form

Λω1,ω2
:= {aω1 + bω2 | a, b ∈ Z}.

Die komplexen Zahlenω1, ω2 werden häufigPeriodengenannt. Sie bilden per Definition eine

Gitterbasis.
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[Bild]

Bemerkung 2.1.19Wir können ohne Einschränkung annehmen, dassω1/ω2 ∈ H, denn sonst erset-

zen wir einfachω1 durch−ω1, was das Gitter offenbar nicht verändert.

Definition 2.1.20 Seienω1, ω2 ∈ C mit ω1/ω2 6∈ R. Jeder Quotient von der FormC/Λω1,ω2
heißt

Torus.

Tori sind komplexe elliptische Kurven und werden als solche im Folgenden noch eine große Rolle

spielen.

Definition 2.1.21 Die Gruppenoperation vonG auf der MengeM heißt frei, falls für allem ∈ M
der StabilisatorGm die triviale Gruppe ist.

Die Operationen vonZ aufR und die vonZ2 aufC von oben sind daher frei, die vonSL2(R) auf

H jedoch nicht.

Aufgabe 2.1.22Seiτ ∈ H. Zeige Folgendes. Falls der StabilisatorSL2(Z)τ ungleich{± ( 1 0
0 1 )} ist,

dann gibt es eine Matrixσ ∈ SL2(Z), derart dassσ.τ = i oderσ.τ = ζ3 gilt. Dabei isti = eπi/2 ∈ H,

wie gewohnt, undζ3 = e2πi/3. Im ersten Fall istSL2(Z)τ zyklisch von Ordnung4 und im zweiten

zyklisch von Ordnung6.

Definition 2.1.23 (Stetige Gruppenoperation)Sei nunGwiederum eine Gruppe, die auf einer Men-

geX von links operiert. Ist nun zusätzlichX ein topologischer Raum und sind alle Abbildungen

X → X,x 7→ g.x Homöomorphismen (also bijektiv und stetig mit stetiger Umkehrabbildung), so

spricht man von einerstetigen Gruppenoperation.

Aufgabe 2.1.24Zeige, dass die oben betrachteten Gruppenoperationen (vonZ auf R, vonZ2 auf C

(via ω1, ω2 wie oben) und vonSL2(R) aufH) stetig sind.

Satz 2.1.25SeiX ein topologischer Raum, auf dem die GruppeG von links stetig operiert. Seiπ :

X → G\X,x 7→ G.x die natürliche Abbildung.

Das Mengensystem

OG\X = {U ⊂ G\X | π−1(U) ∈ O}

bildet eine Topologie auf dem QuotientG\X und die Abbildungπ ist stetig und offen. Damit sind die

offenen Mengen vonG\X gerade die Bilder unterπ der offenen Mengen vonX.

Beweis.Dass es sich um eine Topologie handelt, ist unmittelbar ersichtlich. Die Abbildung π ist

nach Definition der Topologie stetig: so haben wir die Topologie ja gerade gemacht. Wir könnten auch

sagen, dass die gewählte Topologie die feinste ist, so dassπ stetig ist.

Die Offenheit vonπ sieht man so: SeiU ∈ OX . Ist nunπ(U) offen? Ja, dennπ−1(π(U)) =⋃
g∈G g.U ist als Vereinigung der offenen Mengeng.U = {g.x | x ∈ U} (die Abbildungx 7→ g.x ist

ja per Definition ein Homöomorphismus, also selbst offen) wieder offen. 2
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Beispiel 2.1.26Die Topologie aufZ\R ist unter der Identifikation mit[0, 1) dadurch gegeben, dass

eine MengeU ⊂ [0, 1) genau dann offen ist, wenn es um jeden Punkt0 6= x ∈ U ein offenes Intervall

x ∈ (a, b) gibt mit 0 < a < b < 1 und, falls0 ∈ U , dann muss es0 < a < 1 und 0 < b < 1

geben mit(a, 1) ⊂ U und[0, b) ⊂ U (denn unter der Operation vonZ werden ja0 und1 identifiziert:

0 + 1 = 1).

Aufgabe 2.1.27Wir beschreiben nunZ\R als Einheitskreis, wie oben ausgeführt. Man zeige, dass

die Abbildungφ 7→ e2πiφ einen Homöomorphismus vonZ\R auf den Einheitskreis definiert, unter

der sich die Topologie aufZ\R mit der Topologie, die durch offene Intervalle auf dem Einheitskreis

gegeben ist, identifiziert.

In diesem Fall sieht man sofort, dass der Einheitskreis lokal, d.h. in einer genügend kleinen Um-

gebung um jeden Punkt, “genauso aussieht” wieR: Man hat kleine Intervalle, die in diesem Fall unter

dem Homöomorphismusφ 7→ e2πiφ aufeinander abgebildet werden. Dies ist eine besonders schö-

ne Eigenschaft, die allerdings nicht immer erfüllt sein wird. Aber wir wollen in der Vorlesung stets

versuchen, uns auf diesen Fall zurückzuziehen (für die Spezialisten: Wir versuchen in der ganzen

Vorlesung, den kompliziert anmutenden Begriff der eigentlichen Diskontinuität zu vermeiden). Wir

werden diese schöne Eigenschaft jetzt in einen Begriff fassen und näher studieren.

Definition 2.1.28 SeiG eine Gruppe, die von links stetig auf dem topologischen RaumX operiert.

Wir sagen, dass die Operationgleichmäßig diskrete Bahnenbesitzt, wenn es zu jedemx ∈ X eine

offene Mengex ∈ U ⊂ X gibt derart, dass für alleg ∈ G mit g.x 6= x gilt: gU ∩ U = ∅.

Man achte auf die Reihenfolge der Quantoren: Wenn es zu jedemx ∈ X und zu jedemg ∈ G
mit g.x 6= x eine offene Mengeg.x ∈ Ug.x ⊂ X gibt mit Ug.x ∩ Uh.x = ∅ für g.x 6= h.x, dann hat

G diskrete Bahnen. Denn wir haben nur die Definition von Diskretheit auf dieBahnG.x angewendet

und ausgeschrieben. Oben fordern wir also mehr. Wir wollen nämlich ausschließen, dass die Mengen

Ug.x beliebig klein werden müssen, umUg.x ∩ Uh.x = ∅ für g.x 6= h.x zu gewährleisten.

Satz 2.1.29SeiG eine Gruppe, die von links stetig undfrei auf dem topologischen RaumX mit

gleichmäßig diskreten Bahnen operiert. Dann ist die Quotientenabbildungπ : X → G\X ein lokaler

Homöomorphismus, d.h. für allex ∈ X gibt es eine offene Mengex ∈ U ⊂ X, so dassπ|U : U →
π(U) ein Homöomorphismus ist.

Beweis.Wir haben den Begriff der gleichmäßig diskreten Bahnen gerade so gewählt, dass dieser

Satz gilt. Denn die Definition zusammen mit der Freiheit der Operation besagt nun ja gerade, dass

es um jeden Punktx ∈ X eine offene Mengex ∈ U ⊂ X gibt, so dassgU ∩ U = ∅ für alle

G ∋ g 6= 1. Die Einschränkung der Quotientenabbildung aufU ist nun natürlich bijektiv (und damit

ein Homöomorphismus wegen ihrer Stetigkeit und ihrer Offenheit). Denn, wenny, z ∈ U mit π(y) =

π(z), dann gibt es eing ∈ Gmit g.y = z, alsog.U ∩U = {z} 6= ∅ und somitg = 1 undy = z. 2

Somit erhalten wir sofort das folgende Korollar.
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Korollar 2.1.30 SeiΛ = Λω1,ω1
ein Gitter. Der TorusC/Λ ist ein topologischer Raum und die Quo-

tientenabbildungπ : C → C/Λ ist stetig und offen. Außerdem gibt es für jeden Punktx ∈ C/Λ und

jedesz ∈ C mit π(z) = x eine offene Mengez ∈ U ⊂ C, so dassπ : U → π(U) ein Homöomorphis-

mus ist. 2

Bemerkung 2.1.31Seid > 0 der kleinste Abstand zwischen zwei verschiedenen Gitterpunkten. Die

offene MengeU im Korollar können wir stets alsUδ(z) = {z′ ∈ C||z − z′| < δ} für jedesδ < d/2

wählen.

Beweis.Wir müssen nur sicher stellen, dassγU ∩U = ∅ für alleγ 6= 1. Speziell bedeutet das nur,

dass Kreise vom Radiusδ um zwei verschiedene Gitterpunkte sich nicht schneiden können. Nun,das

wir aber gerade dadurch erreicht, dass die Gitterpunkte mehr als zwei Radien von einander entfernt

liegen. 2

Bemerkung 2.1.32Wir werden später sehen, dassSL2(Z) gleichmäßig diskrete Bahnen für die Ope-

ration aufH = SO2(R)\SL2(R) hat. Da die Operation aber nicht frei ist, istH ։ SL2(Z)\H kein

lokaler Homöomorphismus; insbesondere muss man für die “komplexe Struktur” mehr arbeiten als

beim Torus. Dies werden wir am Schluss des Kapitels über Modulkurven tun.

2.2 Torus und elliptische Funktionen

[18.04.07] In diesem Abschnitt widmen wir näher uns den Tori und den damit zusammenhängenden

elliptischen Funktionen.

2.2.1 Torus

Definition 2.2.1 (Gruppenoperationen aufR-Moduln) SeienR ein Ring,G eine Gruppe undM

einR-Modul.

Man sagt in diesem Fall, dassG auf demR-ModulM von links operiert, wennG aufM aufgefasst

als Menge von links operiert und alle AbbildungenM → M,m 7→ g.m R-Modulhomomorphismen

sind.

EinenR-ModulM mitG-Operation von links nennt man auch einenR[G]-Links-Modul. Entspre-

chende Definitionen macht man für den Fall einer Operation von rechts.

Beispiel 2.2.2Matrix-Vektor-Multiplikation der GruppeSL2(Z) auf demZ-Modul Z2 gibt uns ein

Beispiel einesSL2(Z)-Moduls (mitR = Z). Damit operiertSL2(Z) auch auf den GitternΛω1,ω2
.

Satz 2.2.3Für
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) gilt

Λω1,ω2
= Λaω1+bω2,cω1+dω2

.

Ist umgekehrtΛω1,ω2
= Λω′

1
,ω′

2
mit ω1/ω2 ∈ H undω′

1/ω
′
2 ∈ H, dann gibt es

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

mit ω′
1 = aω1 + bω2 undω′

2 = cω1 + dω2.
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Beweis.Beim ersten Teil ist die Inklusion “⊆” klar. Indem man aber die inverse Matrix zu
(

a b
c d

)

anwendet, erhält man aus demselben Grund die andere Inklusion.

Nun zum zweiten Teil. Es gilt nach Voraussetzung, dassω′
1 = aω1 + bω2 undω′

2 = cω1 +dω2 für

gewisse eindeutigea, b, c, d ∈ Z bzw.
(

ω′

1

ω′

2

)
=

(
a b
c d

)
( ω1

ω2
). Wir müssen also nur nachweisen, dass

Det
(

a b
c d

)
= 1 ist. Dafür tauschen wir wieder die Rollen und schreiben( ω1

ω2
) =

(
a′ b′

c′ d′

) (
ω′

1

ω′

2

)
für

gewisse eindeutigea′, b′, c′, d′ ∈ Z. Nun gilt aber außerdem

( ω1
ω2

) =
(

a′ b′

c′ d′

) (
a b
c d

)
( ω1

ω2
) ,

woraus wegen der linearen Unabhängigkeit vonω1 undω2 sofort
(

a′ b′

c′ d′

) (
a b
c d

)
= ( 1 0

0 1 ) folgt. Deshalb

ist die Determinante von
(

a b
c d

)
eine Einheit inZ, also±1. Die Bedingung im Satz stellt gerade sicher,

dass die Determinante gleich 1 ist. 2

Bemerkung 2.2.4 (Standardform) Seienω1, ω2 ∈ C wie oben mitτ := ω1/ω2 ∈ H. Das Bild von

Λω1,ω2
unter dem Isomorphismus (abelscher Gruppen)

C→ C, z 7→ z/ω2

ist gleichΛτ,1 =: Λτ . Wir sagen, dass die Basis{tau, 1} des GittersΛτ in Standardformist.

Transformieren wir ein Gitter mit Basis in StandardformΛτ wie im Satz mit einer Matrix
(

a b
c d

)
, so

erhalten wir das GitterΛaτ+b,cτ+d, dessen Basis-StandardformΛaτ+b
cτ+d

ist. Wir haben also die Operati-

on vonSL2(Z) ≤ SL2(R) aufH, die wir oben behandelt haben, auf natürliche Weise zurückgefunden.

Satz 2.2.5SeiΛ wie oben ein Gitter. Der TorusC/Λ trägt folgende stetige Gruppenoperation:

+ : C/Λ× C/Λ→ C/Λ, (z1 + Λ) + (z2 + Λ) := (z1 + z2) + Λ.

Insbesondere gibt es für jede natürliche Zahln die “Multiplikation mit n-Abbildung”:

n : C/Λ→ C/Λ, z + Λ 7→ nz + Λ.

Diese ist stetig.

Beweis.Dass es sich um eine Gruppenoperation handelt, folgt unmittelbar aus dem Fakt, dass

+ auf C eine Gruppenoperation ist. Die Stetigkeit folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der Addition

vonC. Daraus folgt auch schon der zweite Teil. 2

Definition 2.2.6 Sein ≥ 1 eine natürliche Zahl. Wir definieren

(C/Λ)[n] := Kern(n).

Satz 2.2.7Es gibt einen Gruppenisomorphismus

(C/Λ)[n] ∼= Z/nZ× Z/nZ.

Aufgabe 2.2.8 Beweise den Satz.
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2.2.2 Elliptische Funktionen

Wir haben gesehen, dass ein Torus “lokal”, das heißt in einer offenenUmgebung um jeden Punkt,

durch eine offene Teilmenge der komplexen Zahlen gegeben ist. Dies werden wir benutzen, um zu

sagen, was holomorphe und meromorphe Funktionen des Torus sind.

Definition 2.2.9 Eine Funktionf : C/Λ → C heißtholomorphbzw.meromorph, falls es für alle

x ∈ C/Λ eine offene MengeU ⊂ C und eine holomorphe (bzw. meromorphe) FunktionF : U → C

gibt, so dassπ(U) ∋ x und für alley ∈ U gilt:

f(π(y)) = F (y),

wobeiπ : C ։ C/Λ die natürliche Abbildung ist. [Bild]

Satz 2.2.10Seif : C/Λ → C eine holomorphe (bzw. meromorphe) Funktion auf dem Torus. Dann

ist die FunktionF : C → C, die alsF (z) := f(π(z)) definiert ist, holomorph (bzw. meromorph).

Insbesondere giltF (z + λ) = F (z) für alle λ ∈ Λ.

Beweis.Wir müssen nur überprüfen, dassF holomorph bzw. meromorph ist, also in jedem Punkt

durch eine konvergente Taylor-Reihe (bzw. Laurent-Reihe) gegeben ist. Dies ist aber nach Definition

der holomorphen (bzw. meromorphen) Funktionen auf dem Torus der Fall. 2

Definition 2.2.11 Jede meromorphe FunktionF : C→ C, für die es wie im Satz ein GitterΛ gibt, so

dassF (z + λ) = F (z) für alle λ ∈ Λ, heißtelliptische Funktion.

Satz 2.2.12 (Liouville) Jede holomorphe elliptische Funktion ist konstant. Ebenso ist jede elliptische

Funktion ohne Nullstellen konstant.

Beweis.Seif eine holomorphe elliptische Funktion. Der Abschluss der Fundamentalmascheist

kompakt und holomorphe Funktionen nehmen auf einem Kompaktum ihr Maximuman. Wegen der

Periodizität istf also global beschränkt und nach dem Satz von Liouville aus der Funktionentheorie

konstant. Im Falle, dassf keine Nullstellen hat, kann man obiges Argument auf die Fuktion1/f

anwenden. 2

Wir wiederholen nun zunächst den Residuensatz aus der Funktionentheorie und beginnen mit den

benötigten Begriffen.

Definition 2.2.13 Seif : Uδ(a)
• → C eine holomorphe Funktion und sei

∑∞
n=−∞ an(z − a)n die

Laurent-Entwicklung vonf uma.

Die Ordnungvon f in a ist das minimalen, für dasan 6= 0 gilt. Wir notieren die Ordnung

mit Ord(f ; a). Ist f(a) = 0, dann ist die Ordnung also positiv (und die natürliche Ordnung der

Nullstelle). Ist die Ordnung negativ, so liegt beia ein Pol, welcher eine wesentliche Singularität ist,

falls a = −∞.

DasResiduumvonf in a ist Res(f ; a) := a−1.
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Theorem 2.2.14 (Residuensatz der Funktionentheorie)SeiD ⊂ C ein einfach zusammenhängen-

des Gebiet (also zum Beispiel eine Kreisscheibe) und seien{z1, z2, . . . , zn} paarweise verschiedene

Punkte vonD, die von einer stückweise glatten, geschlossenen Kurveα ⊂ D im mathematisch posi-

tiven Sinn genau einmal umlaufen werden.

Ist dannf : D − {z1, z2, . . . , zn} → C holomorph, so gilt
∫

α
f(z)dz =

n∑

j=1

Res(f ; zi).

Sei im Folgendenf : C → C eine meromorphe elliptische Funktion zum GitterΛ. Damit sind

natürlich die Nullstellen und die Polstellen auch periodisch mitΛ.

Wir werden die Liouvilleschen Sätze im folgenden Abschnitt benötigen.

Satz 2.2.15 (Liouville) Sei im Folgendenf : C → C eine meromorphe elliptische Funktion zum

Gitter Λ. Dann gelten:

(a)
∑

z∈C/Λ Res(f ; z) = 0 und

(b)
∑

z∈C/Λ Ord(f ; z) = 0.

Dabei wird die Summe über Punkte in einer Fundamentalmasche genommen, wobei wir vom Rand

gerade so viel hinzunehmen, dass jeder Punkt inC durch Addition eines geeignetenλ ∈ Λ zu genau

einem Punkt der Fundamentalmasche transportiert werden kann. [Bild]

Beweis.Für diesen Beweis brauchen wir nur den Rand der Fundamentalmasche alsstückweise

glatte geschlossene Kurve aufzufassen. Sollte eine Pol- oder Nullstelle auf dem Rand liegen, dann

verschieben wir die Kurve um eine geeignete kleine Konstante. Diese Konstante existiert wegen der

Diskretheit des Gitters. Aus dem Residuensatz folgt dann bereits (a), dadas Integral wegen der Peri-

odizität verschwindet, denn gegenüberliegende Seiten heben sich im Integral gerade weg.

Für (b) stellen wir zunächst fest, dass mitf auchf ′ und mithin auchf ′/f elliptisch sind. Das

Residuum der Funktionf ′(z)/f(z) an einer Stellea ist gerade die Ordnung vonf in a. Also folgt (b)

aus (a). 2

Auf die elliptischen Funktionen kommen wir in Kürze noch weiter zu sprechen.

2.2.3 Holomorphe Abbildungen von Tori

Als Nächstes wollen wir sagen, was wir unter holomorphen bzw. meromorphen Funktionen von einem

Torus in einen anderen verstehen.

Definition 2.2.16 Eine Funktionf : C/Λ1 → C/Λ2 heißtholomorph, falls es für allex ∈ C/Λ1

eine offene MengeU ⊂ C und eine holomorphe FunktionF : U → C gibt, so dass für alley ∈ U
gilt:

f(π1(y)) = π2(F (y)),

wobeiπi : C ։ C/Λi die natürlichen Abbildungen sind. [Bild]
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[19.04.07] Der folgende Satz ist ein allgemeines Prinzip der algebraischenTopologie. Was wir

implizit benutzen ist, dassC einfach zusammenhängend und somit die sogenannte universelle Über-

lagerung der Tori ist. Hier geben wir aber einen einfachen und direktenBeweis.

Satz 2.2.17Sei f : C/Λ1 → C/Λ2 eine holomorphe Funktion und seienπ1 : C → C/Λ1 und

π2 : C → C/Λ2 die Quotientenabbildungen. Dann gibt es zu jedem Paar von Punktena, b ∈ C mit

f(a + Λ1) = b + Λ2 eine holomorphe AbbildungF : C → C derart, dassf ◦ π1 = π2 ◦ F und

F (a) = b.

Beweis.Wir zeigen den Satz in zwei Schritten.

1. Schritt: Zu a, b ∈ C mit f(π1(a)) = π2(b) gibt es eine UmgebungU ∋ a und eine holomorphe

FunktionF : U → C mit F (a) = b undπ2 ◦ F |U = f ◦ π1|U .

Nach Voraussetzung gibt es nämlich eine offene MengeŨ ⊂ C mit π1(Ũ) ∋ π1(a) und eine

holomorphe FunktioñF : Ũ → C mit π2 ◦ F̃ |Ũ = f ◦ π1|Ũ . Aber es gibt dann einλ1 ∈ Λ1 mit

a+ λ1 ∈ Ũ , d. h.a ∈ Ũ − λ1. Weiter gilt F̃ (a+ λ1) = b+ λ2 für einλ2 ∈ Λ2. Setze nun

F : U := Ũ − λ1
z 7→z+λ1−−−−−→ Ũ

F̃−→ C
z 7→z−λ2−−−−−→ C,

die holomorph ist,a auf b abbildet undπ2 ◦ F = f ◦ π1 erfüllt, was den ersten Schritt beendet.

2. Schritt: Der Konvergenzradius der holomorphen FunktionF =: Fa aus dem 1. Schritt ist unend-

lich.

Zum Beweis nehmen wir an, er wäre endlich, sagen wir gleichR. Wir betrachten nun die abge-

schlossene und damit kompakte KreisscheibeUR+1(a) vom RadiusR + 1. Auf diese wollen wirF

ausdehnen, was dann den gewünschten Widerspruch liefert.

Um jeden Punktx ∈ UR+1(a) wählen wir nun nach dem 1. Schritt eine zusammenhängende

UmgebungUx ∋ x und eine holomorphe FunktionFx : Ux → C mit der üblichen Eigenschaft

π2 ◦ Fx = f ◦ π1 eingeschränkt aufUx; den WertFx(x) werden wir in Kürze anpassen. DieseUx

überdeckenUR+1(a). Wegen der Kompaktheit genügen aber schon endlich viele zum Überdecken,

sagen wirx1 = a, x2, . . . , xn. JedesUxi
hat einen nicht-leeren Durchschnitt mit einemUxj

(für ein

i 6= j). Nun passen wir die Bilder vonFxi
(xi) für i > 1 wie folgt an.

Wir wählen eini > 1, so dassUxi
∩Ua 6= ∅. Weiter wählen wir nun einz aus diesem Durchschnitt.

Dann gibt es einλ2 ∈ Λ2 mit Fa(z) = Fxi
(z) + λ2. Wir ersetzen nunFxi

durchFxi
+ λ2. Dann sind

die Potenzreihen, dieFa undFxi
in einer Umgebung vonz beschreiben, identisch; somit sind sie auf

Ua ∪ Uxi
identisch.

Wir wählen nun einj > 1, j 6= i, so dassUxj
∩ (Ua ∪ Uxi

) 6= ∅, und verfahren wie eben, so

dass die Potenzreihendarstellung vonFa, Fxi
, Fxj

aufUa ∪ Uxi
∪ Uxj

identisch sind. So machen wir

weiter, bis wir die Potenzreihen vonFxl
identisch sind für allel = 1, . . . , n. Dann ist alsoF auf ganz

UR+1(a) durch diese Potenzreihe gegeben und wir sind fertig. 2

Diesen Satz können wir benutzen, um zu zeigen, dass holomorphe Abbildungen zwischen Tori,

die den Nullpunkt festhalten, alle von der besonders einfachen Form sind, die wir in der folgenden

Bemerkung einführen.
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Bemerkung 2.2.18SeienΛ1,Λ2 zwei Gitter und seia ∈ C×. Falls aΛ1 ⊆ Λ2 gilt, ist die Abbildung

fa : C/Λ1 → C/Λ2, z + Λ1 7→ az + Λ2

wohldefiniert und holomorph und es giltfa(0) = 0.

Aufgabe 2.2.19Beweise die Bemerkung.

Satz 2.2.20SeienΛ1,Λ2 zwei Gitter und seif : C/Λ1 → C/Λ2 eine holomorphe Abbildung mit

f(0) = 0. Dann gibt es ein eindeutigesa ∈ C mit aΛ1 ⊆ Λ2 und f = fa in der Notation der

vorherigen Bemerkung.

Beweis.Die Eindeutigkeit vona ist klar, daπi lokale Homöomorphismen sind.

Seiλ1 ∈ Λ1. Die Funktionz 7→ F (z) − F (z + λ) ∈ Λ2 ist stetig. Eine stetige Funktion von

einer zusammenhängenden Menge (hierC) in eine diskrete Menge ist notwendig konstant, weshalb

ihre Ableitung0 ist. Also gilt

F ′(z + λ1) = F ′(z) ∀λ1 ∈ Λ1∀z ∈ C.

Damit istF ′ eine holomorphe elliptische Funktion, und deshalb ist sie konstant nach demSatz von

Liouville: F ′(z) = a, woraus unter der NebenbedingungF (0) = 0 die BehauptungF (z) = az folgt.

2

Definition 2.2.21 Eine nicht-konstante holomorphe Abbildung von Torif : C/Λ1 → C/Λ2, die ein

Gruppenhomomorphismus ist, heißt eineIsogenie.

Ist f zusätzlich ein Homöomorphismus, so heißtf Isomorphismus.

Beispiel 2.2.22Seienw1, w2 ∈ C mit τ := w1/w2 ∈ H. Die Tori C/Λw1,w2
und C/Λτ sind iso-

morph.

Aufgabe 2.2.23 Isogenien sind surjektiv und haben einen endlichen Kern.

2.3 Weierstraß-Funktionen, elliptische Kurven und Eisenstein-Reihen

Wir beginnen mit einer anderen Sichtweise von Eisenstein-Reihen, nämlich alsFunktionen, die einem

Gitter eine Zahl zuordnen.

Definition 2.3.1 Seik ∈ N. Für ein GitterΛ definieren wir definieren dieEisenstein-ReiheGk(Λ)

als die Reihe

Gk(Λ) :=
∑

λ∈Λ,λ 6=0

λ−k.

Ist das GitterΛ von der FormΛτ = Λτ,1 mit τ ∈ H, so finden wir die Funktionen der Einleitung

wieder:

Gk(τ) = Gk(Λτ ) =
∑

(0,0) 6=(a,b)∈Z

(aτ + b)−k.
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Satz 2.3.2Seik ≥ 3. Für jedes GitterΛ istGk(Λ) absolut konvergent und es gilt für jedess ∈ C×,

dass

Gk(sΛ) = s−kGk(Λ).

Beweis.Die Transformationsformel ist sofort aus der Reihendarstellung ersichtlich, so dass die

Konvergenz vonGk(Λ) stets auf die Konvergenz für ein Gitter mit Basis in StandardformΛτ zurück-

geführt werden kann. Für diese haben wir in der Einleitung die absolute Konvergenz gezeigt. 2

Auf Eisenstein-Reihen kommen wir später in diesem Kapitel noch zurück.

2.3.1 Weierstraß’sche-℘-Funktion

Wir kommen nur zur Definition einiger wichtiger elliptischer Funktionen, die in engem Zusammen-

hang zu Eisenstein-Reihen stehen, wie wir auch sehen werden.

Definition 2.3.3 SeiΛ ⊂ C ein Gitter. Die Weierstraß’sche-℘-Funktion (zuΛ) wird durch die Reihe

℘(z) = ℘(z; Λ) =
1

z2
+

∑

λ∈Λ,λ 6=0

( 1

(z − λ)2
− 1

λ2

)

gegeben.

Satz 2.3.4Die Reihe℘(z; Λ) konvergiert lokal gleichmäßig absolut aufC − Λ. Sie definiert eine

elliptische Funktion mit einem Pol der Ordnung 2 in jedemλ ∈ Λ (alsoOrd(℘;λ) = −2) und keinem

anderen Pol. Außerdem gilt℘(−z) = ℘(z), d. h. dass℘ eine gerade Funktion ist.

Die Ableitung℘′ von℘ ist eine ungerade elliptische Funktion und hat die Reihendarstellung

℘′ = −2
∑

λ∈Λ

1

(z − λ)3
,

die aufC− Λ lokal gleichmäßig absolut konvergiert.

Beweis.Wir zeigen, dass für gegebenesR > 0 die Reihe℘ aufUR(0) − Λ gleichmäßig absolut

konvergiert. Es genügt offenbar, die absolute Konvergenz der Reihe

∑

λ∈Λ,|λ|>2R

( 1

(z − λ)2
− 1

λ2

)

zu zeigen, da sie sich nur um endlich viele Terme von℘ unterscheidet.

Nun ist nach einfacher Rechnung

1

(z − λ)2
− 1

λ2
=

z

λ3

z/λ− 2

(z/λ− 1)2
.

Wegen|z| < R und|λ| > 2R ist |z/λ− 1| > 1/2 und|z/λ− 2| < 5/2. Damit folgt die Abschätzung

| z/λ− 2

(z/λ− 1)2
| < 5

2
· 4
1

= 10
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und weiter ∑

λ∈Λ,|λ|>2R

| 1

(z − λ)2
− 1

λ2

∣∣ < 10|z|
∑

λ∈Λ,|λ|>2R

λ−3.

Die letzte Reihe ist aber die Betragsreihe zuG3(Λ), von der wir die absolute Konvergenz kennen.

Somit folgt die erste Behauptung.

An der Reihe liest man nun die Pole und deren Ordnung direkt ab. Außerdem ist klar, dass

℘(z) = ℘(−z) gilt, dass also℘ eine gerade Funktion ist. Wegen der lokal gleichmäßigen absoluten

Konvergenz von℘ können wir℘′ durch gliedweises Ableiten berechnen und erhalten die behauptete

Formel. Aus dieser liest man auch sofort ab, dass sich der Wert nicht ändert, wenn manz durchz+ λ

ersetzt für jedesλ ∈ Λ. Damit ist℘′ eine elliptische Funktion. Sie ist offenbar ungerade.

Daraus folgt nun, dass auch℘ eine elliptische Funktion ist. Denn für festesλ ∈ Λ können sich

℘(z) und℘(z + λ) nur durch eine Integrationskonstantek(λ) unterscheiden:

℘(z) = ℘(z + λ) + k(λ).

Mit z = −λ/2 folgt also

℘(−λ/2) = ℘(λ/2) + k(λ).

Da℘ aber gerade ist, mussk(λ) = 0 sein und wir sind fertig. 2

[25.4.07] Wir kennen nun alle elliptischen Funktionen für ein gegebenes Gitter, wie uns der fol-

gende Satz sagt. Die Idee dabei ist, dass nach den Liouville’schen Sätzen eine elliptische Funktion

bereits durch ihre Pole und Nullstellen eindeutig bestimmt ist. Somit wird die Klassifikation darauf

hinauslaufen, alle möglichen Kombinationen von Polen und Nullstellen durch dieWeierstraß’sche-℘-

Funktion und ihre Ableitung auszudrücken.

Satz 2.3.5Jede elliptische Funktion (bzgl.Λ) ist von der Form

f(z) =
F (℘(z), ℘′(z))
G(℘(z), ℘′(z))

mit PolynomenF,G ∈ C[X] mitG 6= 0.

Beweis. 1. Schritt:Rückführung auf gerade elliptische Funktionen.

Die Funktiong(z) := f(z) + f(−z) ist eine gerade elliptische Funktion, die Funktionu(z) :=

f(z)− f(−z) ist eine ungerade undw(z) := ℘′(z)u(z) ist wiederum eine gerade. Wegen

f(z) =
1

2
(g(z) + u(z))

genügt es, den Satz für gerade elliptische Funktionen zu beweisen.

2. Schritt: SeiH die “untere Hälfte der Fundamentalmasche”, so dass zu jedemz′ ∈ H mit

2z′ 6∈ Λ kein Translat von−z′ in H liegt. [Bild]

Hat dannf eine Null- oder Polstelle inz′ ∈ H mit 2z′ 6∈ Λ, so hatf eine weitere Null- oder

Polstelle derselben Ordnung in−z′. Hatf eine Null- oder Polstelle inz′ ∈ H − Λ mit 2z′ ∈ Λ, dann

hat diese eine gerade Ordnung.
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Der erste Teil ist klar, weilf gerade ist. Wir zeigen nun, dassOrd(f ;λ) gerade ist im Falle2λ ∈ Λ

undλ 6∈ Λ.

Die Ableitung einer geraden Funktion ist ungerade und die einer ungeraden gerade:

f(z) = f(−z)⇒ f ′(z) = −f ′(−z)⇒ f (i)(z) = (−1)if (i)(−z).

Für ungeradei ist alsof (i)(λ) = −f (i)(−λ) = f (i)(λ) (wegen2λ ∈ Λ) und somitf (i)(λ) = 0. Ist

Ord(f ;λ) = m > 0 mit m ungerade, so leiten wirf jetztm-mal ab: Die Ordnung vonf (m) in λ ist

dann0, wasf (m)(λ) = 0 widerspricht. IstOrd(f ;λ) < 0, so wenden wir das gerade Gesagte auf1/f

an.

3. Schritt: Die Funktion℘(z)− ℘(z′) für festesz′ 6∈ Λ in der Fundamentalmasche hat einen Pol

der Ordnung2 in 0 und eine doppelte Nullstelle beiz′, falls2z′ ∈ Λ, und sonst eine einfache Nullstelle

in z′ und eine weitere einfache Nullstelle in dem Translat von−z′, das in der Fundamentalmasche

liegt.

Dass die einzigen Pole in den Gitterpunkten liegen, wissen wir bereits. Die Ordnung bei0 ist−2,

was aus der Reihendarstellung von℘ folgt. Wegen der Liouvilleschen Sätze muss es demnach in einer

Fundamentalmasche entweder eine doppelte Nullstelle geben oder zwei einfache, denn die Ordnungen

müssen sich zu0 aufaddieren.

4. Schritt: Die elliptische Funktion

g(z) =
∏

z′∈H−{0},2z′ 6∈Λ

(℘(z)− ℘(z′))Ord(f ;z′) ·
∏

z′∈H−{0},2z′∈Λ

(℘(z)− ℘(z′))Ord(f ;z′)/2

ist bis auf eine Konstante gleichf .

Nach den vorherigen Schritten hatg bei z′ ∈ H − {0} dieselbe Ordnung wief . Da sich nach

den Liouvilleschen Sätzen die Ordnung bei0 als minus die Summe über die Ordnung bei den anderen

Punkten ergibt, muss sie bei0 auch gleich sein. Daher istf/g eine holomorphe elliptische Funktion

ohne Null- oder Polstelle, also eine Konstante. 2

2.3.2 Komplexe elliptische Kurven

SeiΛ ein Gitter. Setzeg2(Λ) := 60G4(Λ) undg3(Λ) := 140G6(Λ).

Satz 2.3.6SeiΛ ein Gitter.

(a) Die Laurent-Reihe von℘(z) um0 ist

℘(z; Λ) =
1

z2
+

∞∑

k=1

(2k + 1)G2k+2(Λ)z2k.

(b) Für allez ∈ C− Λ gilt

℘′(z; Λ)2 = 4℘(z)3 − g2(Λ)℘(z)− g3(Λ).
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Beweis.Siehe [Silv], Prop. 3.5.

(a) Wir berechnen die Laurent-Reihe in einer UmgebungUδ(0), die außer0 keinen weiteren Punkt

vonΛ enthält und so, dass|z/λ| < ǫ < 1 für alle0 6= λ ∈ Λ und allez ∈ Uδ(0) gilt.

Durch Ableitung der geometrischen Reihe erhält man

1

(1− z/λ)2
=

∞∑

n=0

(n+ 1)
( z
λ

)n
.

Weiter gilt dann

1

(z − λ)2
− 1

λ2
=

1

λ2
(

1

(1− z/λ)2
− 1) =

∞∑

n=1

(n+ 1)
zn

λn+2
.

Die Reihe
∑

λ∈Λ,λ 6=0

∞∑

n=1

(n+ 1)
zn

λn+2

ist gleichmäßig absolut konvergent aufUδ(0), wie man ganz ähnlich wie im Beweis der lokal gleich-

mäßigen absoluten Konvergenz von℘ zeigt. Daher dürfen wir im Folgenden die Reihen umordnen.

Wir berechnen:

∑

λ6=0

(
1

(1− z/λ)2
− 1

λ2
) =

∑

λ6=0

∞∑

n=1

(n+ 1)
zn

λn+2
=

∞∑

n=1

(n+ 1)znGn+2.

Aus einer Aufgabe folgte, dassGk = 0 für ungeradek ≥ 3. Dies liefert Teil (a).

(b) Dies folgt daraus, dass die elliptische Funktion

f(z) = ℘′(z)2 − 4℘(z)3 + 60G4℘(z) + 140G6

holomorph außerhalb vonΛ ist und bei0 verschwindet. Denn dann sagt ja der Satz von Liouville,

dassf konstant gleich null sein muss.

Dassf(z) bei 0 verschwindet, berechnet man einfach an der Laurent-Entwicklung ausTeil (a).

2

Aufgabe 2.3.7 Beende den Beweis von Teil (b).

Satz 2.3.8SeiΛ ein Gitter. Dann ist die Diskriminante des Polynomsf(x) := 4x3− g2(Λ)x− g3(Λ)

durch

∆(Λ) := g2(Λ)3 − 27g3(Λ)2

gegeben und sie ist stets ungleich null. Damit hatf(x) also drei verschiedene Nullstellen.

Beweis.Siehe [Silv], Prop. 3.6 a.

Die Formel für die Diskriminante kann man in den meisten Algebra-Büchern nachlesen (oder

selbst berechnen). Wir werden jetzt drei Nullstellen des Polynoms auflisten und zeigen, dass diese

verschieden sind.
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Seienw1, w2 eine Basis fürΛ. Setzew3 := w1 + w2. Dann gilt

℘′(wi/2) = −℘′(−wi/2) = −℘′(wi/2),

da℘′ eine ungerade elliptische Funktion ist. Also ist℘′(wi/2) = 0. Somit verschwindetf in ℘(wi/2)

nach obigem Satz, Teil (b).

Die elliptische Funktion℘(z) − ℘(wi/2) hat eine Nullstelle gerader Ordnung beiwi/2 (nach

dem 2. Schritt im Beweis der Darstellbarkeit von elliptischen Funktionen). Nach den Liouvilleschen

Sätzen hat diese Funktion also einen Pol der Ordnung2 bei 0 und eine doppelte Nullstelle beiwi/2.

Insbesondere istwj/2 keine Nullstelle fürj 6= i, also ist auch℘(wi/2) 6= ℘(wj/2). 2

Satz 2.3.9SeiΛ ein Gitter. Dann ist die Abbildung

C/Λ− {0} → {(x, y) ∈ C2|y2 = f(x)}, z 7→ (℘(z), ℘′(z))

wohldefiniert und bijektiv.

Beweis.Siehe [FB], S. 275. Die Wohldefiniertheit ist gerade der Inhalt von Satz2.3.6.

Wir zeigen zunächst die Surjektivität. Sei(u, v) gegeben mitv2 = f(u). Die Funktion℘ : C →
C ist surjektiv, denn zu gegebenemb ∈ C hat die Funktion℘(z) − b in der Fundamentalmasche

einen Pol der Ordnung2 und somit nach den Liouvilleschen Sätzen auch mindestens eine Nullstelle.

Insbesondere gibt es also einz mit ℘(z) = u. Dann gilt aber℘′(z) = ±v. Insgesamt ist also(u, v) =

(℘(z), ℘′(z)) oder(u, v) = (℘(−z), ℘′(−z)).
Als Nächstes wenden wir uns der Injektivität zu. Wir nehmen an, dass℘(z) = ℘(t) und℘′(z) =

℘′(t) sind. Wie wir jetzt schon oft gesehen haben, hat℘(z)−℘(t) in der Fundamentalmasche entweder

genau eine doppelte Nullstelle oder zwei einfache, die dann beit und−t liegen (nach Translation).

Somit folgt aus℘(z) = ℘(t), dass sichz − t ∈ Λ oderz + t ∈ Λ. Tritt der erste Fall ein, so sind wir

schon fertig. Im zweiten Fall benutzen wir, dass℘′ ungerade ist:

℘′(z) = ℘′(−t) = −℘′(t) = −℘′(z),

also℘′(z) = 0. Dann ist nach der Differentialgleichung aberz = wi/2 für ein i (siehe vorigen

Beweis), also2z ∈ Λ und dahert+ z = t− z + 2z ∈ Λ, alsot− z ∈ Λ. 2

Man nennt Punktemengen der obigen Formelliptische Kurven. Der Satz sagt also, dass Tori ohne

den Nullpunkt elliptische Kurven sind. Benutzt man projektive Kurven, was wir jetzt nicht tun möch-

ten, so kann man der Kurve einen “unendlich fernen” Punkt hinzufügen, der dann dem Nullpunkt des

Torus entspricht.

Außerdem kann man von obiger Abbildung zeigen, dass sie holomorphe Strukturen (in einem

geeigneten Sinn) erhält. Dies interessiert uns jetzt nicht, da wir uns mit der holomorphen Struktur auf

dem Torus zufrieden geben können.
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2.4 Definition von Modulformen (der Stufe 1)

2.4.1 Beispiele

[26.4.2007] Aus den im vorigen Abschnitt behandelten Funktionen machenwir nun schwache Mo-

dulformen.

Definition 2.4.1 (a) g2(Λ) := 60G4(Λ), g2(τ) := 60G4(τ)

(b) g3(Λ) := 140G6(Λ), g3(τ) := 140G6(τ)

(c) ∆(Λ) = g2(Λ)3 − 27g3(Λ)2, ∆(τ) = g2(τ)
3 − 27g3(τ)

2

(d) j(Λ) := g3
2(Λ)/∆(Λ), j(τ) := g3

2(τ)/∆(τ)

Bemerkung 2.4.2 Die FunktionenG4 undG6 sind schwache Modulformen von Gewicht4 und6 zu

SL2(Z), wie wir aus der Einleitung wissen.

Die Funktion∆ : H→ C ist holomorph und erfüllt

∆(
aτ + b

cτ + d
) = (cτ + d)12∆(τ)

für alle
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z). Damit ist sie eine schwache Modulform von Gewicht12 zuSL2(Z).

Wir haben gesehen (Satz 2.3.8), dass∆ keine Nullstelle besitzt. Daher ist die Funktionj(τ) :

H→ C ebenfalls holomorph und erfüllt

j(
aτ + b

cτ + d
) = j(τ)

für alle
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z). Damit ist sie eine schwache Modulform von Gewicht0 ebenfalls zuSL2(Z).

2.4.2 Definition und Beispiele

In diesem Abschnitt kommen wir zur Definition von Modulformen der Stufe1.

Wir erinnern an den Satz der Einleitung der besagt, dass jede holomorphe Funktionf : H → C,

die periodisch der Periode1 ist, also

f(τ + 1) = f(τ) ∀τ ∈ H,

eine Fourier-Reihe

f(τ) =
∞∑

n=−∞
ane

2πiτn

besitzt. Ferner erinnern wir an die Operation vonSL2(Z) aufH:

(
a b
c d

)
.τ =

aτ + b

cτ + d
.

Insbesondere ist also

( 1 1
0 1 ) τ = τ + 1.
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Definition 2.4.3 EineModulfunktion vom Gewichtk zuSL2(Z) ist eine holomorphe Funktion

f : H→ C,

die der Transformationsregel

f(
(

a b
c d

)
.τ) = f(

aτ + b

cτ + d
) = (cτ + d)kf(τ) ∀τ ∈ H ∀

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

genügt (und damitf(( 1 1
0 1 ) .τ) = f(τ + 1) = f(τ)) und deren Fourier-Entwicklung eine Laurent-

Reihe ist:

f(τ) =
∞∑

n=−m

ane
2πiτn

(für einm ∈ Z).

Definition 2.4.4 Eine Modulfunktionf von Gewichtk zuSL2(Z) heißtModulform, falls ihre Fourier-

Entwicklung eine Taylor-Reihe ist:

f(τ) =
∞∑

n=0

ane
2πiτn.

Definition 2.4.5 Eine Modulformf von Gewichtk zuSL2(Z) heißtSpitzenform, falls ihre Fourier-

Entwicklung eine Taylor-Reihe ohne konstanten Term ist:

f(τ) =
∞∑

n=1

ane
2πiτn.

Bemerkung 2.4.6 Modulformen von Gewichtk zu SL2(Z) nennt man auch Modulformen von Ge-

wichtk derStufe1. Für Modulfunktionen und Spitzenformen benutzt man die analoge Terminologie.

Im folgenden Kapitel über Modulformen zu Kongruenzuntergruppen wird die Bezeichnung “Stu-

fe1” erklärt.

Beispiel 2.4.7 (a) Die konstanten Funktionen sind Modulformen vom Gewicht0 und Stufe1.

(b) Die Eisenstein-ReihenGk(τ) für geradek ≥ 4 sind Modulformen von Gewichtk und Stufe1.

(c) Die ∆-Funktion ist eine Spitzenform von Gewicht12 und Stufe1. Die Koeffizienten der Taylor-

Entwicklung bezeichnet man traditionell mitτ(n). Man nenntτ dieRamanujan-Funktion.

Die noch stets unbewieseneLehmer-Vermutungbehauptet, dassτ(n) 6= 0 für alle n ≥ 1.

(d) Die j-Funktion ist eine Modulfunktion vom Gewicht0 und Stufe1.

Bemerkung 2.4.8 Seik = 4a + 6b. Dann ist(G4)
a(G6)

b eine Modulform vom Gewichtk und Stu-

fe 1. Wir werden später sehen (Satz 3.1.15), dass die so erhaltenen Modulformen eine Basis für den

Vektorraum aller Modulformen vom Gewichtk und Stufe1 bilden.

Bemerkung 2.4.9 Modulformen ungeraden Gewichtes und Stufe1 sind konstant gleich0. Denn durch

Anwendung der Matrix
(−1 0

0 −1

)
erhält manf(τ) = f(−1τ+0

0τ−1 ) = (−1)kf(τ) = −f(τ) für alle τ ,

alsof = 0.
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2.4.3 Gitter-Funktionen und Funktionen auf elliptischen Kurven

Wir erinnern uns an die Eisenstein-ReiheGk(Λ). Diese erfüllt

Gk(sΛ) = s−kGk(Λ),

wie wir gesehen haben.

Definition 2.4.10 Eine Funktion

F : {Gitter} → C

heißtGitter-Funktion von Gewichtk, falls gilt

F (sΛ) = s−kF (Λ) ∀ Gitter Λ.

Somit istGk also eine Gitter-Funktion von Gewichtk. Viel allgemeiner gilt aber, dass alle (schwa-

chen) Modulfunktionen Gitter-Funktionen ergeben.

Satz 2.4.11Seif : H → C eine Modulfunktion von Gewichtk und Stufe1. Dann wird durch die

Zuordnung

F (Λω1,ω2
) = ω−k

2 f(
ω1

ω2
)

(Spezialfall:F (Λτ ) = f(τ)), wobei wir ohne Einschränkungω1/ω2 ∈ H annehmen, eine eindeutige

Gitter-Funktion von Gewichtk definiert.

Beweis.Wir müssen die Wohldefiniertheit und die Transformationsregel überprüfen. Fangen wir

unter Annahme der Wohldefiniertheit mit Letzterem an:

F (sΛω1,ω2
) = F (Λsω1,sω2

) = s−kω−k
2 f(

sω1

sω2
) = s−kF (Λω1,ω2

).

Nun die Wohldefiniertheit. Die Frage ist, ob die Definition von der Wahl der Basisω1, ω2 vonΛω1,ω2

unabhängig ist. Wie wir aber gesehen haben, ergibt sich jede andere Basis alsaω1+bω2, cω1+dω2 mit

gewissena, b, c, d ∈ Z, die eine Matrix
(

a b
c d

)
in SL2(Z) bilden. Berechnen wir also die Gleichheit:

F (Λaω1+bω2,cω1+dω2
) = (cω1 + dω2)

−kf(
aω1 + bω2

cω1 + dω2
)

= ω−k
2 (c

ω1

ω2
+ d)−kf(

aω1

ω2
+ b

cω1

ω2
+ d

) = ω−k
2 f(

ω1

ω2
) = F (Λω1,ω2

).

Dies war zu zeigen. 2

Bemerkung 2.4.12Da wir ja wissen, dass für ein GitterΛ der TorusC/Λ eine komplexe elliptische

Kurve ist, können wir Gitter-Funktionen auch als Funktionen auf der Menge der komplexen ellipti-

schen Kurven betrachten:

F : {Komplexe elliptische Kurven} → C,

dieF (C/sΛ) = s−kF (C/Λ) erfüllen.
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Der Spezialfallk = 0 ist besonders interessant. Fassen wir erstmal einige Resultate über komplexe

elliptische Kurven in einem Satz zusammen.

Satz 2.4.13Die Abbildung

SL2(Z)\H −→ {Komplexe elliptische Kurven}/ ∼=,

die durchτ 7→ C/Λτ gegeben ist, ist bijektiv.

Hierbei bedeutet∼= die Äquivalenzrelation, die durch Isomorphie von elliptischen Kurven gegeben

ist. Den BahnenraumSL2(Z)\H betrachten wir jetzt gerade einfach als eine Menge. Das folgende

Kapitel wir dem Studium analytischer Strukturen auf dieser und ähnlicher Mengen gewidmet sein.

Beweis.Wir haben bereits alles gesehen, es aber nicht so formuliert. Die Abbildungist wohldefi-

niert, denn die elliptischen KurvenC/Λτ undC/Λaτ+b
cτ+d

sind isomorph, da die letztere isomorph ist zu

C/Λaτ+b,cτ+d, welche gleich der ersten ist, da ja die Matrix
(

a b
c d

)
die Determinante1 hat und somit

nur einen Basiswechsel durchführt.

Seien nun umgekehrtC/Λτ und C/Λσ isomorph. Wir haben in dem Abschnitt über elliptische

Kurven bewiesen, dass jeder Isomorphismus von der Multiplikation mit einer Zahl x ∈ C× kommt.

Insbesondere ist alsoxΛσ = Λxσ,x gleichΛτ , weshalb esa, b, c, d ∈ Z gibt mit xσ = aτ + b und

x = cτ +d. Daher erhalten wirσ = aτ+b
cτ+d . Genauso wie im Kapitel über elliptische Kurven sieht man,

dass
(

a b
c d

)
in SL2(Z) liegt. Dies zeigt die Injektivität.

Schließlich die Surjektivität. Sei eine beliebige elliptische KurveC/Λω1,ω2
gegeben. Diese ist,

wie wir gesehen haben, isomorph zuC/Λω1
ω2

, wobei der Isomorphismus durchω−1
2 gegeben wird.

Diese ist aber offensichtlich im Bild. 2

Bemerkung 2.4.14Kommen wir nun zum Spezialfallk = 0 von Funktionen auf elliptischen Kurven

wie in der vorherigen Bemerkung. Dann gilt also

F (C/sΛ) = F (Λ).

Damit ist alsoF eine Funktion

F : {Komplexe elliptische Kurven}/ ∼= −→ C.

Wir werden später sehen, dass diej-Funktion (genauer, die zurj-Funktion zugeordnete Funktion auf

Gittern bzw. elliptischen Kurven) eine Bijektion zwischen den komplexen elliptischen Kurven bis auf

Isomorphie undC herstellt.

Damit ist jede komplexe elliptische KurveC/Λ eindeutig durchj(Λ) bestimmt.

2.4.4 Nochmal Eisenstein-Reihen

[2.5.2007] Wir werden in diesem Abschnitt noch einige in der Einleitung offen gebliebene Aussagen

beweisen und die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-Reihen noch einmalschöner aufschreiben.
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Wir beginnen mit der Definition der Bernoulli-Zahlen. Dazu betrachten wir dieFunktion

f(z) :=
z

ez − 1
=

z∑∞
n=1 z

n/n!
=

1∑∞
n=0 z

n/(n+ 1)!
.

Diese ist also holomorph in0 und wir können dort ihre Taylor-Reihe betrachten. Diese schreiben wir

in der folgenden Form:

f(z) =
∞∑

n=0

Bn

n!
zn.

Die KoeffizientenBn heißenBernoulli-Zahlen.

Aufgabe 2.4.15Zeige (zum Beispiel durch Invertieren der Potenzreihe zu1/f ) die Gleichung

(
n+1

1

)
Bn +

(
n+1

2

)
Bn−1 + · · ·+ ( n+1

n )B1 +
(

n+1
n+1

)
B0 = 0.

Folgere

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42

undBn = 0 für alle ungeradenn ≥ 3.

Wir werden nun im Folgenden einen Satz von Euler beweisen, der die Werteder Riemannschen-

ζ-Funktion an positiven geraden Zahlen berechnet.

Satz 2.4.16 (Euler)Für k ∈ N gilt die Identität

ζ(2k) =
(−1)k+1(2π)2k

2(2k)!
B2k.

Insbesondere hat manζ(2) = π2/6, ζ(4) = π4/90 undζ(6) = π6/945.

Zum Beweis benötigen wir zunächst den folgenden Satz, den wir bereits inder Einleitung ver-

wendet haben.

Satz 2.4.17Es gilt die Identität

π cotπz =
1

z
+

∞∑

n=1

(
1

z + n
+

1

z − n)

aufC− Z. Die auftretende Reihe ist aufC− Z lokal gleichmäßig absolut konvergent.

Beweis.Wir folgen [FB], S. 183, und zeigen, dass

π cotπz =
1

z

∑

n∈Z,n6=0

z

(z − n)n

gilt, wobei die Reihe rechts lokal gleichmäßig absolut aufC − Z konvergiert. Dann dürfen wir sie

nämlich umordnen und erhalten die Aussage des Satzes wegen

z

(z − n)n
=

1

z − n +
1

n
.
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Die lokal gleichmäßig absolute Konvergenz folgt übrigens sofort aus der Konvergenz der Reihe∑∞
n=1

1
n2 wegen z

(z−n)n = z n
z−n

1
n2 .

Wir betrachten für den Beweis obiger Gleichheit für festesz ∈ C− Z die Funktion

f(w) =
z

w(z − w)
π cotπw

und berechnen ihre Polstellen. Dazu schauen wir uns kurz den Kotangens bei0 an:

π cotπw = π
cosπw

sinπw
= π

1 + . . .

πw + . . .
= π

1

w

1 + . . .

1 + . . .
=

1

w

1 + . . .

1 + . . .
.

Daher hatπ cotπw bei0 und somit wegen der Periodizität (die Periode istπ) bei allen ganzen Zahlen

einen Pol der Ordnung1 mit Residuum1. Somit hatf also

• beiw = z einen Pol 1. Ordnung mit Residuum−π cotπz,

• beiw = n ∈ Z− {0} einen Pol 1. Ordnung mit Residuum z
(z−n)z ,

• beiw = 0 einen Pol 2. Ordnung mit Residuum1z (das muss man etwas länglich nachrechnen),

• und sonst keine weiteren Pole.

Wir wollen nun den Residuensatz anwenden. Dazu integrieren wir entlang dem Quadrat, dessen

Seiten parallel zu den Achsen sind und von diesen den AbstandN + 1
2 haben für einN ∈ N [Bild].

Dann liegt auf dem Integrationsweg kein Pol, falls wirN > |z|wählen. Der Residuensatz liefert dann:

1

2πi

∫
f(w)dw = −π cotπz +

1

z
+

∑

0<|n|≤N

z

n(z − n)
.

Nun wollen wir zeigen, dass fürN →∞, die linke Seite gegen0 geht.

Dazu überlegen wir uns zuerst, dass der Kotangens auf den Quadratseiten beschränkt ist. Wir

berechnen

cotπw = i
eπiw + e−πiw

eπiw − e−πiw
= i

e2πiw + 1

e2πiw − 1
= i+

2i

e2πiw − 1
= i+

2i

e2πixe−2πy − 1

für w = x+ iy. Ist |y| weg von1, z. B. |y| > 1, ist dieser Ausdruck offenbar betragsmäßig nach oben

beschränkt. Nun setzen wirw = N + 1
2 + iy oderw = −(N + 1

2) + iy ein.

2i

e2πixe−2πy − 1
=

−2i

e−2πy + 1
.

Dies ist offenbar auch beschränkt. Also ist|π cotπw| entlang dem ganzen Quadrat nach oben be-

schränkt, sagen wir durchC > 0.

Nun schätzen wir das Integral ab.

|
∫
f(w)dw| ≤

∫
|f(w)|dw ≤ C

∫
| z

w(w − z) |dw.
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Dies schätzen wir weiter ab, indem wir den Integranden gegen eine Konstante abschätzen. Es gilt

nämlich auf allen vier Wegstücken:

|w| ≥ N +
1

2

und

|w − z| ≥ ||w| − |z|| ≥ N +
1

2
− |z|.

Somit folgt:

|
∫
f(w)dw| ≤ 4(2N + 1)

|z|
(N + 1

2)(N + 1
2 − |z|)

.

Dies geht aber offensichtlich gegen0 für N →∞, was zu zeigen war. 2

Beweis des Satzes von Euler.Siehe [FB], S. 185. Der Beweis besteht daraus, dass man zwei ver-

schiedene Reihendarstellungen vonπ cotπz miteinander vergleicht. Beginnen wir mit der aus obigem

Satz:

zπ cotπz = 1 +
∞∑

n=1

(
z

z + n
+

z

z − n) = 1 +
∞∑

n=1

2z2

z2 − n2
.

Jetzt verwenden wir wieder die geometrische Reihe

1

z2 − n2
= − 1

n2

∞∑

k=0

(
z2

n2
)k

und setzen diese ein:

zπ cotπz = 1 + 2z2
∞∑

n=1

(− 1

n2

∞∑

k=0

(
z2

n2
)k).

Diese Reihe ist wiederum gleichmäßig absolut konvergent (in einer Umgebung von0), da für reelles

positivesz, das keine ganze Zahl ist, alle Terme positiv sind. Daher können wir die Reihe umsortieren,

insbesondere die beiden Summen vertauschen:

zπ cotπz = 1− 2
∞∑

k=0

(
∞∑

n=1

1

n2k+2
)z2k+2 = 1− 2

∞∑

k=1

(
∞∑

n=1

1

n2k
)z2k = 1− 2

∞∑

k=1

ζ(2k)z2k.

Nun leiten wir einen zweiten Ausdruck für die linke Seite her. So wie im letzten Beweis erhalten

wir

πz cotπz = πiz +
2πiz

e2πiz − 1
.

Rechts steht jetzt aber die definierende Funktion der Bernoulli-Zahlen (inder Variablen2πiz). Somit

können wir die Gleichung umschreiben:

πz cotπz = πiz +
∞∑

k=0

Bk

k!
(2πiz)k = 1 +

∞∑

k=1

B2k

(2k)!
(2πiz)2k

= 1 +
∞∑

k=1

B2k

(2k)!
22kπ2k(−1)kz2k,

wobei wirB0 = 1,B1 = −1
2 undBk = 0 für ungeradek ≥ 3 benutzt haben.

Der Beweis wird durch Koeffizientenvergleich abgeschlossen. 2
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Korollar 2.4.18 Seik ≥ 4 gerade. Dann gilt

Gk(τ) =
2(2π)k(−1)k/2

(k − 1)!

(
− Bk

2k
+

∞∑

n=1

σk−1(n)qn
)
.

Beweis.Einsetzen. 2

Bis auf einen transzendenten Faktor hat die Eisenstein-ReiheGk also rationale Fourier-Koeffi-

zienten, die sogar mit Ausnahme des konstanten Terms ganze Zahlen sind.

2.5 Modulformen höherer Stufe

2.5.1 Kongruenzuntergruppen

Lemma 2.5.1 SeiN ∈ N. Reduktion moduloN definiert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

SL2(Z)
π
։ SL2(Z/NZ).

Aufgabe 2.5.2 Beweise das Lemma.

Definition 2.5.3 Der Kern der Reduktion moduloN -Abbildung heißtHauptkongruenzuntergruppe

der StufeN und wird mitΓ(N) bezeichnet.

Jede UntergruppeΓ ≤ SL2(Z), die einΓ(N) enthält, wirdKongruenzuntergruppegenannt.

Wir kommen nun zu den Kongruenzuntergruppen, mit denen wir hauptsächlich arbeiten werden,

nämlichΓ0(N) undΓ1(N). Die erstere haben wir bereits in der Einleitung kennen gelernt.

Dazu betrachten wir in Anbetracht obigen Lemmas zwei Untergruppen vonSL2(Z/NZ), nämlich

G0(N) := {( ∗ ∗
0 ∗ ) ∈ SL2(Z/NZ)}

und

G1(N) := {( 1 ∗
0 1 ) ∈ SL2(Z/NZ)}.

Wir definieren nun fürSL2(Z)
π
։ SL2(Z/NZ) die GruppeΓ0(N) als π−1(G0) und die Gruppe

Γ1(N) alsπ−1(G1).

Explizit bedeutet dies:

Γ0(N) = {
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z)|

(
a b
c d

)
≡ ( ∗ ∗

0 ∗ ) mod N}

und

Γ1(N) = {
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z)|

(
a b
c d

)
≡ ( 1 ∗

0 1 ) mod N}.

Die GruppenΓ1(N) undΓ0(N) sind keine Normalteiler vonSL2(Z), sobaldN > 1. Die Haupt-

kongruenzuntergruppe ist als Kern eines Gruppenhomomorphismus natürlich wohl ein Normalteiler.
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Lemma 2.5.4 Die Abbildung

Γ1(N)\Γ0(N)

“
a b
c d

”
7→ d mod N

−−−−−−−−−−−−−→ (Z/NZ)×

ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis.Das ist einfach nachzurechnen. 2

Als Nächstes wollen wir den Index der oben eingeführten Gruppen inSL2(Z) berechnen. Dazu

werden wir jeweils Bijektionen der Nebenklassen auf einfachere Mengenhinschreiben, die es auch

im Prinzip erlauben, Repräsentanten der Nebenklassen hinzuschreiben.

Dazu zunächst eine Definition.

Definition 2.5.5 SeiR ein Ring (kommutativ mit Eins). Wir definieren dieprojektive Gerade überR

als

P1(R) := {(a : b)|a, b ∈ R, ∃r, s ∈ R : 1 = ar + bs}/ ∼,

wobei zwei Paare(a : b) und(a′ : b′) äquivalent sind, falls esr ∈ R× gibt mitar = a′ undbr = b′.

Lemma 2.5.6 SeiN eine natürliche Zahl. Dann gelten:

(a) ϕ(N) = #(Z/NZ)× = N
∏

l|N (1− 1
l ).

(b) #P1(Z/NZ) = N
∏

l|N (1 + 1
l ).

(c) #{(a, b)|a, b ∈ Z/NZ,∃r, s ∈ Z/NZ : 1 = ar + bs} = N2
∏

l|N (1− 1
l2

).

Beweis.(a) ist aus der elementaren Zahlentheorie bekannt und folgt einfach daraus, dass es in

(Z/prZ)× genaupr−1 Nicht-Einheiten gibt.

(b) Zunächst gilt die Multiplikativität bezüglich teilerfremder Zahlen, also insbesondere

#P1(Z/NZ) =
n∏

i=1

#P1(Z/lel

i Z)

für N =
∏n

i=1 l
el

i . Dazu können wir uns die Tupel komponentenweise geschrieben vorstellen. Wir

überlegen uns leicht, dass die Menge

{(a : 1)|a ist Nicht-Einheit} ·∪ {(1 : b)|b ∈ Z/peZ}

ein Repräsentantensystem fürP1(Z/peZ) ist. Somit ist ihre Anzahl gleichpe−1 + pe = pe(1 + 1
p).

Daraus folgt die behauptete Formel.

(c) folgt sofort aus (a) und (b) durch Multiplikation mitϕ(N). 2

[3.5.2007]
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Satz 2.5.7 (a) Die Abbildung

Γ0(N)\SL2(Z)
mod N−−−−−−→ G0(N)\SL2(Z/NZ)

“
a b
c d

”
7→(c:d) mod N

−−−−−−−−−−−−−−→ P1(Z/NZ)

ist eine Bijektion und es gilt[SL2(Z) : Γ0(N)] = N
∏

l|N (1 + 1
l ).

(b) Die Abbildung

Γ1(N)\SL2(Z)
mod N−−−−−−→ G1(N)\SL2(Z/NZ)

“
a b
c d

”
7→(c,d) mod N

−−−−−−−−−−−−−−→ {(c, d)|c, d ∈ Z/NZ,∃r, s ∈ Z/NZ : 1 = cr + ds}

ist eine Bijektion und es gilt[SL2(Z) : Γ1(N)] = N2
∏

l|N (1− 1
l2

).

(c) Die Abbildung

Γ(N)\SL2(Z)
mod N−−−−−−→ SL2(Z/NZ)

ist eine Bijektion und es gilt[SL2(Z) : Γ(N)] = N3
∏

l|N (1− 1
l2

).

Beweis.Die Bijektionen folgen unmittelbar aus den Definitionen. Für die Formeln berechnet man

ganz einfach, dassG1(N) genau ausN undG0(N) ausNϕ(N) Elementen besteht. Dann wendet

man das vorangehende Lemma an. 2

Aufgabe 2.5.8 (a) Beweise, dassΓ(2) erzeugt wird von den Matrizen( 1 2
0 1 ), ( 1 0

2 1 ) und
(−1 0

0 −1

)
.

Anleitung:

• Bemerke zunächst, dass
(

a b
c d

)
∈ Γ(2) genau dann, wenna, d ungerade,b, c gerade und

ad− bc = 1. Insbesondere sind alsoggT(a, b) = 1 undggT(a, c) = 1.

• Beweise nun, dass man durch Rechtsmultiplikation von( 1 2
0 1 ) und( 1 0

2 1 ) jede Matrix
(

a b
c d

)
∈

Γ(2) auf die Form( ∗ 0
∗ ∗ ) bringen kann.

Dazu kann man eine Form des euklidischen Algorithmus verwenden: Ist|a| < |b|, dann gibt

es einn ∈ Z, so dass
(

a b
c d

)
( 1 2n

0 1 ) = ( a 2na+b
∗ ∗ ) und|2na+ b| < |a|. Ist0 < |b| < |a|, dann

gibt es einm ∈ Z, so dass
(

a b
c d

)
( 1 0

2m 1 ) = ( a+2mb b
∗ ∗ ) und|a+2mb| < |b|. Folgere hieraus

die Behauptung dieses Punktes.

• Zeige nun, dass jede Matrix der Form
(

a 0
c d

)
∈ Γ(2) ein Produkt von( 1 0

2 1 ) und
(−1 0

0 −1

)
ist.

(b) DieΘ-GruppeΓθ ist die Untergruppe vonSL2(Z), die von( 1 2
0 1 ) und

(
0 −1
1 0

)
erzeugt wird.

Zeige, dass sieΓ(2) enthält und somit eine Kongruenzuntergruppe ist.
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2.5.2 Spitzen

Die geometrische Erklärung des Begriffs der Spitze wird erst im folgenden Kapitel deutlich werden.

Definition 2.5.9 Die Menge der Spitzenist P1(Q) = Q∪{∞}, wobei wir(a : b) als a
b für b 6= 0 und

(a : 0) als∞ auffassen.

Die GruppeSL2(Z) operiert auf der Menge der Spitzen wie aufH durch gebrochen lineare Trans-

formationen, d.h.
(

a b
c d

)
.
r

s
=
a r

s + b

c r
s + d

=
ar + bs

cr + ds
.

Lemma 2.5.10 Fasst man die Spitzers als Vector( r
s ) auf, so ergibt sich die Operation vonSL2(Z)

wie folgt. Es sei
(

a b
c d

)
( r

s ) =
(

r′

s′

)
. Dann ist

(
a b
c d

)
r
s = r′

s′ . Diese Darstellung funktioniert auch für

∞ = r
0 .

Beweis.Dies ist eine einfache Rechnung. 2

Lemma 2.5.11 Die Bahn der Spitze∞ unter der Operation vonSL2(Z) ist die Menge aller Spitzen.

Der Stabilisator von∞ ist

SL2(Z)∞ = {± ( 1 n
0 1 ) |n ∈ Z} = 〈±1, ( 1 1

0 1 )〉.

Beweis.Dass∞ in der Bahn liegt, ist klar. Seiac 6=∞ eine Spitze in gekürzter Bruchdarstellung.

Dann sinda und c teilerfremd, es gibt alsob, d ∈ Z mit 1 = ad − bc (nach dem Euklidischen

Algorithmus). Damit ist
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) und

(
a b
c d

)
.∞ = a

c .

Nun bleibt noch der Stabilisator zu berechnen:

(
a b
c d

)
.∞ =

a

c
=∞.

Dann ist alsoc = 0 unda 6= 0. Wegen1 = ad − bc = ad folgt, dassa = d = ±1. Damit ist also(
a b
c d

)
=

(
a b
0 a

)
mit a = ±1, wie behauptet. 2

Eine Umformulierung des Lemmas ist zu sagen, dass der Bahnenraum

SL2(Z)\P1(Q)

aus nur einem Element besteht.

Definition 2.5.12 SeiΓ ≤ SL2(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. Dann heißt der Bahnenraum

Γ\P1(Q) dieMenge der Spitzenklassen vonΓ.

Lemma 2.5.13 SeiΓ < SL2(Z) eine Untergruppe von endlichem Index. Die Menge der Spitzenklas-

sen vonΓ ist kleiner gleich dem Index(SL2(Z) : Γ).
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Beweis.Aus dem ersten Teil des vorigen Lemmas folgt die Surjektion

SL2(Z)

“
a b
c d

”
7→

“
a b
c d

”
.∞

−−−−−−−−−−−→ P1(Q).

Diese ergibt eine Surjektion

Γ\SL2(Z) ։ Γ\P1(Q),

die die Behauptung beweist. 2

Satz 2.5.14SeiΓ < SL2(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. Seiσ =
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z). Dann

ist der Stabilisator inΓ der Spitzea
c gleich

Γa
c

= Γ ∩ σ〈±1, ( 1 1
0 1 )〉σ−1 = Γ ∩ 〈±1, σ ( 1 1

0 1 )σ−1〉.

Ferner gibt es eine kleinste positive Zahlh, dieWeite der Spitzeac , derart dassσ
(

1 h
0 1

)
σ−1 ∈ Γa

c
oder

σ
(−1 −h

0 −1

)
σ−1 ∈ Γa

c
. Dann istΓa

c
entweder gleich〈σ

(
1 h
0 1

)
σ−1〉, gleich 〈

(−1 0
0 −1

)
, σ

(
1 h
0 1

)
σ−1〉

oder gleich〈σ
(−1 −h

0 −1

)
σ−1〉. In den ersten beiden Fällen heißt die Spitzea

c regulärund im letzten

Fall irregulär.

Beweis.Die Darstellung des Stabilisators folgt sofort aus der von∞. Als Nächstes ist es einfach

einzusehen, dass ausser der trivialen Gruppe und〈
(−1 0

0 −1

)
〉 alle Untergruppen von der Form am

Ende des Satzes sind. Zur Existenz der Weite müssen wir also nur beweisen, dass der Stabilisator

nicht endlich ist. Wäre er aber endlich, so hätten wir die unendliche disjunkteVereinigung

⋃

n∈Z

ΓσTnσ−1,

die vollständig inSL2(Z) enthalten wäre. Dies widerspricht dann der Voraussetzung, dassΓ in SL2(Z)

endlichen Index hat. 2

Bemerkung 2.5.15 Irreguläre Spitzen sind die absolute Ausnahme. FürΓ0(N) gibt es für keinN

irreguläre Spitzen, denn
(−1 0

0 −1

)
∈ Γ0(N). Für Γ1(N) gibt es keine irregulären Spitzen fürN ≥ 5.

Die Spitze1
2 ist irregulär für die GruppeΓ1(4). Denn1

2 = ( 1 1
2 3 )∞ und

( 1 1
2 3 )

(
1 h
0 1

)
( 1 1

2 3 )
−1

= ( 1 1
2 3 )

(
1 h
0 1

) (
3 −1
−2 1

)
=

(
1−2h h
−4h 1+2h

)
.

Wir sehen, dass fürh = ±1 diese Matrix nicht inΓ1(4) liegt, erst fürh = ±2 tut sie dies. Aber

für h = 1 liegt das Negative der Matrix inΓ1(4). Somit ist der Stabilisator der Spitze12 gleich

( 1 1
2 3 ) 〈− ( 1 1

0 1 )〉( 1 1
2 3 )

−1. Die Spitze1
2 ist also irregulär.

Aufgabe 2.5.16Seip eine Primzahl. Zeige, dass die Menge der Spitzenklassen vonΓ0(p) aus zwei

Elementen besteht, die durch∞ und0 repräsentiert werden können. Berechne die Weite beider Spit-

zenklassen.
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2.5.3 Definition

Wir können nun bereits zur Definition von Modulformen zu Untergruppen von endlichem Index kom-

men. Zuerst führen wir aber eine praktische Notation ein.

Definition 2.5.17 Seienk ∈ Z, γ :=
(

a b
c d

)
∈ GL+

2 (R) undf : H→ C eine holomorphe Funktion.

Wir definieren die Funktion

(f |k(γ)) : H→ C, (f |k(γ))(τ) := det(γ)k−1(cτ + d)−kf(
(

a b
c d

)
.τ).

Der Operator

f 7→ (f |k(γ))

heißtPeterssonscher Strichoperator.

Lemma 2.5.18 (a) Seif wie in der Definition. Dann ist(f |k(γ)) auch eine holomorphe Funktion

H→ C.

(b) Es seienγ, σ ∈ SL2(R). Dann gilt

(f |k(γ))|k(σ) = f |k(γσ).

(c) Es gilt(f |k ( 1 n
0 1 ))(τ) = f(τ + n).

(d) Ist f eine schwache Modulform von Gewichtk zu einer UntergruppeΓ < SL2(Z) endlichen

Indexes, dann gilt

(f |k(γ)) = f

für alle γ ∈ Γ.

Beweis.Es ist klar, dass(cτ + d) für kein τ ∈ H eine Nullstelle hat. Das zeigt schon (a). (b)

rechnet man nach. (c) ist klar. Der Teil (d) ist nur eine Umschreibung der Transformationsregel. 2

Satz 2.5.19Seif : H → C eine schwache Modulform von Gewichtk zu einer UntergruppeΓ <

SL2(Z) endlichen Indexes. Sei fernerσ =
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z). Die Spitzea

c habe die Weitẽh. Ist a
c

regulär, setzeh := h̃, sonst setzeh := 2h̃.

Dann hat die Funktionf |k(σ) eine Fourier-Entwicklung der Form

(f |k(σ))(τ) =
∞∑

n=−∞
ane

2πiτn/h =
∞∑

n=−∞
anq

n
h .

Beweis.Es genügt zu zeigen, dassf |k(σ) periodisch mit der Periodeh ist, denn dann können wir

den Satz aus der Einleitung anwenden. Dies berechnen wir nun unter Zuhilfenahme aller Teile des

vorangehenden Lemmas:

(f(|k(σ))(τ + h) = (f |k(σ)|k
(

1 h
0 1

)
)(τ) = (f |k((σ

(
1 h
0 1

)
σ−1)σ))(τ) = (f |k(σ))(τ).

Damit ist der Satz gezeigt. 2
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Definition 2.5.20 Seienf undσ wie im obigen Satz.

Wir sagen, dassf in der Spitzea
c meromorphist, falls esm ∈ Z gibt mit

(f |k(σ))(τ) =
∞∑

n=m

anq
n
h .

Ferner istf in der Spitzea
c holomorph, falls gilt:

(f |k(σ))(τ) =

∞∑

n=0

anq
n
h .

Schließlich sagt man, dassf in der Spitzea
c verschwindet, falls gilt:

(f |k(σ))(τ) =
∞∑

n=1

anq
n
h .

Definition 2.5.21 SeiΓ ≤ SL2(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes.

Eine schwache Modulformf vom Gewichtk zuΓ heißtModulfunktion vom Gewichtk zuΓ, falls

sie in allen Spitzen meromorph ist.

Sie heißtModulform vom Gewichtk zuΓ, falls sie in allen Spitzen holomorph ist.

Sie heißtSpitzenform vom Gewichtk zuΓ, falls sie in allen Spitzen verschwindet.

Aufgabe 2.5.22Zeige, dass es genügt, die Bedingungen in den Spitzen an einem Vertretersystem der

Spitzenklassen fürΓ zu überprüfen.

Aufgrund der Aufgabe finden wir also insbesondere, dass die beidenDefinitionen von Modulfor-

men zuSL2(Z), die wir gegeben haben, übereinstimmen.

[9.5.2007]

Bemerkung 2.5.23Es ist klar, dassq → 0 gehen zu lassen, dasselbe ist, wie einen Limes überτ

zu bilden, bei dem der Imaginärteil vonτ gegen unendlich geht (und der Realteil vonτ beschränkt

bleibt, z. B. ohne Einschränkung zwischen0 und1). Für Letzteres schreiben wirlimIm(τ)→∞.

Man berechnet, dass

lim
Im(τ)→∞

aτ + b

cτ + d
=
a

c

gilt. Denn der AusdruckRe(aτ+b
cτ+d) = |τ |2ac+bc+Re(τ)

|cτ+d|2 geht gegena
c und Im(aτ+b

cτ+d) = Im(τ)
|cτ+d|2 geht

gegen0. Daher stellen wir uns∞ auch alsi∞, das heißt “ganz oben” vor.

Bemerkung 2.5.24Wir erinnern an die aus der Funktionentheorie bekannte Gamma-Funktion. Die-

se ist definiert auf der rechten HalbebeneRe(z) > 0 durch

Γ(z) :=

∫ ∞

0
tz−1e−tdt

und stellt dort eine holomorphe Funktion dar (siehe [FB], Satz IV.1.1).
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Satz 2.5.25SeiΓ ≤ SL2(Z) mit Γ(N) ≤ Γ und seif eine schwache Modulform vom Gewichtk zuΓ,

die in∞ holomorph ist. Dann hatf eine Fourier-Entwicklung in∞ von der Form

f(τ) =

∞∑

n=0

ane
2πiτn/N .

Gibt es eine KonstanteC > 0, so dass für allen ∈ N

|an| ≤ Cnr

gilt, dann istf eine Modulform von Gewichtk zuΓ.

Beweis.Dassf eine Fourier-Entwicklung wie die behauptete besitzt, folgt unmittelbar daraus,

dass die Weite einer jeden SpitzeN teilt, da die Matrix
(

1 N
0 1

)
offenbar inΓ(N) enthalten undΓ(N)

ein Normalteiler vonSL2(Z) ist. Denn dann enthält der StabilisatorΓσ∞ der Spitzeσ∞ die Unter-

gruppeσ〈
(

1 N
0 1

)
〉σ−1.

Behauptung:Es ist|f(τ)| ≤ C0 + C1
1

Im(τ)r für gewisse KonstantenC0, C1 > 0.

Um dies zu sehen, rechnen wir zunächst (schreibey = Im(τ)):

|f(τ)| = |
∞∑

n=0

anq
n/N | ≤

∞∑

n=0

|an|e−2πyn/N

≤ |a0|+ C
∞∑

n=0

nre−2πyn/N

= |a0|+ C(
N

2π
)r 1

yr

∞∑

n=0

(
2πny

N
)re−

2πyn

N .

Die Summe rechts kann einfach mitΓ(r + 1) verglichen werden (Substitutiont = 2πny
N ) und gegen

eine vony unabhängige Konstante abgeschätzt werden. Das wird hier nicht ausgeführt. Damit erhält

man die Behauptung.

Wir müssen nun zeigen, dassf holomorph in den Spitzen ist. Sei dazu fürσ ∈ SL2(Z)

(f |k(σ))(τ) =
∞∑

n=−∞
bnq

n/N .

Es genügt nun weiter, wie wir wissen, zu zeigen, dasslimIm(τ)→∞ q1/N (f |k(σ))(τ) gleich0 ist. Dies

wollen wir mittels der Abschätzung aus der Behauptung nun beweisen. Wir erinnern an die Formel

Im(aτ+b
cτ+d) = Im(τ)

|cτ+d|2 für
(

a b
c d

)
∈ SL2(R). Außerdem verhält sich|cτ + d| für großeIm(τ) und

|Re(τ)| ≤ N wie |c|Im(τ). Wir berechnen

|(f |k(σ))(τ)| = 1

|cτ + d|k f(
aτ + b

cτ + d
) ≤ 1

|cτ + d|k |C0 + C1Im(
aτ + b

cτ + d
)−r|

=
1

|cτ + d|k |C0 + C1
|cτ + d|2r

Im(τ)r
|.
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Für großeIm(τ) verhält sich der Ausdruck rechts kleiner gleichC2Im(τ)r−k für eine KonstanteC2 >

0. Damit folgt

lim
Im(τ)→∞

|q1/N (f |k(σ))(τ)| ≤ lim
Im(τ)→∞

|e−2πIm(τ)Im(τ)r−k| = 0,

was den Beweis abschließt. 2

Bemerkung 2.5.26SeienΓ ≤ Γ̃ ≤ SL2(Z) Untergruppen endlichen Indexes. Dann ist jede Modul-

form von Gewichtk zuΓ̃ auch eine Modulform von Gewichtk zuΓ. Gleiches gilt für Modulfunktionen

und Spitzenformen.

Diese Bemerkung folgt unmittelbar aus der Definition.

Wir gehen jetzt noch auf Modulformen zuΓ1(N) mit Charakter ein, da diese in der Praxis sehr

häufig vorkommen. Wir werden sie allerdings erst einmal nicht gesondertbetrachten. Hier kommt es

nur darauf an, dass die Definition schon einmal gesehen wurde.

Definition 2.5.27 Seif eine Modulform von Gewichtk zuΓ1(N) und seiχ : (Z/NZ)× → C× ein

Dirichlet-Charakter, d. h. ein Gruppenhomomorphismus.

Wir sagen, dassf den Charakterχ bzw. denNebentypχ oder auch altertümlich denNebentypusχ

hat, falls für alle Matrizen
(

a b
c d

)
∈ Γ0(N) gilt:

f(
(

a b
c d

)
.τ) = χ(d)(cτ + d)kf(τ).

Bemerkung 2.5.28 Ist der Charakterχ trivial, d.h.χ(n) = 1 für alle n ∈ (Z/NZ)×, dann hat eine

Modulform zuΓ1(N) genau dann den Charakterχ, wenn sie bereits eine Modulform zuΓ0(N) ist.

Notation 2.5.29 Den C-Vektorraum der Modulformen von Gewichtk zur GruppeΓ ≤ SL2(Z) be-

zeichnen wir mitMk(Γ). Den Untervektorraum der Spitzenformen nennen wirSk(Γ).

Ist wie obenχ ein Dirichlet-Charakterχ : (Z/NZ)× → C×, dann bezeichnenMk(N,χ) und

Sk(N,χ) die Modulformen bzw. Spitzenformen vom Gewichtk für Γ1(N) mit Charakterχ.

2.5.4 Ausartungs-Abbildungen und Altformen

SeienN,M ∈ N. Ist γ =
(

a b
c d

)
∈ Γ0(NM), dann ist die Matrix

(
a bm

c/m d

)
∈ Γ0(N) für alle Teiler

m |M , denn die Determinante ist offenbar unverändert und alle Einträge sind ganze Zahlen.

Satz 2.5.30Seif eine Modulform von Gewichtk und StufeN . Dann ist für alle Teilerm | M die

Funktion

g(τ) := f(mτ)

eine Modulform von Gewichtk und StufeNM . Das gleiche gilt auch für Spitzenformen.
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Beweis.Dassg holomorph auf ganzH ist, ist klar. Wir berechnen nun die Transformationseigen-

schaft für
(

a b
c d

)
∈ Γ0(NM):

g(
(

a b
c d

)
.τ) = f(m

aτ + b

cτ + d
) = f(

a(mτ) + bm
c
m(mτ) + d

) = (
c

m
(mτ) + d)kf(mτ) = (cτ + d)kg(τ).

Nun müssen wir uns noch um die Holomorphie in den Spitzen kümmern. Dazu seinun σ =(
a b
c d

)
∈ SL2(Z). Sei fernere = ggT(c,ma), den wir als Linearkombination nach dem Euklidischen

Algorithmus darstellen:

e = sc+ rma

für geeigneter, s ∈ Z. Damit ist die Matrixα :=
(

−r −s
c
e

−ma
e

)
in SL2(Z) und es gilt

α
(

ma mb
c d

)
=

(
−r −s
c
e

−ma
e

) (
ma mb
c d

)
= ( x y

0 z )

mit x, y, z ∈ Z (deren genaue Darstellung uns egal ist). Mitg = f |k(( m 0
0 1 ) folgt

(g|k(σ))(τ) = (f |k
(

ma mb
c d

)
)(τ) = (f |k(α−1 ( x y

0 z )))(τ) =
1

zk
(f |k(α−1)(

xτ + y

z
).

Wir wissen, daf eine Modulform ist, dass(f |k(α−1)(τ) einen Grenzwert fürIm(τ)→∞ annimmt,

nennen wir ihnG. Dann ist

lim
ℑ(τ)→∞

1

zk
(f |k(α−1)(

xτ + y

z
) =

G

zk
,

und die Holomorphizität in der Spitzeac ist bewiesen. Istf eine Spitzenform, so istG = 0 und folglich

verschwindet auchg in den Spitzen. 2

Definition 2.5.31 Eine Modulform von Gewichtk zuΓ0(N) heißtAltform, wenn sie eine Linearkom-

bination von Modulformengi(diτ) ist, wobeiMi > 1 echte Teiler vonN , diedi ≥ 1 Teiler vonMi

und diegi Modulformen von Gewichtk zuΓ0(N/Mi) sind.

Bemerkung 2.5.32Gibt es Altformen, so erwartet man, dass es auch Neuformen gibt. Diese werden

wir später als das orthogonale Komplement zu den Altformen bzgl. eines noch zu definierenden Ska-

larproduktes definieren. Wie man sich leicht vorstellen kann, spielen die Neuformen die gewichtigere

Rolle.

2.5.5 Die Eisenstein-ReiheG2

In diesem Abschnitt wollen wir die Aussagen der Einleitung bezüglich der Eisenstein-ReiheG2 be-

weisen. Dazu erinnern wir an die Definition und an das, was wir bereits gezeigt haben:

P (τ) =
π2

3
+ 2

∞∑

c=1

(
∞∑

d=−∞

1

(cτ + d)2
) = −8π2(− 1

24
+

∞∑

n=1

σ1(n)qn).

Die links auftretende Reihe ist nicht absolut konvergent und die oben bewiesene Gleichheit gilt nur

für diese Summationsreihenfolge.
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Satz 2.5.33SeiN ≥ 2 eine natürliche Zahl. Dann ist

G2,N (τ) := P (τ)−NP (Nτ)

eine Modulform von Gewicht2 zuΓ0(N).

Um diesen Satz zu beweisen, benötigen wir einige Vorbereitungen.

Satz 2.5.34Es gilt 1
τ2P (−1

τ ) = P (τ)− 2πi
τ .

Aufgabe 2.5.35Beweise den Satz 2.5.34. Eine Anleitung findet sich in [DS] und der ganze Beweis

in [FB], S. 390-393.

Bemerkung 2.5.36Wir benötigen leider einen winzigen Vorgriff auf eine der nächsten Stunden, näm-

lich, dassSL2(Z) erzeugt wird von den Matrizen( 1 1
0 1 ) und

(
0 −1
1 0

)
.

Lemma 2.5.37 (a) Für alleσ =
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) gilt

(P |2(σ))(τ) = P (τ)− 2πic

cτ + d
.

(b) Für alleσ =
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) gilt

(
1

Im(τ)
|2(σ))(τ) =

1

(cτ + d)2Im(στ)
=

1

Im(τ)
− 2ic

cτ + d
.

(c) Die Funktionf(τ) := P (τ)− π
Im(τ) erfüllt (f |2(σ))(τ) = f(τ).

Beweis.(a) Zunächst stellen wir fest, dass die geforderte Identität für( 1 1
0 1 ) direkt aus der Exi-

stenz der Fourier-Entwicklung folgt, da der Bruch rechts verschwindet, und für
(

0 −1
1 0

)
der Inhalt von

Satz 2.5.34 ist. Aufgrund dessen, dassSL2(Z) von diesen beiden Matrizen erzeugt wird, genügt es

zu überprüfen, dass aus der geforderten Identität für zwei Matrizen α undβ auch die Identität fürαβ

undα−1 folgt. Das ist eine einfache, etwas langwierige Rechnung, die wir uns hierersparen.

(b) Auch dies rechnet man nach.

(c) Dies folgt unmittelbar:

((P (τ)− p

Im(τ)
)|2(σ))(τ) = P (τ)− 2πic

cτ + d
− (

π

Im(τ)
|2(σ))(τ) = P (τ)− p

Im(τ)
.

2

Beweis von Satz 2.5.33.DaP aufH holomorph ist, istG2,N (τ) es auch. Nun bemerken wir

P (τ)−NP (Nτ) = (P (τ)− π

Im(τ)
)−N(P (Nτ)− π

Im(Nτ)
).

Da nach Teil (c) die Funktionf(τ) die Transformationseigenschaft einer schwachen Modulform von

Gewicht2 zu ganzSL2(Z) besitzt, folgt genauso wie im Satz zu den Altformen, dassf(Nτ), und

folglich auchG2,N (τ), die Transformationseigenschaft einer Modulform von Gewicht2 zu Γ0(N)

erfüllt.

Die Holomorphizität in den Spitzen ist eine Konsequenz von Satz 2.5.25. Denndie Koeffizienten

der Fourier-Entwicklung vonP erfüllen die geforderte Schranke offensichtlich. 2
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Die Dedekindscheη-Funktion

[10.5.2007]

Definition 2.5.38 Die Dedekindscheη-Funktion ist definiert als das unendliche Produkt

η(τ) := e2πiτ/24
∞∏

n=1

(1− qn),

wobei wie immerq = e2πiτ ist.

Aufgabe 2.5.39Das in der Definition auftretende Produkt ist konvergent und definiert eine holomor-

phe Funktionη : H→ C.

Dazu nehme man den Logarithmus des Produktes, alsoπiτ
12 +

∑∞
n=1 log(1− qn), und zeige, dass

diese Reihe lokal gleichmäßig absolut konvergiert. Dazu kann man die Taylor-Reihe vonlog(1− qn)

zu Hilfe ziehen.

Lemma 2.5.40 Es gilt die Transformationsformelη(−1
τ ) =

√
−iτη(τ).

Beweis.Vergleiche [DS], S. 20. Die Konvergenz des Produktes bedeutet die lokal gleichmäßig

absolute Konvergenz der Reihe
∑∞

n=1 log(1−qn). Es stellt sich heraus, dass es einfacher ist, mit dieser

Reihe zu arbeiten als mit dem Produkt. Ferner dürfen wir wegen der Konvergenz, Differentiation und

Summation vertauschen und erhalten

d

dτ
log(η(τ)) =

d

dτ

(πiτ
12

+
∞∑

c=1

log(1− qc)
)

=
πi

12
− 2πi

∞∑

c=1

cqc

1− qc

=
πi

12
− 2πi

∞∑

c=1

c
∞∑

d=1

qcd =
πi

12
− 2πi

∞∑

c=1

∞∑

d=1

cqcd

=
πi

12
− 2πi

∞∑

c=1

σ1(n)qn = −2πi(
1

24
−

∞∑

c=1

σ1(n)qn) =
i

4π
P (τ).

Nun verwenden wir die Kettenregel:

d

dτ
log(η(

−1

τ
)) =

1

τ2

( d
dτ̃

log(η(τ̃))|τ̃=−1

τ

)
=

i

4π

1

τ2
P (
−1

τ
).

Außerdem haben wir

d

dτ
log(
√
−iτη(τ)) =

d

dτ
log(
√
−iτ) +

d

dτ
log(η(τ)) =

1

2τ
+

i

4π
P (τ)

=
i

4π

(
P (τ)− 2πi

τ

)
.

Wegen Satz 2.5.34 stimmen alsoddτ log(
√
−iτη(τ)) und d

dτ log(η(−1
τ )) überein, woraus

log(
√
−iτη(τ)) = c · log(η(

−1

τ
))
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mit einer Konstantec folgt. Setzen wir nunτ = i, so erhalten wir

log(
√
−iiη(i)) = log(η(i)) = c · log(η(

−1

i
)) = c · log(η(i)),

weshalbc = 1 folgt. Man muss und kann sich dazu überlegen, dassP (i) 6= 0 ist, was man zum

Beispiel durch Einsetzen vonτ = i in die Fourier-Entwicklung erhält. 2

Satz 2.5.41Die Funktionη24 = q
∏∞

n=1 ist eine Modulform von Gewicht12 zuSL2(Z).

Beweis.Die Funktionη24 erfüllt sicherlich die Transformationsregel für Modulformen von Ge-

wichtk für ( 1 1
0 1 ) (wegen der Produkt-Entwicklung) und

(
0 −1
1 0

)
(wegen des vorangehenden Lemmas).

Wenn wir wie oben vorgreifen, dassSL2(Z) von diesen beiden Matrizen erzeugt wird, sind wir fertig,

daη24 aufH und wegen der Produkt-Entwicklung auch in den Spitzen holomorph ist. 2

Bemerkung 2.5.42Wir werden später sehen, dass der Raum der Modulformen von Gewicht12 zu

SL2(Z) 1-dimensional ist. Daher istη24 gleich ∆ mal einer Konstante. Somit haben wir also eine

Produktentwicklung von∆ gefunden!

2.6 Theta-Reihen

Wir betrachten hier zunächst eine etwas andereΘ-Reihe als in der Einleitung, nämlich

θ̃(τ) :=
∑

n∈Z

eπin2τ .

In der Einleitung hatten wir

θ(τ) :=
∑

n∈Z

e2πin2τ

benutzt. Somit gilt:

θ(τ) = θ̃(2τ).

Wir wenden uns erst der “neuen”Θ-Reihe zu und beweisen die JacobischeΘ-Transformations-

formel.

Satz 2.6.1 (Jacobi)Für τ ∈ H undw ∈ C gilt

√
τ

i

∞∑

n=−∞
eπi(n+w)2τ =

∞∑

n=−∞
eπin2 −1

τ
+2πinw,

wobei die Quadratwurzel mittels des Hauptzweiges des Logarithmus definiert ist.

Beweis.[FB], S.343-345 2
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Korollar 2.6.2 In einer Aufgabe im letzten Abschnitt haben wir dieΘ-GruppeΓθ := 〈( 1 2
0 1 ) ,

(
0 −1
1 0

)
〉

eingeführt undΓ(2) = 〈( 1 2
0 1 ) , ( 1 0

2 1 ) ,
(−1 0

0 −1

)
〉 gezeigt. SetzeG := 〈( 1 2

0 1 ) , ( 1 0
2 1 )〉. Aus dieser Auf-

gabe folgt, dass

χ : Γθ/G→ 〈i〉,
(

0 −1
1 0

)
7→ −i

ein Charakter (Gruppenhomomorphismus) ist.

Die Funktionθ̃2 ist holomorph aufH und erfüllt die Transformationseigenschaft

θ̃2(γ.τ) = (cτ + d)χ(γ)θ̃2(τ)

für alle γ :=
(

a b
c d

)
∈ Γθ.

Beweis.Die Holomorphie aufH haben wir fürθ bereits in der Einleitung gezeigt. Aus ihr folgt

sofort die Holomorphie voñθ2. Die Transformationseigenschaft braucht nur auf Erzeugern geprüft zu

werden. Für( 1 2
0 1 ) ist diese anhand der Definition offensichtlich, für

(
0 −1
1 0

)
ist sie gerade der Inhalt

der JacobischenΘ-Transformationsformel fürw = 0. 2

Nun wenden wir unsθ zu und beweisen die in der Einleitung benutzten Aussagen.

Lemma 2.6.3 Die Abbildung

Γ0(4)→ Γ(2),
(

a b
c d

)
7→

(
a 2b

c/2 d

)

ist eine Bijektion.

Beweis.Die Wohldefiniertheit ist klar. Die Umkehrabbildung ist offenbar gegebendurch
(

a b
c d

)
7→(

a b/2
2c d

)
. 2

Satz 2.6.4Für geradek ≥ 2 ist θk eine Modulform vom Gewichtk/2 für Γ1(4) zum Charakter

ψ : (Z/4Z)×
∼−→ {±1}.

Insbesondere istθk eine Modulform von Gewichtk/2 für Γ0(4), falls 4 | k.

Beweis.Die Transformationseigenschaft können wir nun einfach aus dem Lemma und dem Satz

oben ablesen:

θk(
(

a b
c d

)
.τ) = θ̃k(2

(
a b
c d

)
.τ) = θ̃k(

a2τ + 2b
c
22τ + d

) = (cτ + d)k/2χ(γ)k/2θk(τ)

mit γ =
(

a b
c d

)
∈ Γ0(4). Dabei benutzen wirΓ(2) < Γθ und, dassχ eingeschränkt aufΓ(2) der

Charakter nach{±1} ist, der
(

a b
c d

)
aufψ(d) schickt und somit auf〈( 1 2

0 1 ) , ( 1 0
2 1 )〉 trivial ist.

Die Holomorphizität in den Spitzen folgt wiederum aus dem Kriterium in Satz 2.5.25. 2

Bis auf die Dimensionsformeln haben wir nun das Theorem aus der Einleitungzur Darstellungs-

zahl bewiesen. Den Dimensionsformeln wenden wir uns im Folgenden zu.



Kapitel 3

Modulkurven

3.1 Der Fundamentalbereich fürSL2(Z) und Anwendungen

Wir erinnern daran, dass der Bahnenraum für die Operation vonSL2(Z) auf H mit der Menge der

komplexen elliptischen Kurven bis auf Isomorphie identifiziert werden kann(vgl. Satz 2.4.13):

SL2(Z)\H −→ {Komplexe elliptische Kurven}/ ∼=, τ 7→ C/Λτ .

In diesem Kapitel wollen wirSL2(Z)\H und allgemeiner BahnenräumeΓ\H für Kongruenzun-

tergruppenΓ näher untersuchen. Dabei gehen wir in zwei Schritten vor:

1. Wir wollen Γ\H als Menge verstehen, genauer als eine Teilmenge vonH. Dazu führen wir den

Begriff des Fundamentalbereiches ein.

2. Wir machen ausΓ\H ein geometrisches Objekt: einen topologischen Raum und sogar eine Rie-

mannsche-Fläche, eine sogenannte Modulkurve.

3.1.1 Der Standard-Fundamentalbereich

Bei der Definition des Fundamentalbereiches folgen wir in etwa Kohnen.

Definition 3.1.1 SeiΓ ≤ SL2(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. Ein Fundamentalbereich für

die Operation vonΓ aufH ist eine TeilmengeF ⊂ H, so dass die folgenden Punkte gelten:

(i) F ist offen.

(ii) Für alle τ ∈ H gibt esγ ∈ Γ, so dassγ.τ ∈ F .

(iii) Falls γ.τ ∈ F für τ ∈ F undγ ∈ Γ, dann istγ = ± ( 1 0
0 1 ).

Mit anderen Worten ist ein Fundamentalbereich eine offene Menge, die soklein ist, dass sie keine

zwei unter der Operation vonΓ äquivalenten Punkte enthält, aber so groß ist, dass jeder Punkt der

oberen Halbebene durch eine Matrix ausΓ in einen Punkt des Abschlusses des Fundamentalbereiches

überführt werden kann.

56
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Notation 3.1.2 Wir setzenT = ( 1 1
0 1 ) (Translation) undS =

(
0 −1
1 0

)
(Spiegelung).

Satz 3.1.3Die Menge

F := {τ ∈ H | |τ | > 1 und − 1

2
< Re(τ) <

1

2
}

[Bild] ist ein Fundamentalbereich für die Operation vonSL2(Z) aufH.

Beweis.Die Offenheit ist klar. Für (ii) benutzen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.1.4 Seiτ ∈ H fest. In der BahnSL2(Z).τ gibt es einen Punktγ.τ mit maximalem Imagi-

närteil (auch geometrisch betrachtet “Höhe” genannt), d. h.

Im(γ.τ) ≥ Im(g.τ) ∀g ∈ SL2(Z).

Ein Punktτ ist von maximaler Höhe, falls|cτ + d| ≥ 1 ist für alle teilerfremdenc, d ∈ Z.

Beweis.Wir erinnern mal wieder an die Formel

Im(γ.τ) =
Im(τ)

|cτ + d|2 .

Aus ihr liest man ab

Im(τ) ≤ Im(γ.τ)⇔ |cτ + d| ≤ 1.

Mit τ = x+ iy ist aber

1 ≥ |cτ + d|2 = (cx+ d)2 + c2y2.

Dieser Ausdruck hat aber nur endlich viele Lösungen in ganzen Zahlenc, d (für festex, y). Aus diesen

endlich vielen können wir ein teilerfremdes Paar(c, d) auswählen, für das|cτ+d|minimal ist. Wie wir

schon oft gesehen haben, finden wir mit dem euklidischen Algorithmus eineMatrix
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z).

Diese hat dann die gewünschte Eigenschaft. 2

Wir zeigen nun mit einem einfachen Trick den Punkt (ii). Sei alsoτ gegeben. Wir wählen nunγ ∈
SL2(Z) mit γ.τ mit maximalem Imaginärteil. Nun “transportieren” wirγ.τ mittels einer geeigneten

TranslationTn so, dass−1/2 ≤ Re(Tnγ.τ) < 1/2. Die Höhe bleibt dabei offenbar unverändert.

Nun gilt |Tnγ.τ | ≥ 1, denn sonst hätteTnγ.τ keine maximale Höhe, da|1Tnγ.τ + 0| < 1 gälte (mit

anderen Worten, mittels der Spiegelung könnten wir die Höhe noch größer machen). Es gilt genauer:

Lemma 3.1.5 Jeder Punkt maximaler Höhe kann durch Translation in den AbschlussF überführt

werden. Umgekehrt enthältF nur Punkte maximaler Höhe.

Beweis.Den ersten Teil haben wir gerade gesehen. Der andere ergibt sich aus der Rechnung

|cτ + d|2 = (cx+ d)2 + c2y2 = c2|τ |2 + 2cdx+ d2 ≥ c2|τ |2 − |cd|+ d2 ≥ (|c| − |d|)2 + |cd| ≥ 1

für alle teilerfremdenc, d, wobei wir wiederτ = x+ iy geschrieben haben. 2
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Wir halten fest, dass die beiden Senkrechten der Figur unterT ineinander überführt werden. Au-

ßerdem hältS den Einheitskreisbogen fest, genauer wird ein Element auf dem Einheitskreis an der

imaginären Achse gespiegelt, da der Imaginärteil und der Betrag gleich bleiben.

Seiτ ∈ F . Dann hat nach dem vorletzten Lemmaτ maximale Höhe. Nun impliziert|cτ +d| = 1,

dassc = 0 gilt. Denn die Ungleichheiten im Beweis des Lemmas werden Gleichheiten, was wegen

|τ | > 1 nur beic = 0 der Fall sein kann. Die einzigen Matrizen mitc = 0 sind aber±Tn. Diese

führen ausF hinaus mit den Ausnahmen±
(−1 0

0 −1

)
. Dies beweist den Punkt (iii) und damit den

Satz. 2

Satz 3.1.6Die GruppeSL2(Z) wird erzeugt von den MatrizenS undT .

Beweis.Sei Γ = 〈S, T 〉 und seiτ ∈ H. Da Γ eine Untergruppe vonSL2(Z) ist, gibt es in der

BahnΓ.τ auch Punkte maximaler Höhe. Translatiert man diese so, dass ihr Realteil zwischen−1/2

und 1/2 liegt, so sieht man genauso wie oben, dass ihr Betrag dann größer oder gleich 1 ist, denn

sonst würde wiederum die Anwendung vonS einen größeren Imaginärteil liefern. Also ist auchF ein

Fundamentalbereich fürΓ.

Sei nun ein Punktτ ∈ F gegeben und eine MatrixM ∈ SL2(Z) gegeben. Wir betrachten nun

M.τ . Diesen Punkt können wir mittels eines Elementesγ ∈ Γ wieder nachF transportieren. Dann

ist alsoγM.τ ∈ F , nach Punkt (iii) der Definition des Fundamentalbereichs folgt dann aberγM =

±
(−1 0

0 −1

)
, alsoM = ±γ ∈ Γ. DaS2 =

(−1 0
0 −1

)
, ist der Satz bewiesen. 2

Bemerkung 3.1.7 Setzeτ = TS−1 =
(−1 1
−1 0

)
. Die GruppeSL2(Z)/〈

(−1 0
0 −1

)
〉 ist das freie Produkt

der zyklischen Gruppe〈S〉/〈
(−1 0

0 −1

)
〉 der Ordnung2 und der zyklischen Gruppe〈τ〉/〈

(−1 0
0 −1

)
〉 der

Ordnung3. In anderer Schreibweise bedeutet dies:

SL2(Z)/〈
(−1 0

0 −1

)
〉 ∼= 〈σ, τ |σ2 = τ3 = 1〉.

Einen Beweis geben wir hiervon (voraussichtlich) nicht.

Wir betrachten noch den Rand des Fundamentalbereiches genauer.

Lemma 3.1.8 (a) Sindτ 6= τ ′ ∈ F mit γ.τ = τ ′, dann liegenτ undτ ′ auf dem Rand vonF und es

gilt |Re(τ)| = |Re(τ ′)| = 1/2 undτ ′ = τ ± 1 oder|τ | = 1 undτ = −1/τ .

(b) Es gilt fürτ ∈ F :

SL2(Z)τ =





〈±ST 〉, falls τ = ζ3,

〈±TS〉, falls τ = ζ6,

〈±S〉, falls τ = ζ4 = i und

〈± ( 1 0
0 1 )〉 sonst,

wobei wirζn alse2πi/n definieren. Die auftretenden Gruppen sind zyklisch der Ordnungen6, 6, 4

bzw.2.
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Beweis.Nach der Definition des Fundamentalbereichs können Punkteτ wie in (a) oder solche mit

γ.τ = τ für γ 6= ±
(−1 0

0 −1

)
nur auf dem Rand liegen.

Wie wir nach einem der Lemmata oben wissen, enthältF nur Punkte maximaler Höhe. Insbeson-

dere ist daher die Höhe vonτ gleich der Höhe vonτ ′. Wir schließen wie oben. Wir haben wiederum

die Gleichheit

1 = |cτ + d|2 = (cx+ d)2 + c2y2 = c2|τ |2 + 2cdx+ d2 ≥ (|c| − |d|)2 + |cd| ≥ 1.

Da y ≥
√

3
2 ist, folgt |c| ∈ {0, 1}. Ist c = 0, dann ist|d| = 1 undγ = ±Tn. Wie wir gesehen haben,

ist dies der einzig mögliche Fall, falls|τ | > 1. Nun sei also|τ | = 1 und |c| = 1. Aus der Gleichung

1 = |τ |2 + 2dx+ d2 ergibt sichd = 0 oderx = −d
2 ∈ {±1

2}. Ist d = 0, dann folgt

γ = ±T aS = ± ( 1 a
0 1 )

(
0 −1
1 0

)
= ±

(
a −1
1 0

)
.

Das heißtτ ′ = a− 1
τ . Wir wissen aber, dass−1

τ auch auf dem Einheitskreis geschnittenF liegt (denn

es wird nur an der imaginären Achse gespiegelt). Ist also|Re(τ)| < 1/2, dann mussa = 0 sein und

τ ′ = −1
τ . Ist |d| = 1 (und immer noch|c| = 1), dann ist

γ = ±T aST = ±
(

a a−1
1 1

)
oder γ = ±T aSTS−1 = ±

(
1−a a
−1 1

)
.

Im ersten Fall istγζ3 = ζ3 + a undγζ6 liegt außerhalb des Fundamentalbereiches. Im zweiten Fall

ist es umgekehrt:γζ6 = ζ6 + a − 1 undγζ3 ist außerhalb des Fundamentalbereiches. Damit ist (a)

bewiesen.

(b) folgt aus (a) mit einigen Rechnungen. Zunächst kann ein Punktτ mit γτ = τ für γ 6=
±

(−1 0
0 −1

)
nach (a) nur auf dem Einheitskreis liegen. Hat er|Re(τ)| < 1/2, dann muss erτ = − 1

τ

erfüllen und ist somit gleichi. Dass der Stabilisator voni wie angegeben ist, ist eine triviale Rech-

nung. Es bleiben folglich nur noch die Punkteζ3 undζ6 zu überprüfen, deren Stabilisatoren sich auch

trivial errechnen lassen. 2

3.1.2 Kompaktifizierung des Fundamentalbereichs

[24.05.2007] Wir wollen nun den Abschluss des Standardfundamentalbereiches kompaktifizieren (er

ist ja “oben offen” und daher unbeschränkt und nicht kompakt). Diesmachen wir hier ganz informell

und wollen eigentlich nur eine Idee geben. Später wird es im Kontext der Riemannschen Flächen

richtig getan. Wir verwenden die surjektive Abbildungq:

q : H→ {z ∈ C|1 > |z| > 0}.

Beschränken wir uns auf den Streifen−1/2 ≤ Re(τ) < 1/2, dann ist die Abbildung sogar bijektiv.

Wie sieht jetzt das Bild des Fundamentalbereiches unterq aus? Die Senkrechte bei−1/2 (also “von

−1/2 bisi∞”) wird zur geraden Linie von−1 bis0 (denni∞wird zu0). In den sehr schnell erstellten

folgenden Bildern sieht man das Bild des Einheitshalbkreises. Das zweite isteine Vergrößerung um0

des ersten. Die Achseneinteilungen sind durch 100000 zu teilen.
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Das heißt, dass das Bild vonF (also des Fundamentalbereiches) genau das Innere der Schleife ist,

abgesehen vom Punkt0, der fehlt. Somit ist es ganz natürlich, den Punkt0 hinzuzufügen. Nehmen wir

den Rand der Schleife noch hinzu, so erhält man ein beschränktes und abgeschlossenes Gebiet inC,

das somit kompakt ist. Daher nennt man das Hinzufügen von∞ (oderi∞, je nach Geschmack) auch

“Kompaktifizierung”.

Wir diskutieren noch das Bild ein bisschen. Der Punkt im rechten Bild, der am weitesten rechts

liegt, ist das Bild voni, alsoe−2π. Der Schnittpunkt der Schleife, der das Bild des Fundamentalberei-

ches links abschließt, entspricht dem Bild vonζ3 undζ6, denn es ist der Schnittpunkt der Senkrechten

bei−1/2 mit dem Einheitskreis. Dieser Punkt sieht nicht differenzierbar aus. Dies ist er auch nicht,

denn er entspricht der Ecke vonF bei ζ3. Dies ist ein Problem vieler Fundamentalbereiche, das uns

auch später noch begegnen wird. FürΓ1(N) mit N ≥ 5 kommt solch ein Punkt aber nicht mehr vor,

wie wir auch sehen werden.

Als Nächstes studieren wir die Topologie aufH bzw.F , die von der Standardtopologie auf der

Kreisscheibe herkommt. Dies ist ganz einfach: der offene Kreis um0 vom Radiusr entspricht unter

q−1 der Menge{τ ∈ H|Im(τ) > − ln r
2π }. Mit anderen Worten: Die “offenen Kreise um∞” sind

gerade die horizontalen, nach oben offenen Streifen.

Es gibt noch eine andere Methode, die Kompaktifizierung zu verstehen, nämlich mittels der

uns gut bekannten gebrochen linearen Transformationen. Zum Beispiel transportiert die MatrixS

ja auch∞ nach0. Der so transformierte FundamentalbereichSF sieht so aus: [Bild] Das Hinzufügen

von0 ist also auch eine Kompaktifizierung.

Das Bild unterS des horizontalen Streifens{τ ∈ H|Im(τ) > y}, der ja eine Umgebung von∞
ist, ist ein Horokreis (leider kenne ich die deutsche Übersetzung des Wortes horocycle nicht), d. h. es

ist ein Kreis, der die reelle Achse (bei0) berührt.

Dies rechnen wir nach. Der Kreis hat Radius1
2y und damit den Mittelpunkti2y , denn

| − 1

x+ iy
− i

2y
|2 = · · · = 1

4y2
.

[Rechnung]
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Aufgabe 3.1.9 Seiγ =
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) eine Matrix mitc 6= 0. Dann ist das Bild eines horizontalen

Streifens wie oben ein Horokreis, der die reelle Achse am Punkta
c berührt.

3.1.3 Version des Residuensatzes

Die Essenz dieses Abschnittes ist der Beweis des Residuensatzes für Riemannsche Flächen in dem

Spezialfall der Modulkurve fürSL2(Z). Zur Illustration gehen wir hier elementar vor. Im weiteren

Verlauf der Vorlesung werden wir dann aber schon Riemannsche Flächen verwenden und Sätze zu

ihnen zitieren.

Satz 3.1.10Für τ ∈ H setzeeτ := 1
2 |SL2(Z)τ | ∈ {1, 2, 3}. Seif : H → C eine meromorphe

Funktion, dieSL2(Z)-invariant ist, d. h.

f(
aτ + b

cτ + d
) = f(τ) ∀

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

und die in∞ meromorph ist. Dann gilt:

0 = Ord(f ;∞) +
∑

τ

Ord(f ; τ)

eτ
,

wobeiτ ein Repräsentantensystem vonH moduloSL2(Z) durchläuft (zum Beispiel nehmen wirF
zusammen mit der “Hälfte” des Randes).

Beweis.Siehe [FB], S. 332 fürk = 0. 2

Korollar 3.1.11 (k/12-Formel) Seif : H → C eine meromorphe Funktion, die die Transformati-

onseigenschaft einer Modulform von Gewichtk für SL2(Z) erfüllt, d. h.

f(
aτ + b

cτ + d
) = (cτ + d)kf(τ) ∀

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

und die meromorph in∞ ist. Dann gilt:

k

12
= Ord(f ;∞) +

∑

τ

Ord(f ; τ)

eτ
,

wobeiτ ein Repräsentantensystem vonH moduloSL2(Z) durchläuft.

Beweis.Wir folgern das Korollar aus dem Satz, indem wir die Funktiong(τ) := f(τ)12
∆(τ)k benutzen.

Diese erfüllt nämlich die Voraussetzungen des Satzes. Folglich gilt

0 = Ord(g;∞) +
∑

τ

Ord(g; τ)

eτ

= 12(Ord(f ;∞) +
∑

τ

Ord(f ; τ)

eτ
)− k(Ord(∆;∞) +

∑

τ

Ord(∆; τ)

eτ
).

Jetzt erinnern wir uns, dass∆ keine Nullstelle inH hat und sowieso keinen Pol. An der Fourier-

Entwicklung von∆ lesen wir ab, dassOrd(∆;∞) = 1. Damit erhalten wir die gewünschte Formel.

2
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3.1.4 Dimensionsformeln für Modulformen der Stufe 1

[30.5.07] Die k
12 -Formel ist unscheinbar, aber sie hat eine ganze Reihe erstaunlicher und wichtiger

Konsequenzen, die wir in diesem und dem folgenden Abschnitt beweisen.

Satz 3.1.12Seik gerade. Dann gelten:

(a) Mk(SL2(Z)) = {0} für k < 0.

(b) M0(SL2(Z)) = C.

(c) M2(SL2(Z)) = {0}.

(d) Mk(SL2(Z)) = CGk ⊕ Sk(SL2(Z)) für k ≥ 4.

(e) Sk(SL2(Z)) = {0} für k < 12.

Beweis.(a) In derk/12-Formel stehen rechts nur nicht-negative Zahlen. Somit folgte ein Wider-

spruch.

(b) Da die linke Seite derk/12-Formel0 ist, hat eine solche Funktion keinen Pol und ist auch

in∞ beschränkt, womit sie nach dem Satz von Liouville eine Konstante ist.

(c) Die Gleichung1
6 = a+ b

2 + c
3 hat keine Lösung in positiven natürlichen Zahlena, b, c.

(d) Wir erinnern uns, dass der0-te Fourier-Koeffizient der Eisenstein-ReiheGk ungleich0 ist.

Also können wir aus jeder Modulform, die kein Vielfaches vonGk ist, eine Spitzenform machen,

indem wir ein geeignetes Vielfaches vonGk abziehen.

(e) Dak/12 < 1, mussOrd(f ;∞) = 0 sein, weshalbf keine Spitzenform ist. 2

Lemma 3.1.13 Die Abbildung

Mk(SL2(Z))→ Sk+12(SL2(Z)), f 7→ f∆

ist ein Isomorphismus.

Beweis.Die Abbildung ist offenbar wohldefiniert, linear und injektiv. Seif ∈ Sk+12(SL2(Z)).

Wir zeigen, dassg(τ) := f(τ)
∆(τ) eine Modulform vom Gewichtk ist. Die Transformationseigenschaft

ist natürlich erfüllt. Zu überprüfen ist also nur, dassg holomorph aufH und in∞ ist. Ersteres folgt

daraus, dass∆ aufH keine Nullstelle hat (Satz 2.3.8). Letzteres gilt wegen

Ord(g;∞) = Ord(f ;∞)−Ord(∆;∞) = Ord(f ;∞)− 1,

was größer oder gleich0 ist, daf eine Spitzenform ist. 2

Satz 3.1.14 (Dimensionsformel fürSL2(Z)) Seik ≥ 0 gerade. Dann gilt:

dimMk(SL2(Z)) =





[ k
12 ] für k ≡ 2 mod 12,

[ k
12 ] + 1 sonst.
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Beweis.Für 0 ≤ k ≤ 10 folgt dies unmittelbar aus dem Satz oben. Für die größerenk sagt das

Lemma, dass bei Erhöhung des Gewichtes um12 die Dimension um1 steigt. 2

Wir beweisen nun einen Satz, den wir in der Einleitung angekündigt haben,nämlich, dass die

Eisenstein-Reihen eine Basis der Modulformen bilden.

Satz 3.1.15Seik ≥ 0 gerade. Dann bilden die Modulformen

Ga
4G

b
6

für alle a, b ∈ N mit 4a+ 6b = k eine Basis vonMk(SL2(Z)).

Beweis.Wir zeigen per Dimension überk, dass die Anzahl der(a, b) mit k = 4a+ 6b gleich der

Dimension vonMk(SL2(Z)) ist. Als Induktionsanfang überprüft man elementar, dass die Aussage für

0 ≤ k ≤ 10 gilt. Wir betrachten nun die injektive Abbildung

{(a, b)|k = 4a+ 6b} (a,b) 7→(a,b+2)−−−−−−−−−→ {(a′, b′)|k + 12 = 4a′ + 6b′}.

Die rechte Menge hat genau ein Element mehr als die linke. Denn sei(a, b) in der linken Menge

mit maximalema. Dann ist(a + 3, b) in der rechten Menge, aber nicht im Bild der Abbildung. Ist

umgekehrt(a′, b′) in der rechten Menge, ohne dassa′ maximal ist, dann istb′ ≥ 2 und folglich ist

(a′, b′) = (a′, (b′ − 2) + 2) im Bild der Abbildung.

Wir schließen den Beweis ab, indem wir per Induktion überk beweisen, dass die angegebenen

Modulformen ein Erzeugendensystem bilden. Als Induktionsanfang folgt die Aussage fürk ≤ 10 aus

der Dimensionsformel. Sei nunf ∈Mk(SL2(Z)) und4a+6b = k. Es gibtc ∈ C, so dassf−cGa
4G

b
6

eine Spitzenform ist, also gleich∆g für ein g ∈ Mk−12(SL2(Z)). Nach Induktionsvoraussetzung ist

g aber eine Linearkombination ausGr
4G

s
6 mit k − 12 = 4r + 6s. Wir erinnern uns, dass∆ selbst

Linearkombination ausG4 undG6 ist. Somit folgt der Satz. 2

3.1.5 Diej-Invariante

Wir erinnern an diej-Funktion. Sie ist definiert alsj(τ) := (60G4(τ))3

∆(τ) und ist eine Modulfunktion

von Gewicht0 zuSL2(Z). Sie ist holomorph aufH und hat einen Pol der Ordnung2 in∞.

Satz 3.1.16Die j-Funktion definiert eine BijektionSL2(Z)\H→ C. Damit ist jede komplexe ellipti-

sche Kurve durch ihrej-Invariante eindeutig bestimmt. (Dies haben wir in einer früheren Bemerkung

genauer behandelt.)

Beweis.Seiλ ∈ C. Wir betrachtenf(τ) = G3
4(τ) − λ∆(τ). Dies ist eine Modulform von Ge-

wicht 12 zuSL2(Z), deren Ordnung bei∞ gleich0 ist, da∆ eine Spitzenform ist undG4(τ)
3 nicht.

Die k/12-Formel liefert also die Gleichheit

1 =
∑

τ

Ord(f ; τ)

eτ
,
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aus der folgt, dassf genau eine Nullstelle hat (eventuell mit Vielfachheit 2 oder 3). Deshalb nimmt

j(τ) =
G3

4
(τ)

∆(τ) den Wertλ genau einmal an. 2

Satz 3.1.17Seif : H→ C eine meromorphe Funktion. Dann sind äquivalent:

(i) f meromorphe Modulfunktion vom Gewicht0 zuSL2(Z) (d. h. wie in Satz 3.1.10).

(ii) f ist Quotient zweier Modulformen gleichen Gewichts zuSL2(Z).

(iii) f ist eine rationale Funktion inj, d. h.f = F (j)
G(j) für zwei PolynomeF,G ∈ C[X] mitG 6= 0.

Beweis.“(iii) ⇒ (ii)”: SeienF (X) =
∑m

i=0 aiX
i undG(X) =

∑n
j=0 bjX

j . Dann haben wir

F (j)

G(j)
=

∆(τ)n

∆(τ)m

∆(τ)m
∑m

i=0 ai(
603(G4(τ))3

∆(τ) )i

∆(τ)n
∑n

j=0 bj(
603(G4(τ))3

∆(τ) )j
=

∆(τ)n

∆(τ)m

∑m
i=0 ai603iG4(τ)

3i∆(τ)m−i

∑n
j=0 bj603jG4(τ)3j∆(τ)n−j

.

Dies ist offenbar ein Quotient von Modulformen vom Gewicht12(m+ n).

“(ii) ⇒ (i)”: Dies ist klar.

“(i) ⇒ (iii)”: Seien z1, . . . , zr Repräsentanten der Polstellen vonf moduloSL2(Z). Diese haben

die Ordnungenni. Setze

P (τ) =

r∏

i=1

(j(z)− j(zi))ni .

Diese Funktion ist so gemacht, dass sie eine Nullstelle der Ordnung mindestensni in zi hat. Folglich

ist f(τ)P (τ) holomorph aufH. Da f ja meromorph in∞ ist, gibt es einm ∈ N, so dassg(τ) :=

f(τ)P (τ)∆(τ)m holomorph in∞ und aufH ist. Folglich istg(τ) eine Modulform vom Gewicht12m

für SL2(Z). Wir wissen aber bereits, dass sichg dann als Linearkombination vonG4(τ)
aG6(τ)

b (mit

12n = 4a + 6b) schreiben lässt. Folglich genügt es zu zeigen, dass sich jedesG4(τ)aG6(τ)b

∆(τ)n (mit

12n = 4a+ 6b) als rationale Funktion inj schreiben lässt.

Die Gleichung12n = 4a+ 6b impliziert 2 | b und3 | a, alsoa = 3c undb = 2d für c, d ∈ N und

n = c+ d. Für die folgende Rechnung erinnern wir uns an die Definition von∆ als

∆(τ) = 603G4(τ)
3 − 27 · 1402G6(τ)

2.

Damit haben wir nun

G4(τ)
aG6(τ)

b

∆(τ)n
=

(G4(τ)
3)c

∆(τ)c

(G6(τ)
2)d

∆(τ)d
= j(τ)c

(603G4(τ)
3 −∆(τ)

27 · 1402∆(τ)

)d

= j(τ)c
( 603

27 · 1402
j(τ)− 1

27 · 1402

)d
,

was den Beweis abschließt. 2
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3.2 Fundamentalbereiche und Modulkurven

3.2.1 Fundamentalbereiche für allgemeineΓ

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf Fundamentalbereiche für Untergruppen endlichen Indexes

vonSL2(Z) ein.

Satz 3.2.1SeiΓ ≤ SL2(Z) eine Untergruppe von Indexn mit gegebenen Nebenklassenvertretern

SL2(Z) =
n⋃

i=1

Γgi.

Dann ist

FΓ =
n⋃

i=1

giF

ein Fundamentalbereich fürΓ.

Beweis.Siehe auch [Gu], Theorem 4. Die Offenheit ist klar. Jeder Punktτ ∈ H kann durch ein

γ ∈ Γ in den AbschlussFΓ transportiert werden. Dies sieht man so: Seiσ ∈ SL2(Z) mit σ−1.τ ∈ F .

Unter obiger Nebenklassenzerlegung erhalten wirσ−1 = γgi für ein γ ∈ Γ und eini ∈ {1, . . . , n}.
Es folgt:γ−1τ ∈ giF . Ist nunτ ∈ FΓ undγτ ∈ FΓ, dann gibt esi, j ∈ {1, . . . , n} mit g−1

i .τ ∈ F
undg−1

j γ.τ ∈ F , weshalbgiγ = ±gj und daheri = j undγ = ±1. 2

Wir schauen uns einige Beispiele an:

• SeiΓ := Γ0(2). Wir haben

SL2(Z) = Γ ∪ ΓS ∪ ΓST.

Der Index ist nämlich3 und wederS nochST oderSTS sind in Γ. Damit erhalten wir den

Fundamentalbereich: [Bild] Dabei wirdSF abgegrenzt von den Halbkreisbögen von−1 nach

1, von−2 nach0 und von0 nach2 (denn diese sind gerade die Transformationen unterS von

−1/2, 1/2 und∞. Genauso sieht man, dassSTF abgegrenzt wird von den Halbkreisbögen

−3/2 nach0, von0 nach−2 und von−1/2 nach∞ (also der Senkrechten bei−1/2.

• SeiΓ := Γ0(3). Der Index ist nun4 und wir haben

SL2(Z) = Γ ∪ ΓS ∪ ΓST ∪ ΓST−1.

Damit ergibt sich der folgende Fundamentalbereich: [Bild]

Am Bild erkennt man nun auch, woher die Spitzen ihren Namen haben.
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3.2.2 Moduli-Interpretation für Standardkongruenzunterg ruppen

[31.05.2007] Für algebraische Verallgemeinerungen von Modulformen,die wir in dieser Vorlesung

nicht behandeln, sind strukturelle Interpretationen der BahnenΓ\H von entscheidender Bedeutung.

Wir haben bereits die Bijektion

SL2(Z)\H −→ {Komplexe elliptische Kurven}/ ∼=, τ 7→ C/Λτ

in Satz 2.4.13 gesehen. Damit entspricht also jede BahnSL2(Z).τ für ein τ ∈ H (oder auch jeder

Punkt vonF vereinigt mit der “Hälfte” des Randes) einer komplexen elliptischen Kurve bis auf Iso-

morphie.

Diese Beobachtung wollen wir nun auf die BahnenräumeΓ(N)\H, Γ1(N)\H und Γ0(N)\H
verallgemeinern. Dazu erinnern wir, dass es für jede komplexe elliptische Kurve und jedesn ∈ N

nach Satz 2.2.7 einen Gruppenisomorphismus

(Z/NZ)2
α∼= E[N ] (N -Torsion)

gibt. Solch einen Gruppenhomomorphismus können wir auch als “Basiswahl”in E[N ] verstehen; er

ist nämlich eindeutig durch die Bilder von(1, 0) und(0, 1), also zwei PunkteP,Q ∈ E[N ] gegeben.

Dassα ein Isomorphismus ist, bedeutet dann einfach, dassP,Q die GruppeE[N ] erzeugen. Ein Iso-

morphismusα bzw. die Vorgabe zweier erzeugender Punkte vonE[N ] heißt eine(volle) Drinfeldsche

Stufenstruktur.

Ist die komplexe elliptische Kurve als Torus, also alsC/Λ gegeben, dann ist der Gruppenisomor-

phismus explizit

(Z/NZ)2
(1,0) 7→ rω1+sω2

N
+Λ,(0,1) 7→ tω1+uω2ω2

N
+Λ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 1

N
Λ/Λ ∼= C/Λ[N ]

für Λ = Zω1 + Zω2. Wir führen nun eine Kurzschreibweise für dieN -Torsionspunkte ein, nämlich

rω1 + sω2

N
+ Λ =

1

N
(r, s) ( ω1

ω2
) + Λ.

Dabei sindr und s natürlich nur moduloN eindeutig bestimmt. Wir wählen sie daher häufig still-

schweigend inZ/NZ. Eine Basis vonE[N ] ist somit genau dann gegeben durch

1

N
( r s

t u ) ( ω1
ω2

) + Λ,

wenn( r s
t u ) ∈ GL2(Z/NZ) ist.

Ist nun
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z), dann haben wir gesehen, dassω′

1 := aω1 + bω2, ω
′
2 := cω1 + dω2 eine

weitere Basis vonΛ bilden. Wir wollen nun den Torsionspunktrω1

N + sω2

N + Λ in der neuen Basis

ausdrücken. Wir erhalten wegen (
d −b
−c a

) (
a b
c d

)
= ( 1 0

0 1 ) ,

dass (
d −b
−c a

) (
ω′

1

ω′

2

)
=

(
d −b
−c a

) (
a b
c d

)
( ω1

ω2
) = ( ω1

ω2
)
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und also

ω1 = dω′
1 − bω′

2 undω2 = −cω′
1 + aω′

2

gilt. Schließlich ist
1

N

(
rω1 + sω2

)
+ Λ =

1

N
(r, s)

(
d −b
−c a

) (
ω′

1

ω′

2

)
+ Λ.

In der neuen Basis stellt sich somit der Torsionspunktrω1

N + sω2

N + Λ als

rω1

N
+
sω2

N
+ Λ =

(rd− sc)ω′
1

N
+

(−rb+ sa)ω′
2

N
+ Λ

dar.

Bemerkung 3.2.2 Da es sich später als nützlich herausstellen wird, bemerken wir hier, dassaus der

NebenklassenzerlegungGL2(Z/NZ) =
⋃

α∈(Z/NZ)× SL2(Z/NZ) ( α 0
0 1 ) folgt, dass es zu jeder Basis

vonE[N ], die durch( r s
t u ) ∈ GL2(Z/NZ) gegeben ist, eine Matrix

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z/NZ) und eine

Einheitα ∈ (Z/NZ)× gibt, so dass

1

N
( r s

t u ) ( ω1
ω2

) + Λ =
1

N
( r s

t u )
(

d −b
−c a

) (
ω′

1

ω′

2

)
+ Λ =

1

N
( α 0

0 1 )
(

ω′

1

ω′

2

)
+ Λ

gilt.

Ist weiter ein einzigerN -Torsionspunkt als1
N (r, s) ( ω1

ω2
) + Λ gegeben, so existiert eine Matrix

(
a b
c d

)
∈ Γ1(N) derart, dass der Punkt in der neuen Basis zu1

N (0, 1)
(

ω′

1

ω′

2

)
+ Λ wird.

Ist wiederum einN -Torsionspunkt als1N (r, s) ( ω1
ω2

)+Λ gegeben, so existiert eine Matrix
(

a b
c d

)
∈

Γ0(N) derart, dass der Punkt in der neuen Basis zu1
N (0, q)

(
ω′

1

ω′

2

)
+ Λ wird für ein q ∈ (Z/NZ)×.

Wir bemerken dass1N (0, q)
(

ω′

1

ω′

2

)
+ Λ und 1

N (0, 1)
(

ω′

1

ω′

2

)
+ Λ dieselbe zyklische Untergruppe der

OrdnungN aufspannen.

Γ1-Stufenstruktur

Wir betrachten nun die Menge der Paare(E,P ), wobeiE eine komplexe elliptische Kurve undP ∈ E
einN -Torsionspunkt (d. h. er hat genaue OrdnungN ) ist. Zwei Paare(E1, P1) und(E2, P2) heißen

isomorph, wenn es einen Isomorphismusφ : E1 → E2 gibt, so dassφ(P1) = P2. Isomorphie ist

klarerweise eine Äquivalenzrelation.

Satz 3.2.3Die Abbildung

Γ1(N)\H→ {(E,P )}/ ∼=, τ 7→ (C/Λτ ,
1

N
)

ist eine Bijektion.

Beweis.Zunächst die Wohldefiniertheit der Abbildung. Seiγ ∈ Γ1(N). Wir führen einen Basis-

wechsel mitγ des GittersΛτ aus und erhaltenΛaτ+b,cτ+d. In der neuen Basis schreibt sich der Punkt
1
N , also(0, 1) ( τ

1 ), als

1

N
(0, 1)

(
d −b
−c a

) (
aτ+b
cτ+d

)
+ Λ =

1

N
(−c, a)

(
aτ+b
cτ+d

)
+ Λ =

1

N
(0, 1)

(
aτ+b
cτ+d

)
+ Λ.
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Die KurvenC/Λaτ+b,cτ+d und C/Λγτ sind isomorph unter Streckung mit1cτ+d (wie wir schon oft

benutzt haben). Dieser Isomorphismus transportiert den Punktcτ+d
N auf 1

N , wie gewünscht.

Aus derselben Rechnung ersieht man auch die Injektivität.

Zur Surjektivität. Sei(E,P ) gegeben. Man nimmt sich zunächst irgendeine KurveC/Λτ , die

zuE isomorph ist. Der Isomorphismus wird den Punkt auf irgendeinenN -Torsionspunktrτ+s
N + Λτ

abbilden. Nach Bemerkung 3.2.2 existiert eine Matrixγ =
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z), so dass nach Basiswech-

sel mit dieser Matrix und dem Isomorphismus(cτ + d)−1 der obigeN -Torsionspunkt auf1N + Λγτ

abgebildet wird. 2

Γ0-Stufenstruktur

Wir betrachten nun die Menge der Paare(E,C), wobeiE eine komplexe elliptische Kurve undC ⊂ E
eine zyklische Untergruppe der OrdnungN ist. Zwei Paare(E1, C1) und(E2, C2) heißenisomorph,

wenn es einen Isomorphismusφ : E1 → E2 gibt, so dassφ(C1) = C2.

Satz 3.2.4Die Abbildung

Γ0(N)\H→ {(E,P )}/ ∼=, τ 7→ (C/Λτ , 〈
1

N
〉)

ist eine Bijektion.

Aufgabe 3.2.5 Beweise den Satz.

Γ-Stufenstruktur

Wir betrachten nun die Menge der Paare(E,α), wobei E eine komplexe elliptische Kurve und

α : (Z/NZ)2 ∼= E[N ] ein Gruppenisomorphismus ist. Zwei Paare(E1, α1) und (E2, α2) heißen

isomorph, wenn es einen Isomorphismusφ : E1 → E2 gibt, so dassφ1 ◦ α1 = α2.

Wir skizzieren nun einen Satz wie zurΓ1-Stufenstruktur. Dazu betrachten wir die Abbildung

⊔

β∈(Z/NZ)×

Γ(N)\H→ {(E,α)}/ ∼=, τ 7→
(
C/Λτ , (

1

N
,
βττ

N
)
)
,

wobeiβτ die Komponente sei, auf derτ liegt. Man rechnet nach, dass diese Abbildung wohl-definiert

und bijektiv ist.

Modulformen als Funktionen auf elliptischen Kurven mit Stufenstruktur

Wir beschränken uns hier auf eine Interpretation von Modulformen zuΓ1(N) von einem Gewichtk.

Diese Interpretation ist eine einfache Verallgemeinerung der Situation, die wir für die Stufe1 gesehen

haben. Wir betrachten nun Funktionen des Typs

F : {(E,P )} → C,
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wobei (E,P ) wie zuvor eine elliptische KurveE zusammen mit einem PunktP ∈ E der exakten

OrdnungP ist. Von den FunktionenF verlangen wir, dass sie für jedess ∈ C− {0} die Gleichung

F ((C/sΛ, sP )) = s−kF ((C/Λ, P )) (3.2.1)

erfüllen, wobei wir die Multiplikation mits als Abbildung

C/Λ
·s−→ C/Λ, P 7→ s · P

ansehen sollten. Sei nun eine Modulformf zu Γ1(N) von Gewichtk gegeben. Wir setzen genauso

wie zuvor

F ((E,P )) = (ω′
2)

−kf(
ω′

1

ω′
2

),

wobeiE = C/Λω1,ω2
, P = 1

N (r, s) ( ω1
ω2

) + Λω1,ω2
und

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) mit

(
a b
c d

)
( ω1

ω2
) =

(
ω′

1

ω′

2

)

und 1
N (r, s)

(
d −b
−c a

) (
ω′

1

ω′

2

)
= 1

N (0, 1)
(

ω′

1

ω′

2

)
sind.

Aufgabe 3.2.6 Rechne nach, dassF wohl-definiert ist (vgl. Satz 2.4.11).

Bemerkung 3.2.7 Nicht jede FunktionF , die Gleichung 3.2.1 erfüllt kommt von einer Modulform:

Wir benötigen Holomorphie und Holomorphie in den Spitzen. Aber man kanndiese Eigenschaften

auch algebraisch fassen, was aber über den Rahmen der jetzigen Vorlesung hinausgeht.

Aufgabe 3.2.8 Formuliere ähnliche Aussagen fürΓ0(N) undΓ(N).

3.2.3 Modulkurven für stabilisatorfreie Untergruppen

Wir beginnen mit einem Satz, der uns zeigt, dass die Untergruppen im Titel häufig vorkommen.

Satz 3.2.9Für N ≥ 3 ist die GruppeΓ(N) stabilisatorfrei. Gleiches gilt fürΓ1(N), fallsN ≥ 4.

Beweis.Der Betrag der Spur elliptischer Matrizen beträgt0 oder1. Im beiden Fällen betrachten

wir Matrizen des Typs
(

1+Na b
c 1+Nd

)
, deren Spur2 + N(a + d) ist. Man sieht unmittelbar, dass für

N ≥ 4 der Betrag dieses Ausdrucks nicht0 oder1 sein kann. FürN = 3 undΓ(N) bleibt der Fall

a+d = −1 zu betrachten. Wir nehmen nun die Determinante zu Hilfe. Aus1 = (1+Na)(1+Nd)−
bc = 1 +N(a+ d)− bc = 1−N − bc folgt N = bc, was einen Widerspruch darstellt, denn sowohl

b als auchc sind durchN teilbar. 2

[13.06.2007] Die Konstruktion von Modulkurven für stabilisatorfreie Untergruppen ist einfacher,

da die Gruppenoperation dann als eine “Vertauschung” von Umgebungen um jeden Punkt einer Bahn

angesehen werden kann, vorausgesetzt, die Umgebungen sind hinreichend klein. Wir sollten folgendes

Bild vor Augen haben [Bild].

Davon haben wir bereits im ersten Kapitel im Zusammenhang mit der Konstruktion von Tori

Gebrauch gemacht. Wir verweisen ganz ausdrücklich auf Satz 2.1.29.
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SeienG,X wie in Satz 2.1.29. Unser Ziel ist es nun, ausG\X eine Riemannsche Fläche zu

machen, wennX eine ist. Grob gesprochen ist eine Riemannsche Fläche ein topologischer Raum, so

dass jeder Punkt eine Umgebung hat, die zuU1(0) homöomorph ist, und der eine holomorphe Struktur

trägt. Beispiele für eine erste Vorstellung sindC, H undU1(0). BezüglichΓ1(N)\H wissen wir schon

für N ≥ 4, dass zumindest jeder Punkt eine Umgebung besitzt, die zuU1(0) homöomorph ist. Wir

müssen uns im Folgenden also hauptsächlich um die holomorphe Struktur kümmern.

Definition 3.2.10 SeiX ein topologischer Raum undI eine Indexmenge. Für jedesi ∈ I sei ein

Tripel (Ui, Vi, φi) gegeben mit:

• Ui ⊆ X eine offene Menge,

• Vi ⊆ C eine offene Menge,

• φi : Ui → Vi ein Homöomorphismus.

Dann heißtX zusammen mit(Ui, Vi, φi)i∈I eine Riemannsche Fläche, falls die folgenden Punkte

gelten:

• X =
⋃

i∈I Ui,

• C ⊇ φ−1
i (Ui ∩ Uj)

φ−1

i−−→ Ui ∩ Uj
φ−1

i−−→ φj(Ui ∩ Uj) ⊆ C ist eine holomorphe Abbildung für

alle i, j ∈ I und

• für jeden Punktx ∈ X ist in {Ui}i∈I eine Umgebungsbasis vonx enthalten, d.h. um für jede

offene MengeM ∋ x gibt es eini, so dassx ∈ Ui ⊆M gilt.

Die (Ui, Vi, φi) heißenKartenund die Menge der Karten{(Ui, Vi, φi)}i∈I heißenAtlas.

Definition 3.2.11 SeienX,Y Riemannsche Flächen undf : X → Y eine stetige Abbildung. Sei

{(Ui, Vi, φi)}i∈I ein Atlas vonX und {(Ũj , Ṽj , φ̃j)}j∈J ein Atlas vonY . Die Abbildungf heißt

holomorphoder auchMorphismus Riemannscher Flächen, falls es für jeden Punkty ∈ Y und jedes

Ũj im Atlas vonY um jedesx ∈ X mit f(x) = y einUi im Atlas vonX gibt, so dass

• f(Ui) ⊆ Ũj und

• die AbbildungC ⊇ Vi
φ−1

i−−→ Ui
f−→ Ũj

fφj−→ Ṽj ⊆ C holomorph ist.

Bemerkung 3.2.12SeiX eine Riemannsche Fläche mit einem Atlas{(Ui, Vi, φi)}i∈I . Man sagt,

dass der Atlas{(Ũj , Ṽj , φ̃j)}j∈J vonX feiner ist als der ursprüngliche, wenn er alle Karten aus dem

ursprünglichen enthält. Wir betrachten die IdentitätX → X. Diese ist eine holomorphe Abbildung,

wenn wir das rechteX mit dem groben und das linkeX mit dem feinen Atlas ausstatten. Dies nehmen

wir als Rechtfertigung dafür, dass wir in den folgenden Beweisen Atlanten nach Belieben verfeinern.

Die hier vorgestellte Definition von Riemannschen Flächen ist nicht die “Standarddefinition”,

welche mit “maximalen Atlanten” arbeitet. Es sollte aber durchweg genügen, die Existenz einer Um-

gebungsbasis um jeden Punkt im Atlas zu fordern, was wir ja getan haben.
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Definition 3.2.13 SeiX eine Riemannsche Fläche undG eine Gruppe, die stetig aufX operiert.

Diese Operation heißtholomorph, wenn die AbbildungX
x 7→g.x−−−−→ X für jedesg ∈ G holomorph ist.

Satz 3.2.14SeienX eine Riemannsche Fläche undΓ eine Gruppe, die aufX holomorph, frei und mit

gleichmäßig diskreten Bahnen operiert. Dann istΓ\X eine Riemannsche Fläche und die natürliche

Projektionπ : X → Γ\X ist eine holomorphe Abbildung Riemannscher Flächen.

Beweis.Wir nehmen zunächst ohne Einschränkung einen etwas gröberen Atlas auf X, indem wir

zu einer TeilmengeJ ⊂ I übergehen, so dass für jedesj ∈ J ausγUj ∩ Uj 6= ∅ folgt, dassγ = 1

ist. Dies dürfen wir annehmen, da wir die Freiheit der Operation und gleichmäßig diskrete Bahnen

vorausgesetzt haben. Da es bei der Struktur von Riemannschen Flächen nur um das lokale Aussehen,

also das in kleinen Umgebungen um jeden Punkt geht, verlieren wir so keineInformation.

Wegen dieser Vergröberung haben wir nun, dass für allej ∈ J die Einschränkung

π : Uj → π(Uj)

ein Homöomorphismus ist. Diesen benutzen wir, um in natürlicher Weise einen Atlas auf dem Quoti-

enten zu definieren.

Die Indexmenge für den Atlas des Quotienten sei auchJ . Als Karten benutzen wir

(π(Uj), Vj , φj : π(Uj)
π−1

−−→ Uj
φj−→ Vj)j∈J .

Dieser Atlas enthält offenbar Umgebungsbasen um jeden Punkt des Quotienten. Außerdem rechnet

man nach, dass die Kartenwechselabbildungen holomorph sind, da sie bis auf eine holomorphe Trans-

lation mit einem Element ausΓ mit einer Kartenwechselabbildung vonX übereinstimmen. Dass der

Quotient eine holomorphe Abbildung ist, ergibt sich umittelbar. 2

Korollar 3.2.15 SeiΓ ≤ SL2(Z) eine stabilisatorfreie Untergruppe. Dann istYΓ = Γ\H eine Rie-

mannsche Fläche und die natürliche Projektion ist eine holomorphe Abbildung. 2

Satz 3.2.16SeiΓ ≤ SL2(Z) eine stabilisatorfreie Untergruppe. Dann istXΓ = YΓ ∩ Γ\P1(Q) eine

kompakte Riemannsche Fläche und die natürliche Projektion ist eine holomorphe Abbildung.

Beweis.Zunächst müssen wir einen Atlas beschreiben und dann die Kompaktheit zeigen. Natür-

lich soll der Atlas aufYΓ mit dem oben definierten übereinstimmen. Wir müssen also nur Karten auf

Umgebungen der Spitzen angeben. Jede Spitze kann mit einemσ ∈ SL2(Z) nach∞ transportiert

werden. Ohne Einschränkung betrachten wir daher nun die Spitze∞, die die Weiteh habe. Als Karte

auf einer Standardumgebung{t = x+iy|y > T} benutzen wirqh = e2πiτ/h, deren Bild inUe−2πT (0)

liegt. Man rechnet nach, dass die Kartenwechsel holomorph sind.

Nun zur Kompaktheit. SeiXΓ =
⋃

k∈K Mk eine offene Überdeckung vonXΓ. Wir erhalten die

offene ÜberdeckungH∪P1(Q) =
⋃

K π−1(Mk). Insbesondere ist dies eine offene Überdeckung des

StandardfundamentalbereichesF zusammen mit den endlich vielen Spitzen, die diesen berühren. Für
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jede dieser Spitzens wählen wir nun einks ∈ K, so dassπ−1(Mks
) diese Spitze enthält. Dann ist

F −⋃
s π

−1(Mks
) kompakt und wird daher von endlich vielenMk überdeckt. Folglich wird auchF

zusammen mit den berührenden Spitzen von endlich vielenπ−1(Mk) überdeckt, indem wir einfach

dieπ−1(Mks
) hinzunehmen. Da die Projektion auf den Quotienten surjektiv ist, überdecken dieseMk

bereitsXΓ. 2

3.2.4 Modulkurven für Kongruenzuntergruppen

Der Anschaulichkeit halber beschränken wir uns auf Kongruenzuntergruppen, da wir von diesen wis-

sen, dass sie eine stabilisatorfreie Untergruppe (sogar einen Normalteiler) haben. Alles in diesem

Abschnitt zu sagende gilt aber auch für allgemeine Untergruppen vonSL2(Z) von endlichem Index.

Unser Vorgehen ist wie folgt. IstΓ eine Kongruenzuntergruppe, dann enthält sie per Definition ein

Γ(N), wobei wir ohne EinschränkungN ≥ 3 annehmen können. Wir werden dann zur Konstruktion

von YΓ = Γ\H zunächstYΓ(N) = Γ(N)\H benutzen, dem wir im vorigen Abschnitt die Struktur

einer Riemannschen Fläche gegeben haben. Es ist dannYΓ = (Γ/Γ(N))\YΓ(N). Wir brauchen daher

nur noch Quotienten von Riemannschen Flächen nach endlichen Gruppenzu betrachten.

Beispiel 3.2.17Dieses Beispiel ist das allerwichtigste zur Konstruktion von Quotienten von Riemann-

schen Flächen nach endlichen Gruppen, da alle solchen lokal aussehen wie im Beispiel.

Wir betrachtenU1(0) als Riemannsche Fläche (mit den offensichtlichen Karten: die Identitäten

in C). Darauf operiere die zyklische GruppenG = Z/eZ via

U1(0)
z 7→ζi

ez−−−−→ U1(0)

mit ζe = e2πi/e. Diese Operation ist holomorph, der Punkt0 ist der einzige nicht-trivial stabilisierte

Punkt und der Stabilisator in0 ist die gesamte GruppeG.

Wir machenU1(0)/G zu einer Riemannschen Fläche via dem Atlas, der aus folgenden Karten

besteht.

• Umgebungsbasis der0: Für jedes1 > δ > 0 betrachten wir die KarteUδ(0)/G
z 7→ze

−−−→ U0(δ) ⊂
C. Die Abbildung ist ein Homöomorphismus.

• Seix 6= 0. Umgebungsbasis vonx: Für jedesδ > 0, so dassUδ(x) ∩ ζi
eUδ(x) = ∅ für i 6≡ 0

mod e, betrachten wir die KarteUδ(x)/G
π−1

−−→ Uδ(x) ⊂ C. Die Abbildung ist wiederum ein

Homöomorphismus.

Man rechnet nach, dass es sich um eine Riemannsche Fläche handelt. [Bild eines Fundamental-

bereiches]

Das folgende Lemma von Schwartz sagt uns schon einmal, dass obiges Beispiel nicht ganz so

speziell ist, wie es vielleicht auf den ersten Blick aussieht.
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Lemma 3.2.18 (Schwartz)SeiG eine endliche Gruppe, die aufU1(0) holomorph und treu operiert,

so dassg.0 = 0 für alle g ∈ G gilt. Setzee = #G. Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus

φ : G→ 〈ζe〉, so dass die Operation vong ∈ G aufU1(0) die Multiplikation mitφ(g) ist.

Beweis.Nach dem Lemma von Schwartz ([FB], S. 125/126) ist jede biholomorphe Abbildung

mit 0 7→ 0 von der Formz 7→ ζz für ein ζ mit |ζ| = 1. Wegenge = 1 ist ζe = 1. Also erhalten

wir die Abbildungφ : G → 〈ζe〉. Wegen der Treuheit ist diese injektiv. Sie ist auch surjektiv, da die

Ordnungen links und rechts identisch sind. 2

Lemma 3.2.19 SeiX eine zusammenhängende Riemannsche Fläche, auf der die endliche GruppeG

holomorph und treu operiert. Dann sind die nicht-trivial stabilisierten Punktex ∈ X diskret.

Beweis.Sei1 6= g ∈ G fest. Es genügt zu zeigen, dass die Punktex mit g.x = x diskret sind.

Wären sie es nicht, dann gäbe es einen Häufungspunkt. Die holomorphe AbbildungX
x 7→g.x−−−−→ X

wäre dann aber gleich der Identität, da sie auf einer Menge, die einen Häufungspunkt enthält, mit der

Identität übereinstimmt (dies folgt aus einem Satz der Theorie der Riemannschen Flächen, der sich

genauso wie der entsprechende Satz der Funktionentheorie beweist). Dassg via der Identität operiert,

haben wir aber durch die Forderung der Treuheit ausgeschlossen. 2

SeiX eine zusammenhängende Riemannsche Fläche, auf der die endliche Gruppe G treu und

holomorph operiert. Nach dem Lemma sind die nicht-trivial stabilisierten Punktediskret. Seix ein

solcher und seiU eine Umgebung vonx, so dassU ∩ gU = ∅ für alleg 6∈ Gx. Wir können ohne Ein-

schränkung annehmen, dassU unter der Operation vonGx stabil und einfach zusammenhängend ist.

Dies muss man sich überlegen; dazu startet man zunächst mit einem einfach zusammenhängendenU ,

bildet dann
⋃

g∈Gx
gU . Ist diese Menge nicht einfach zusammenhängend, dann hat sie endlichvie-

le Löcher. Durch Verkleinerung der StartmengeU kann man dann erreichen, dass
⋃

g∈Gx
gU einfach

zusammenhängend ist. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz ist jede einfach zusammenhängende

beschränkte Menge biholomorph zuU1(0). Die Operation vonGx wird unter dieser Identifikation zu

einer treuen holomorphen Operation aufU1(0), die wir unter Zuhilfenahme des Lemmas von Schwartz

wie im obigen Beispiel beschreiben können.

Somit sehen die Stabilisatoren der Gruppenoperation auf einer Riemannschen Fläche lokal genau

wie im Beispiel aus. Insbesondere ist die GruppeGx zyklisch. [Bild] Über dem Punktπ(x) liegen

also#(G/Gx) verschiedene Punkte (fürπ die natürliche Projektion).

Definition 3.2.20 Ist x ein nicht-trivial stabilisierter Punkt, dann heißt die natürliche Projektionπ :

X → G\X beix verzweigtundex := #Gx heißt derVerzweigungsindex.

[14.06.2007]

Satz 3.2.21SeiX eine zusammenhängende (kompakte) Riemannsche Fläche, auf der die endliche

GruppeG holomorph operiert. Dann istG\X eine (kompakte) Riemannsche Fläche und die natürli-

che Projektion ist eine holomorphe Abbildung.
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Beweis.Wir skizzieren den Beweis nur. Als Karten benutzen wir die folgenden:

π(Uj) ∼= Uj/Gx
∼= U1(0)/〈ζex〉

z 7→zex−−−−→ U1(0) ⊂ C,

wobeiUj eine Umgebung vonx sei, die hinreichend klein ist (wie vorne).

Um die Kompaktheit vonG\X für kompaktesX zu sehen, genügt es, eine gegebene Überdeckung

vonG\X aufX zurückzuziehen und dort die Kompaktheit auszunutzen. 2

Korollar 3.2.22 SeiΓ eine Kongruenzuntergruppe. Dann sindYΓ undXΓ Riemannsche Flächen und

XΓ ist kompakt. 2

3.3 Modulkurven und Modulformen

3.3.1 Modulformen als Differentialformen

Definition 3.3.1 • SeiU ⊆ C eine offene Menge. Wir setzen

Ωm
hol(U) = {f(z)(dz)m|f : U → C holomorph}

und

Ωm
mer(U) = {f(z)(dz)m|f : U → C meromorph}.

Dabei ist(dz)m einfach als Symbol zu verstehen und somit istΩm
mer(U) = M(U)(dz)m, wobei

M(U) die meromorphen Funktionen aufU sind (ähnlich für die holomorphen).

Für eine Funktionf wie oben heißtf(dz)m das assoziiertem-Differential.

• SeienU,U ′ ⊆ C offene Mengen undφ : U → U ′ sei eine holomorphe Abbildung. Ferner sei

ω′ = f(z′)(dz′)m einm-Differential aufU ′. Dann ist

φ∗(ω) = f(φ(z))
(dφ
dz

)m
(dz)m = f(φ(z))(d(φ(z)))m

einm-Differential aufU ′. Wir erhalten also eine Abbildung

Ωm
mer(U

′)
φ∗

−→ Ωm
mer(U).

Es heißtφ∗(ω) zurückgezogenes Differential. Ähnliches haben wir für die holomorphen Diffe-

rentiale.

• SeiX nun eine Riemannsche Fläche mit Karten(Ui, Vi, φi)i∈I . Einemeromorphem-Differen-

tialform aufX ist eine Familie

(ωi)i∈I = (fi(zi)(dzi)
m)i∈I

von meromorphenm-Differentialformen aufφ(Ui) = Vi, so dass unter den Kartenwechselab-

bildungen

φi,j : φ(Ui ∩ Uj)
φ−1

i−−→ Ui ∩ Uj
φj−→ φj(Ui ∩ UJ)
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gilt, dassφ∗i,j(ωj) = ωi, bzw.fi(zi)(dzi)
m = fj(φi,j(zj))

(dφi,j

dzi

)m
(dzi)

m. Der Vektorraum der

meromorphenm-Differentiale aufX wird mit Ωm
mer(X) bezeichnet. Eine ähnliche Definition

machen wir auch für holomorphe Differentiale. [Übrigens gebrauchen wir die Wörter “Diffe-

rential” und “Differentialform” als Synonyme.]

• SeienX,Y Riemannsche Flächen undφ : X → Y eine holomorphe Abbildung. Dann definiert

man durch Zurückziehen auf den Karten eine Abbildung

Ωm
mer(Y )

φ∗

−→ Ωm
mer(X)

und ähnlich für holomorphe Differentialformen.

Bemerkung 3.3.2 SeiX eine kompakte Riemannsche Fläche.

• Ω0
mer(X) = M(X).

• Ω0
hol(X) = C, da jede holomorphe Funktion, die auf ganzX definiert ist, konstant sein muss.

• dimM(X) Ωm
mer(X) = 1.

• Für eine nicht-konstante holomorphe Abbildungφ : X → Y zwischen Riemannschen Flächen

ist die Zurückziehabbildungφ∗ : Ωm
mer(Y ) → Ωm

mer(X) injektiv. Denn wäreφ∗ nicht injektiv,

dann wäre die Ableitung vonφ überall0.

[20.06.2007] Wir begeben uns nun in die Situtation von Modulkurven, die wirnäher untersuchen

wollen. Sei also von nun anΓ eine Kongruenzuntergruppe. Wir haben

H
φ
։ YΓ

j→֒ XΓ.

Die SL2(R)-Operation aufH ergibt durch Zurückziehen eineSL2(R)-Operation aufΩm
mer(H). Diese

machen wir nun explizit. Dafür seig =
(

a b
c d

)
∈ SL2(R) undω = f(τ)(dτ)m ∈ Ωm

mer(H). Dazu

bemerken wir erst eben, dass wegen des einfachen Zusammenhangs von H alle Differentiale aufH

von dieser einfachen Form sind. Für das zurückgezogene Differential g∗ω ergibt sich:

f(gτ)(d(gτ))m = f(
aτ + b

cτ + d
)d(

aτ + b

cτ + d
)m = f(

aτ + b

cτ + d
)(cτ + d)−2m(dτ)m = (f |2m(g))(τ)(dτ)m.

Dies erinnert uns natürlich schon wieder sehr stark an Modulformen. Genauer haben wir folgenden

Zusammenhang:

Lemma 3.3.3 SeiΓ ⊆ SL2(Z) eine Untergruppe endlichen Indexes. Die Abbildungen

{f : H→ C holomorph|f |2m(γ) = f ∀γ ∈ Γ} f 7→f(τ)(dτ)m

−−−−−−−−→ Ωm
hol(H)Γ

und

{f : H→ C meromorph|f |2m(γ) = f ∀γ ∈ Γ} f 7→f(τ)(dτ)m

−−−−−−−−→ Ωm
mer(H)Γ

sind bijektiv. Dabei bezeichnet(·)Γ dieΓ-Invarianten.

Die erste Menge links ist bis auf die Bedingung in den Spitzen die Menge der Modulformen von

Gewicht2m zuΓ. Diese werden wir in Kürze auch noch behandeln. 2
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Nun wollen und können wir eine erste Beziehung zwischen Modulformen und Modulkurven her-

stellen. Es gilt nämlich der Satz:

Satz 3.3.4Die natürliche Projektionπ : H→ YΓ induziert durch Zurückziehen Bijektionen

Ωm
mer(YΓ)→ Ωm

mer(H)Γ

und

Ωm
hol(YΓ)→ Ωm

hol(H)Γ.

Beweis.Der Beweis ist etwas länglich, aber einfach. Die technische Komplikation tritt imFalle

einer nicht-freien Operation vonΓ auf, denn dann muss man die etwas komplizierteren Karten vonYΓ

benutzen. Für die Details siehe den Aufschrieb während der Vorlesung. 2

Definition 3.3.5 SeiΓ eine Untegruppe vonSL2(Z) von endlichem Index. Fürk ∈ N seiAk(Γ) der

C-Vektorraum der meromorphen Modulformen von Gewichtk zuΓ, d.h. dassf : H → C eine mero-

morphe Funktion ist, dief |k(γ) = f für alle γ ∈ Γ erfüllt, und die meromorph in den Spitzen ist (mit

der inzwischen offensichtlichen Definition dafür). [Wir haben meromorphe Modulformen inzwischen

auch schon benutzt. Ich sollte diese Definition also etwas nach vorne schieben.]

Der folgende Satz gibt uns eine geometrische Beschreibung meromorpherModulformen und so-

mit einen ersten echten Zusammenhang zwischen Modulformen und Modulkurven.

Satz 3.3.6SeienΓ eine Kongruenzuntergruppe undπ, j wie oben. Das Bild der zusammengesetzten

injektiven Abbildung

Ωm
mer(XΓ)

j∗→֒ Ωm
mer(YΓ)

π∗

∼= Ωm
mer(H)Γ

ist gleich der Menge{f(τ)(dτ)m|f ∈ A2k(Γ)}.

Beweis.Das einzige, was zu testen ist, ist die Meromorphie in den Spitzen. Wir könnenuns

wiederum auf die Spitze∞ beschränken, deren Weiteh sei. Wir setzen wie immerqh = e2πiτ/h und

erhalten
dqh
qh

=
2πi

h
dτ.

Wir wissen und benutzen, dass jede meromorphe Funktionf : H→ C, die der Transformationsregel

f |2m(γ) = f für alleγ ∈ Γ genügt, eine Fourier-Entwicklung besitzt. Damit folgt:

f(τ)(dτ)m =
∑

n∈Z

anq
n
h(dτ)m =

( h

2πi

)m
∑

n∈Z

anq
n−m
h (dqh)m = ω. (3.3.2)

Somit istf genau dann meromorph in∞, wennω in∞meromorph ist. 2

Um nun von meromorphen Modulformen zu holomorphen zu gelangen, werden wir noch etwas

mehr Notation einführen und einige Vorarbeiten leisten, die uns erlauben werden, den Holomorphie-

begriff von Differentialen auf Quotienten nach nicht-freien Gruppenoperationen in den Griff zu be-

kommen.
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Definition 3.3.7 Seiπ : Y → X eine nicht-konstante holomorphe Abbildung Riemannscher Flächen.

Seiy ∈ Y beliebig. Nach Definition gibt es eine “kleine” UmgebungY ⊇ U ∋ y, so dassπ : U →
π(U) auf Karten (ohne Einschränkung mity 7→ 0 undπ(y) 7→ 0) durch eine Taylor-Reihe

π(z) =
∑

n=ey

anz
n

mit aey 6= 0 beschrieben wird.

Dann heißtey der Verzweigungsindex vonπ beiy.

Bemerkung 3.3.8 • Nach geeigneten Transformationen können wir annehmen, dass das Bildder

Karten jeweilsU1(0) ist undπ auf diesen Karten durchz 7→ zey gegeben ist.

• Ist π−1(x) für x ∈ X endlich, dann ist die Zahl
∑

y∈π−1(x)

ey

unabhängig vonx. Sie heißt derGrad vonπ.

• Dies verallgemeinert die Definition von Verzweigung von Quotientenabbildungenπ : G\X →
X. Der Grad dieser Abbildung ist#G, falls G endlich ist und treu und holomorph aufX

operiert.

Lemma 3.3.9 Seiπ : Y → X eine holomorphe Abbildung Riemannscher Flächen, die nicht konstant

ist. Seieny ∈ Y undx ∈ X mit π(y) = x und seiω ∈ Ωm
mer(X). Dann gilt:

1

ey
Ordy(π

∗ω) = Ordx(ω) +m(1− 1

ey
).

Beweis.Siehe Vorlesung. 2

Definition 3.3.10 SeiX eine Riemannsche Fläche. Setze

DivZ(X) = Div(X) = Z[X]

und

DivQ(X) = Q[X].

Die Elemente beider heißenDivisoren vonX. Dies sind also formale Linearkombinationen von Punk-

ten ausX mit Koeffizienten inZ oderQ, von denen nur endlich viele nicht0 sind.

Wir schreibenΓ = Γ/(Γ ∩ {±1}).

Definition 3.3.11 Seiω ∈ Ωm
mer(X) einem-Differentialform für eine Riemannsche FlächeX. Wir

setzen

Div(ω) =
∑

x∈X

Ordx(fi)x ∈ Div(X).

Dabei istfi, so dassfi(zi)(dzi)
m die Differentialformω aufUi beschreibt. (Man überprüft, dass die

Definition unabhängig von der Wahl der Umgebung vonx und der entsprechenden Karte ist.)
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Definition 3.3.12 Sei0 6= f ∈ A2m(Γ). Setze

Div(f) :=
∑

P∈XΓ

Ordp(f)P ∈ DivQ(XΓ)

mit

OrdP (f) =





1
eτ

Ordτ (f), falls τ ∈ H mit π(τ) = P

OrdP (f(q)), falls P Spitze

Dabei isteτ = #Γτ undOrd0(f |(σ)) ist die Ordnung der Funktion(f |(σ))(q) =
∑

n∈Z anq
n, wobei

σ∞ = P undq = e2πiτ/h mit der Weiteh der SpitzeP (das haben wir schon eher so benutzt).

Diese beiden Definitionen bringen wir nun im Falle der Modulformen zusammen.

Satz 3.3.13Seienf ∈ A2m(Γ) undω ∈ Ωm
mer(XΓ) mit j∗π∗ω = f(τ)(dτ)m (vgl. Satz 3.3.6). Dann

gilt:

Div(f) = Div(ω) +m
∑

P∈YΓ

(1− 1

eP
)P +m(SpitzenΓ) ∈ DivQ(XΓ)

mit (SpitzenΓ) =
∑

P∈XΓ−YΓ
P .

Beweis.Nach Gleichung 3.3.2 giltOrd∞(ω) = Ord∞(f) −m. Nun genügt es, das Lemma auf

π : H→ Γ\H anzuwenden. 2

Definition 3.3.14 SeiX eine kompakte Riemannsche Fläche undD =
∑

P∈X nPP ∈ DivQ(X).

Wir setzen

Ωm
X(D) := {ω ∈ Ωm

mer(X)|Div(ω) +D ≥ 0}
(dabei heißt “≥”, dass alle Koeffizienten≥ 0 sind). Ferner setzen wir

[D] :=
∑

P∈X

[nP ]P

mit der Gauß-Klammer (d.h.[x] ist die größte ganze Zahl kleiner gleichx).

Korollar 3.3.15 SetzeE =
∑

P∈YΓ
(1 − 1

eP
)P + (SpitzenΓ) ∈ DivQ(XΓ). Dabei ist zur Erinne-

rung eP = #Γτ für ein (jedes)τ ∈ H, in dessenΓ-BahnP liegt. Dann haben wir die folgenden

Isomorphismen (vonC-Vektorräumen):

Ωm
mer(XΓ)

ω 7→f−−−→ A2m(Γ)

Ωm
XΓ

([mE])
ω 7→f−−−→M2m(Γ)

Ωm
XΓ

([mE]− (SpitzenΓ))
ω 7→f−−−→ S2m(Γ).

Die Zuordnung erfolgt dabei unter Zuhilfenahme von Satz 3.3.6.

Insbesondere istΩ1
XΓ

(0) = Ω1
hol(XΓ) isomorph zuS2(Γ).

Beweis.Laut vorherigem Satz giltDiv(f) = Div(ω)+E. Die erste Zeile ist Satz 3.3.6. Die zweite

Zeile entspricht der BedingungDiv(f) ≥ 0 und die dritte der BedingungDiv(f) ≥ (SpitzenΓ). 2
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3.3.2 Das Geschlecht von Modulkurven

In diesem Abschnitt berechnen wir das Geschlecht von Modulkurven.Es ist gleich der Dimension des

zugehörigen Vektorraumes von Modulkurven von Gewicht2.

Lemma 3.3.16 Ist g : X → C eine meromorphe Abbildung und istf : Y → X eine nicht-konstante

holomorphe Abbildung Riemannscher Flächen, dann gilt die Formel

eyOrdf(y)(g) = Ordy(g ◦ f)

mit y ∈ Y .

Lemma 3.3.17 Es seiΓ ≤ SL2(Z) eine Kongruenzuntergruppe undπ : XΓ ։ XSL2(Z) die natürli-

che Projektion. Dann gelten:

(a) Grad(π) = (SL2(Z) : Γ),

(b) ey = (SL2(Z)y : Γy) für y ∈ H ∪ P1(Q).

Aufgabe 3.3.18Beweise beide Lemmata.

Definition 3.3.19 SeiX eine kompakte zusammenhängende Riemannsche Fläche. Wir definieren das

GeschlechtvonX als

g(X) = dimC Ω1
hol(X).

Anschaulich ist das Geschlecht die Anzahl der Löcher in der Riemannschen Fläche und somit

gleichdimCH1(X,C). [Bild] Wir werden aber nur die Formel in der Definition benuzten.

Wir werden die Berechnung des Geschlechtes vonXΓ mit der Riemann-Hurwitz-Formel auf das

Geschlecht vonXSL2(Z) zurückführen.

Lemma 3.3.20 Es giltg(XSL2(Z)) = 0.

Beweis.Nach Korollar 3.3.15 ist das Geschlecht vonXSL2(Z) gleich der Dimension des Raumes

der Spitzenformen von Gewicht2 zuSL2(Z). Von dieser wissen wir aber, dass sie0 ist. 2

Theorem 3.3.21 (Riemann-Hurwitz) Seiπ : Y → X eine nicht-konstante holomorphe Abbildung

kompakter zusammenhängender Riemannscher Flächen. Dann gilt

2g(Y )− 2 = (2g(X)− 2)Grad(π) +
∑

y∈Y

(ey − 1).

Den Beweis führen wir später auf S. 85.

Wir sind nun in der Lage, eine Formel für das Geschlecht vonXΓ anzugeben.

Theorem 3.3.22SeiΓ ≤ SL2(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Wir setzen:
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• µ := (SL2(Z) : Γ),

• ν∞ := #SpitzenΓ = #(Γ\P1(Q)),

• ν2 := Anzahl der Punkteτ ∈ YΓ, so dassΓτ 6= {1} undτ = σi für einσ ∈ SL2(Z),

• ν3 := Anzahl der Punkteτ ∈ YΓ, so dassΓτ 6= {1} undτ = σe2πi/3 für einσ ∈ SL2(Z).

Dann gilt

g(XΓ) = 1 +
µ

12
− ν2

4
− ν3

3
− ν∞

2
.

Beweis.Wir betrachten für den gesamten Beweis die natürlichen Projektionen

H ∪ P1(Q)
Π−→ XΓ

π−→ XSL2(Z).

Nach obigem Lemma ist das Geschlecht der rechten Riemannschen Fläche0 und somit ergibt die

Riemann-Hurwitz-Formel fürπ:

g(XΓ) = 1− µ+
1

2

∑

y∈XΓ

(ey − 1),

daµ gleich dem Grad vonπ ist. Wir wollen nun also
∑

y∈XΓ
(ey − 1) berechnen.

Wir betrachten zunächst solcheτ ∈ H mit Π(τ) = y undπ(y) = i. Es gibt zwei Möglichkeiten,

je nach dem, obΓy trivial ist oder nicht. Im ersten Fall folgt, dassπ bei y verzweigt mitey = 2 und

im zweiten Fall istπ unverzweigt, alsoey = 1. Mit unserer Definition vonν2 folgt unmittelbar, dass

es µ−ν2

2 Punktey ∈ YΓ gibt, die in den ersten Fall fallen, undν2 Punkte im zweiten Fall.

Weiter betrachten wir nun solcheτ ∈ H mit Π(τ) = y undπ(y) = e2πi/3. Es gibt zwei Möglich-

keiten, je nach dem, obΓy trivial ist oder nicht. Im ersten Fall folgt, dassπ beiy verzweigt mitey = 3

und im zweiten Fall istπ unverzweigt, alsoey = 1. Mit unserer Definition vonν3 folgt unmittelbar,

dass esµ−ν3

3 Punktey ∈ YΓ gibt, die in den ersten Fall fallen, undν3 Punkte im zweiten Fall.

Außerdem wissen wir, dass für jedesτ ∈ H mit SL2(Z)τ 6= {1} entwederπ(Π(τ)) = i oder

π(Π(τ)) = e2πi/3 gilt. Daher brauchen wir uns nun nur noch den Spitzen zuzuwenden. Esgibt ν∞
Spitzen, die alle auf∞ abbilden.

Somit folgt insgesamt:

∑

y∈XΓ

(ey − 1) =
µ− ν2

2
(2− 1) +

µ− ν3

3
(3− 1) + (

∑

y∈SpitzenΓ

ey)− ν∞

=
13

6
µ− 1

2
ν2 −

2

3
ν3 − ν∞,

wobei wirµ = Grad(π) =
∑

y∈SpitzenΓ
ey benutzt haben. Die behauptete Formel folgt sofort.2

Korollar 3.3.23 SeiN ≥ 3. SetzeµN = 1
2N

3
∏

l|N Primzahl(1− 1
l2

). Es gilt:

g(XΓ(N)) = 1 + µN
N − 6

12N
.
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Beweis.Wir haben vorne gesehen, dass2 · µN = (SL2(Z) : Γ(N)) ist, weshalbµN = (SL2(Z) :

Γ(N)) folgt. Außerdem wissen wir, dassν2 = ν3 = 0 ist. Es giltΓ(N)∞ = Γ(N)∞ = 〈TN 〉 mit

T = ( 1 1
0 1 ), weshalbe∞ = N ist. DaΓ(N) ein Normalteiler vonSL2(Z) ist, haben wir aucheσ∞ = N

für alleσ ∈ SL2(Z), denn

Γ(N)σ∞ = σ〈TN 〉σ−1 ∩ Γ(N) = σ〈TN 〉σ−1.

Folglich ist nach der Gradformelν∞ = µN/N . Einsetzen in obiges Theorem ergibt die Behauptung.

2

Beispiel 3.3.24Wir haben das BeispielΓ0(2) anhand seines Fundamentalbereiches diskutiert und

µ = 3, ν2 = 1, ν3 = 0 undν∞ = 2 gefunden, worausg(XΓ0(2)) = 0 folgt.

[27.06.2007] Bei der Berechnung des Geschlechtes vonXΓ0(N) ist es sehr praktisch, Kriterien für

ν2 = 0 undν3 = 0 zu haben. Diese werden von der folgenden Aufgabe bereit gestellt.

Aufgabe 3.3.25Benutze algebraische Zahlentheorie, um folgende Aussagen zu zeigen,in denen sich

ν2 undν3 auf die ModulkurveXΓ0(N) beziehen:

(a) ν2 = 0⇔ N ist teilbar durch eine Primzahlq ≡ 3 mod 4 oderN ist teilbar durch4.

(b) ν3 = 0⇔ N ist teilbar durch eine Primzahlq ≡ 2 mod 3 oderN ist teilbar durch9.

Aufgabe 3.3.26 (a) Benutze Lemma 2.5.6 und Satz 2.5.7, um ein Vertretersystem vonΓ0(N)\SL2(Z)

anzugeben (Achtung, die Formel, die ich in der Vorlesung angegeben hatte, ist leider falsch fürN

die keine Primzahlpotenzen sind).

(b) Folgere, dassXΓ0(p) mit einer Primzahlp genau zwei Spitzen hat, die von0 und∞ repräsentiert

werden können. Dabei ist die Weite der Spitze0 gleichp und die der Spitze∞ gleich1.

(c) Folgere:g(XΓ0(4)) = 0 undg(XΓ0(11)) = 1.

(d) Was sindg(XΓ0(35) undg(XΓ(2))?

3.3.3 Dimensionsformeln

Definition 3.3.27 SeiX eine Riemannsche Fläche undD =
∑

P∈X nPP ∈ DivQ(X) ein Divisor.

Der C-Vektorraum

L(D) := {f : X → C meromorph|Div(f) +D ≥ 0}

heißt derLinearraum zuD. Wir setzen

l(D) := dimC L(D)

und

Grad(D) :=
∑

P∈X

nP .
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Bemerkung 3.3.28SeiX eine Riemannsche Fläche undD =
∑

P∈X nPP ∈ DivQ(X) ein Divisor.

• Grad(Div(g)) = 0 für jede meromorphe Funktiong : X → C. Dies ist eine recht einfache

Konsequenz des Residuensatzes. Den Beweis geben wir aber nicht.

Damit gilt: Grad(Div(g) +D) = Grad(D) undGrad(Div(gω)) = Grad(Div(ω)) für jedes

Differentialω ∈ Ωm
mer(X).

• Ist Grad(D) < 0, dann istl(D) = 0. Dies ist eine triviale Aussage, die sich aber als ungeheuer

wichtig herausstellen wird.

• Ist D′ ∈ DivQ(X) mit D = D′ + Div(g) für eine meromorphe Funktiong : X → C, dann

haben wir den Isomorphismus

L(D)→ L(D′), f 7→ f · g

und somitl(D) = l(D′).

Definition 3.3.29 Jeder DivisorDiv(ω) für 0 6= ω ∈ Ω1
mer(X) heißtkanonischer Divisorund wird

mitK bezeichnet.

Wir wissen, dass jedesω′ ∈ Ω1
mer(X) von der Formgω mit einemg ∈ M(X) ist. Daher gilt

Div(ω′) = Div(g) + Div(ω).

Theorem 3.3.30 (Riemann-Roch)SeiX eine kompakte zusammenhängende Riemannsche Fläche.

Für D ∈ Div(X) gilt die Formel

l(D)− l(K −D) = Grad(D)− g(X) + 1.

Von diesem Satz geben wir hier keinen Beweis; er würde den Rahmen dieser Vorlesung sprengen.

Bemerkung 3.3.31 • Die Abbildung

L(K +D)→ Ω1(D), g 7→ gω

für Div(ω) = K ist ein Isomorphismus. Dies folgt unmittelbar aus der Definition.

• Wir setzenD = 0 in der Riemann-Roch-Formel und erhalten:

dim Ω1
hol(X) = l(K) = l(0)− 1 + g(X) = g(X),

da l(0) gleich der Dimension des Vektorraumes der holomorphen AbbildungenX → C, der

nur aus den konstanten Funktionen besteht. Somit haben wir die Definition von g(X) zurück-

gefunden.
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• Wir setzenK = D in der Riemann-Roch-Formel und erhalten:

l(K) = l(0) + Grad(K)− g(X) + 1

und somitGrad(K) = 2g(X)− 2.

• Falls Grad(D) > 2g(X)− 2 ist, dann istl(K −D) = 0 nach obiger Bemerkung und folglich

ergibt sich

l(D) = Grad(D)− g(X) + 1.

Diese Formel ist ungeheuer wichtig, da sie rechts nur einfach auszuwertende Terme enthält.

Es ist nämlich im Allgemeinen nicht leicht,l(K − D) zu bestimmen. Diese Formel wird der

Schlüssel für die Dimensionsformels von Modulformen sein, wie wir im nächsten Satz sehen

werden.

Satz 3.3.32Sei Γ ≤ SL2(Z) eine Kongruenzuntergruppe und seiK = Div(ω) ein kanonischer

Divisor vonXΓ. Der DivisorE sei wie oben definiert. Dann haben wir Isomorphismen:
M2m(Γ) ∼= Ωm([mE]) ← L(mK + [mE])

f(ωm) ←[ f

S2m(Γ) ∼= Ωm([mE]− (SpitzenΓ)) ← L(mK + [mE]− (SpitzenΓ)).

Beweis.Der linke Isomorphismus ist der aus Korollar 3.3.15 und der rechte folgt aus obigen

Bemerkungen. 2

Damit ergeben sichdimM2m(Γ) = l(mK + [mE]) und dimS2m(Γ) = l(mK + [mE] −
(SpitzenΓ)). Wir wollen nun den Satz von Riemann-Roch benutzen, um diese Größen auszurech-

nen. Wir beginnen mit einem Lemma.

Lemma 3.3.33 Es giltGrad(K + E) > 0.

Beweis.Zunächst gilt

Grad(K + E) = Grad(K) + Grad(E)

= 2g(XΓ)− 2 +
∑

P∈YΓ

(1− 1

eP
) + ν∞

= 2g(XΓ)− 2 +
1

2
ν2 +

2

3
ν3 + ν∞

mit Notationen wie in Theorem 3.3.22. Aus dem Beweis dieses Theorems erhalten wir die Gleichung

2g(XΓ)− 2 = −2µ+
1

2
(µ− ν2) +

2

3
(µ− ν3) + (µ− ν∞).

Durch Einsetzen in die obere Gleichung ergibt sichGrad(K + E) = µ
6 > 0. 2

Theorem 3.3.34SeiΓ ≤ SL2(Z) eine Kongruenzuntergruppe undν∞ = #SpitzenΓ. Dann gelten

die Formeln:
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(a)

dimS2m(Γ) =





(2m− 1)(g(XΓ)− 1) +
∑

P∈YΓ
[m(1− 1

eP
)] + (m− 1)ν∞, fallsm > 1

g(XΓ), fallsm = 1

0, fallsm = 0

0, fallsm < 0.

(b)

dimM2m(Γ) =





dimS2m(Γ) + ν∞, fallsm > 1

dimS2(Γ) + ν∞ − 1, fallsm = 1

1, fallsm = 0

0, fallsm < 0.

Beweis.Wir gehen Fall für Fall durch.

Fürm < 0 folgt sofort aus dem Lemma, dassGrad([mE] + mK) < 0 ist und somitl([mE] +

mK) = dimM2m(Γ) = 0 gilt.

Die Modulformen von Gewicht0 sind gerade gleich den holomorphen Funktionen aufXΓ, also

konstant. Diese Konstante muss für eine Spitzenform aber0 sein, da die Funktion ja in den Spitzen

verschwinden muss. Dies zeigt den Fallm = 0.

Im Fallm = 1 gilt [mE] = [E] = (SpitzenΓ) und folglich haben wirdimS2(Γ) = g(XΓ) und

dimM2(Γ) = l(K + (SpitzenΓ)). Nach Riemann-Roch gilt damit:

dimM2(Γ) = l(−(SpitzenΓ))−Grad(−(SpitzenΓ)) + g(Xγ)− 1 = g(X) + ν∞ − 1.

Nun seim > 1. Zunächst halten wir fest, dass

Grad([mE] +mK − (SpitzenΓ))

= m(2g(XΓ)− 2) +
∑

P∈YΓ

[m(1− 1

eP
)] + (m− 1)ν∞ > 2g(X)− 2

ist. Folglich ist nach Riemann-Roch und der anschließenden Bemerkung

dimS2m(Γ) = l([mE] +mK − (SpitzenΓ)) = Grad([mE] +mK − (SpitzenΓ)) + 1− g(XΓ).

Einsetzen ergibt die gewünschte Formel. FürdimM2m(Γ) geht man wörtlich genauso vor, außer, dass

der Term(SpitzenΓ) an den entsprechenden Stellen gestrichen werden muss. 2

Beispiel 3.3.35 • dimM2(Γ0(4)) = 0 + 3− 1 = 2

• dimS4(Γ0(4)) = (4− 1)(0− 1) + (2− 1)3 = 0

• dimM4(Γ0(4)) = 3
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• dimS2(Γ0(11)) = 1

• dimS4(Γ0(11)) = 2

Aufgabe 3.3.36BerechnedimS2(Γ0(35)), dimS12(Γ0(35)), dimM18(Γ0(35)) undS10(Γ0(2)).

Beweis der Riemann-Hurwitz-Formel (Theorem 3.3.21).Es sei0 6= ω ∈ Ω1
mer(X). Dann ha-

ben wirGrad(ω) = 2g(X)−2 undGrad(π∗ω) = 2g(Y )−2 nach Riemann-Roch. Wir können mittels

π∗ auch Divisoren zurückziehen: SeiD =
∑

P∈X nPP ; dann setzeπ∗D =
∑

P∈X

∑
Q∈π−1(P ) eQQ.

Dann ist insbesondereGrad(π∗D) = Grad(π)Grad(D). Mit dieser Definition folgt aus Lemma 3.3.9

Div(π∗ω) = π∗(Div(ω)) +
∑

y∈Y

(ey − 1).

Nun genügt es, den Grad auf beiden Seiten dieser Formel zu nehmen. 2

Wir haben an dieser Stelle den Beweis von Theorem 1.0.25 aus der Einleitungabgeschlossen,

denn es fehlten nur noch die Dimensionsformeln. Dabei müssen wir allerdings eingestehen, dass der

Beweis den Satz von Riemann-Roch benutzt, den wir nicht bewiesen haben. Über einige Details der

Riemannschen Flächen sind wir auch etwas schnell hinweg gegangen. Ansonsten wurde alles bewie-

sen. Mit eigentlich jedem Buch zu Riemannschen Flächen kann nun der Leser den Beweis für sich

selbst komplettieren.

Als Nächstes kommen wir zur sogenannten Sturm-Schranke (nach Jacob Sturm), die uns ein Kri-

terium liefert, wann zwei Modulformen identisch sind.

Satz 3.3.37SeiΓ ≤ SL2(Z) eine Kongruenzuntergruppe und seienf, g ∈ M2m(Γ). Ferner seix

eine Spitze. Falls

Ordx(f − g) > m(2(g(XΓ))− 2) +m
∑

P∈YΓ

(1− 1

eP
) +m#SpitzenΓ,

dann istf = g.

Beweis.Wir nehmenf 6= g an. Wir haben gesehen, dassDiv(f − g) = Div(ω) +mE mit dem

zuf − g gehörigenω ∈ Ωm
mer(XΓ). Für den Grad erhalten wir

Grad(Div(f − g)) = m(2(g(XΓ))− 2) +m
∑

P∈YΓ

(1− 1

eP
) +m#SpitzenΓ.

Da aberDiv(f − g) ein effektiver Divisor ist (d.h. alle Koeffizienten sind größer gleich0), ergibt die

Voraussetzung anOrdx(f − g) sofort einen Widerspruch undf = g folgt. 2

Mit unserer mittlerweile gesammelten Erfahrung ist es ein Leichtes, die Formel inexpliziteren

Termen auszudrücken, zum Beispiel unter Verwendung vonν2, ν3 etc. und sie zum Beispiel fürΓ(N)

zu spezialisieren.
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3.4 Hecke-Theorie

3.4.1 Modulkorrespondenzen

Definition 3.4.1 SeienN,n ∈ N mit (n,N) = 1. Wir definieren

∆n
0 (N) = {

(
a b
c d

)
∈M2(Z)|

(
a b
c d

)
≡ ( ∗ ∗

0 ∗ ) mod N, det
(

a b
c d

)
= n},

∆n
1 (N) = {

(
a b
c d

)
∈M2(Z)|

(
a b
c d

)
≡ ( 1 ∗

0 ∗ ) mod N, det
(

a b
c d

)
= n},

∆0(N) =
⋃

n∈N mit (n,N)=1

∆n
0 (N),

∆1(N) =
⋃

n∈N mit (n,N)=1

∆n
1 (N).

Im Folgenden sei stets(∆,Γ) = (∆1(N),Γ1(N)) oder(∆,Γ) = (∆0(N),Γ0(N)), es sei denn,

wir sagen explizit etwas anderes.

Lemma 3.4.2 Seiα ∈ ∆. Wir setzen

Γα = Γ ∩ α−1Γα undΓα = Γ ∩ αΓα−1.

Dann hatΓα endlichen Index inΓ undα−1Γα (dazu sagt man auch, dassΓ undα−1Γα kommensura-

bel sind) ebenso hatΓα endlichen Index inΓ undαΓα−1 (alsoΓ undαΓα−1 sind kommensurabel).

Beweis.Sein = detα. Man rechnet mit Matrizen nach, dass

α−1Γ(Nn)α ⊂ Γ(N).

Daher ist

Γ(Nn) ⊂ α−1Γ(N)α ⊂ α−1Γα.

Damit istΓ(Nn) ⊂ Γα und die erste Behauptung folgt. Ganz ähnlich geht man für die zweite vor.

2

Beispiel 3.4.3Sei Γ = Γ0(N) und p sei eine Primzahl. Der wichtigste Fall für das Folgende ist

α =
(

1 0
0 p

)
. Eine elementare Rechnung zeigt:

Γα = Γ0(Np).

Definition 3.4.4 Seiα ∈ ∆. Wir betrachten das Diagramm

Γα\H τ 7→ατ
∼

//

πα

��

Γα\H

πα

��

Γ\H Γ\H,
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in demπα undπα die natürlichen Projektionen sind. Man überprüft, dass dies wohl-definiert ist unter

Verwendung vonαΓαα
−1 = Γα.

Die Modulkorrespondenzbzw.Hecke-Korrespondenzτα ist definiert als

τα : Div(YΓ)
π∗

α−→ Div(YΓα
)

α∗−→ Div(YΓα)
πα
∗−−→ Div(YΓ).

Dabei istπ∗ das Zurückziehen von Divisoren, das wir schon eher gesehen haben, undα undπα
∗ sind

die Abbildungen, die sich durch Anwendung vonα bzw.πα auf die Punkte des Divisors ergeben.

Diese Modulkorrespondenzen werden wir sofort noch expliziter beschreiben. Zunächst ein Lem-

ma. [Erinnerung an Doppelnebenklassen.]

Lemma 3.4.5 Seienαi ∈ Γ für i ∈ I für irgendeine IndexmengeI. Dann gilt

Γ =
⊔

i∈I

Γααi ⇔ ΓαΓ =
⊔

i∈I

Γααi.

Beweis.Siehe Vorlesung. Es ist eine einfache Rechnung. 2

Korollar 3.4.6 Seiα ∈ ∆. Ferner seiΓαΓ =
⊔

i∈I Γααi. Dann ist die Hecke-Korrespondenzτα :

Div(YΓ)→ Div(YΓ) durchτ 7→∑
i∈I ααiτ auf Repräsentantenτ ∈ H gegeben.

Beweis.Dazu genügt es, die Definition unter Zuhilfenahme des Lemmas zu überprüfen. 2

Bemerkung 3.4.7 Es gilt∆n =
⋃

α∈∆,det α=n ΓαΓ und man kann endlich vieleαi für i ∈ I auswäh-

len, so dass∆n =
⊔

i∈I ΓαiΓ.

Definition 3.4.8 Es sei∆n =
⊔

i∈I ΓαiΓ. Der Hecke-OperatorTn aufDiv(YΓ) ist definiert als

Tn =
∑

i∈I

ταi
.

Lemma 3.4.9 Für (a,N) = 1 gibt es eine Matrixσa ∈ Γ0(N) mit σa ≡
(

a−1 0
0 a

)
mod N .

Beweis.Aus(a,N) = 1 folgt die Existenz vonr, smit 1 = ar−Ns. Also ist die Matrix( r s
N a ) ∈

Γ0(N) und weiter gilt( r s
N a ) ≡

(
a−1 s
0 a

)
mod N . Jetzt brauchen wir nur noch die rechte obere Ecke

auszuräumen, um die gewünschte Matrix zu finden. Wir setzenσa = ( r s
N a )

(
1 −as
0 1

)
∈ Γ0(N). Eine

kurze Matrizenrechnung zeigt, dassσa die Anforderungen erfüllt. 2

[03.07.2007]

Satz 3.4.10(a) Wir haben die Zerlegung

∆n
0 (N) =

⊔

a

⊔

b

Γ0(N)
(

a b
0 d

)
,

wobeia die positiven Zahlen durchläuft mita | n und (a,N) = 1 und b die ganzen Zahlen mit

0 ≤ b < d =: n/a.
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(b) Für (a,N) = 1 wählen wir eine Matrixσa wie im Lemma. Dann haben wir die Zerlegung

∆n
1 (N) =

⊔

a

⊔

b

Γ1(N)σa

(
a b
0 d

)

mit a, b, d wie in (a).

Beweis.Siehe Vorlesung. Auch dieser Beweis ist elementar. 2

Als Nächstes geben wir eine Interpretation des Hecke-OperatorsTp in der Modulinterpretation

der ModulkurveYΓ0(N).

Satz 3.4.11AufYΓ0(N) ist Tp mit einer Primzahlp gegeben durch

Tp : τ 7→





∑p−1
b=0

τ+b
p + pτ, falls p ∤ N,

∑p−1
b=0

τ+b
p , falls p | N.

Unter den Identifikationen

Γ0(N)\H→ {(E,C)}/ ∼=, τ 7→ (C/Λτ , 〈
1

N
〉

undDiv(YΓ0(N)) ∼= Div({(E,C)}/ ∼=) ergibt sich

Tp : (E,C) 7→
∑

(E′,C′)

(E′, C ′),

wobei die Summe über allep-IsogenienE → E′ läuft undC ′ jeweils das Bild vonC ist.

Beweis.Die erste Aussage folgt aus dem Satz. Für die zweite braucht man sich nurklar zu machen,

wie diep-Isogenien für die elliptische KurveC/Λτ aussehen. Dies haben wir in der Vorlesung getan.

Es ist eine leichte Rechnung. 2

Im nächsten Schritt wenden wir uns der abstrakten Hecke-Algebra als Doppelnebenklassenalgebra

zu.

Definition 3.4.12 Der Hecke-RingR(∆,Γ) ist die freie abelsche Gruppe auf den Doppelnebenklas-

senΓαΓ für α ∈ ∆.

Unser nächstes Ziel ist, eine Multiplikation zu definieren, die die Bezeichnung “Ring” dann auch

rechtfertigt.

Zunächst seienΓαΓ =
⊔n

i=1 Γαi undΓβΓ =
⊔m

j=1 Γβj . Wir rechnen einfach drauflos.

ΓαΓ · ΓβΓ =
⋃

j

ΓαΓβj =
⋃

i,j

Γαiβj .

Diese Vereinigung ist nicht notwendig disjunkt. Die linke Seite kann aber als disjunkte Vereinigung

von Doppelnebenklassen
⊔r

k=1 ΓγkΓ geschrieben werden. Jede dieser Doppelnebenklassen ist aber

auch wieder von der Form

ΓγkΓ =

nk⊔

l=1

Γγk,l.
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Hiermit erhalten wir insgesamt

ΓαΓ · ΓβΓ =
⋃

i,j

Γαiβj =
⊔

k

⊔

l

Γγk,l.

Wir wollen nun eine Bezeichnung für die Vielfachheit einführen, mit der jede Nebenklasse rechts in

der Mitte vorkommt. Dazu seik fest und wir definieren für jedesl

mk,l = #{(i, j)|Γγk,l = Γαiβj}.

Der wichtige Punkt ist nun das folgende Lemma.

Lemma 3.4.13 Die Zahlmk,l ist unabhängig vonl. Deshalb setzen wirmk := mk,l.

Beweis.Siehe Vorlesung. Der Beweis ist kombinatorisch und recht direkt. 2

Zusammengefasst erhalten wir nun mittels des Lemma, dass in
⋃

i,j

Γαiβj = ΓαΓ · ΓβΓ =
⊔

k

ΓγkΓ =
⊔

k

⊔

l

Γγk,l

die NebenklasseΓγk,l links genaumk mal vorkommt.

Definition 3.4.14 Wir definieren eine Multiplikation aufR(∆,Γ) durch

ΓαΓ · ΓβΓ =
n∑

k=1

mkΓγkΓ,

wobei wir die vorausgehende Notation benutzen.

Man überprüft, dassR(∆,Γ) tatsächlich ein Ring ist (Assoziativität und Distributivität). Die ge-

rade gemachte Definition ist sinnvoll, denn sie ergibt für Hecke-Korrespondenzen:

τα ◦ τβ =
n∑

k=1

mkτγk
.

Definition 3.4.15 Wir machen (wie oben) die DefinitionTn =
∑

α τα ∈ R(∆,Γ), wobei die Summe

über eine Menge vonαs läuft mit∆n =
⊔

α ΓαΓ.

Für a | d und(d,N) = 1 setzen wir

T (a, d) = Γσa

(
a 0
0 d

)
Γ ∈ R(∆,Γ).

Aufgabe 3.4.16Zeige die Formel

TmTn =
∑

d|(m,n),(d,N)=1

dT (d, d)Tmn

d2
.

Zeige weiterhin, dassR(∆,Γ) von denTp undT (p, p) für alle Primzahlenp erzeugt wird.

Hieraus ergibt sich unmittelbar das wichtige Korollar.

Korollar 3.4.17 Es giltTmTn = TnTm und somit istR(∆,Γ) ein kommutativer Ring. 2
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3.4.2 Hecke-Operatoren auf Modulformen

Im Folgenden sei stets(∆,Γ) = (∆0(N),Γ0(N)). Alles funktioniert aber auch für(∆0(N),Γ0(N))

mit kleinen Änderungen; z. B. muss man mit Modulformen mit Nebentyp (Dirichlet-Charakter) ar-

beiten.

Wir definieren nun eine Operation des Hecke-RingesR(∆,Γ) auf Modulformen.

Definition 3.4.18 SeiΓαΓ =
⊔n

i=1 Γαi und seif ∈Mk(Γ). Wir setzen:

f.τα :=
n∑

i=1

f |k(αi).

Lemma 3.4.19 Es istf.τα wiederum ein Element ausMk(Γ).

Beweis.Fürγ ∈ Γ rechnen wir die Transformationsregel nach:

∑

i

f |k(αi)|k(γ) =
∑

i

f |k(αiγ) =
∑

i

f |k(αi),

da die NebenklassenΓ(αiγ) eine Permutation der NebenklassenΓαi sind.

Die Holomorphie vonf.τ ist klar und die Holomorphie in den Spitzen folgt so wie (irgendwo)

vorne. 2

Somit erhalten wir also die gewünschte Operation vonR(∆,Γ) aufMk(Γ).

Satz 3.4.20Seif ∈Mk(Γ). Dann gelten die Formeln:

(a) (f.Tm)(τ) = 1
m

∑
a|m,(a,N)=1

∑m
a
−1

b=0 akf(aτ+b
m/a ),

(b) an(f.Tm) =
∑

a|(m,n),(a,N)=1 a
k−1amn

a2
.

Beweis.(a) folgt sofort aus Satz 3.4.10.

(b) ist eine einfache Rechnung, für die man

d−1∑

b=0

e2πi b
d
n =





0, falls d ∤ n

d, falls d | n

benutzt.

Für Details siehe die Vorlesung. 2

Für unsere Betrachtungen zur Hecke-Algebra ist die folgende unscheinbare Formel sehr wichtig,

die sofort aus dem Satz folgt.

Korollar 3.4.21 Es gilta1(f.Tn) = an(f) für alle n ∈ N. 2

Aufgabe 3.4.22Der Hecke-RingR(∆,Γ) operiert auch aufSk(Γ) undAk(Γ).
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Korollar 3.4.23 Für die Operation der Hecke-Operatoren aufMk(Γ), Sk(Γ) undAk(Γ) gelten die

Formeln:

(a) TnTm = Tnm für (n,m) = 1,

(b) Tpr+1 = TpTpr − pk−1Tpr−1 , falls p ∤ N , und

(c) Tpr+1 = TpTpr , falls p | N .

Dabei bezeichnetp jeweils eine Primzahl.

Beweis.Diese folgen aus Aufgabe 3.4.16 und der Definition der Operation. 2

Die Formeln aus dem Korollar lassen sich auf elegante Weise ausdrücken.

Satz 3.4.24 (Euler-Produkt) Für die Operation der Hecke-OperatorenTn auf Modulformen gilt die

formale Identität:

∞∑

n=1

Tnn
−s =

∏

p∤N

(1− Tpp
−s + pk−1−2s)−1 ·

∏

p|N
(1− Tpp

−s)−1.

Dass die Identität formal ist, bedeutet, dass wir Reihen und Produkte beliebig umordnen und uns

keine Gedanken um Konvergenz machen.

Beweis.Der Beweis erfolgt in drei Schritten.

1. Schritt: Seig : Z→ C irgendeine Funktion. Dann gilt die formale Identität:

∏

p Primzahl

∞∑

r=0

g(pr) =
∞∑

n=1

∏

pr‖n
g(pr).

Zum Beweis sei zunächstS eine endliche Primzahlmenge. Dann gilt die formale Identität:

∏

p∈S

∞∑

r=0

g(pr) =

∞∑

n=1,nhat nur Primfaktoren inS

∏

pr‖n
g(pr),

wie man durch Ausmultiplizieren der linken Seite sieht (dabei ordnet man um!).Wir schließen den

1. Schritt ab, indem wirS immer größer werden lassen.

2. Schritt:Fürp ∤ N gilt

(

∞∑

r=0

Tprp−rs)(1− Tpp
−s + pk−1−2s) = 1

und fürp | N gilt

(
∞∑

r=0

Tprp−rs)(1− Tpp
−s) = 1.

Der Beweis des 2. Schrittes besteht daraus, die Ausdrücke zu multiplizieren und das “Teleskop”

zu finden. Für Details siehe Vorlesung.

3. Schritt:Der Satz folgt nun sofort daraus, dass man den 1. Schritt mitg(pr) = Tprp−rs benutzt

und die Formeln aus dem 2. Schritt einsetzt. 2
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3.4.3 Hecke-Algebren und -Eigenformen

In diesem Abschnitt sei weiterhin(∆,Γ) = (∆0(N),Γ0(N)) und auch hier gilt alles in sehr ähnlicher

Form auch für(∆1(N),Γ1(N)).

Wir erinnern zunächst an einen Satz aus der linearen Algebra.

Satz 3.4.25SeiK ein algebraisch abgeschlossener Körper undT eine endlich-dimensionale kommu-

tativeK-Algebra. Weiter seiV 6= (0) ein endlich-dimensionalerK-Vektorraum undT → End(V )

einK-Vektorraum-Homomorphismus. Dann gibt es einen simultanen Eigenvektor 0 6= v ∈ V für alle

T ∈ T.

Beweis.Wegen der Endlichdimensionalität gibt es ein endliches ErzeugendensystemT1, . . . , Tr

von T. Wir wissen, dassT1 (damit meinen wir jetzt immer das Bild in den Endomorphismen vonV )

einen nicht-trivialen EigenraumV1 (zu irgendeinem Eigenwertλ1) besitzt (zum Beispiel mittels der

Jordanschen Normalform). Der wichtige Schritt ist nun, einzusehen, dassTiV1 ⊆ V1 ist. WegenT1v =

λ1v für alle v ∈ V1 und der Kommutativität der Algebra folgtT1Tiv = TiT1v = Tiλ1v = λ1Tiv für

v ∈ V1. Also ist mitv auchTiv ∈ V1.

Nun wissen wir genauso wie gerade, dassV1 einen EigenraumV2 6= (0) zuT2 (mit irgendeinem

Eigenwertλ2) enthält. Genauso wie gerade sieht man, dassTiV2 ⊆ V2. So macht man weiter und

erhält schließlichVr 6= (0), der Eigenraum für alleTi ist. Somit ist er auch Eigenraum für die gesamte

AlgebraT. 2

Definition 3.4.26 Eine Modulformf ∈ Mk(Γ) heißtHecke-Eigenform, falls f Eigenvektor für alle

Tn mit n ∈ N ist. Sie heißtnormiert, falls a1(f) = 1 ist.

Definition 3.4.27 Wir definieren die Hecke-AlgebraT(Mk(Γ)) als das Bild desC-Algebra-Homo-

morphismus

R(∆,Γ)→ EndC(Mk(Γ)).

Bemerkung 3.4.28Die Hecke-AlgebraT(Mk(Γ)) ist endlich-dimensional. Sie wird, wie man an Auf-

gabe 3.4.16 sieht, von den Hecke-OperatorenTp mit allen Primzahlenp erzeugt, dennT (p, p) ope-

riert als pk−2. Im Falle vonΓ1(N) darf man übrigens die Diamanten-Operatoren nicht vergessen,

oder man muss alleTn nehmen. 2

Es ergibt sich unmittelbar folgende Folgerung.

Korollar 3.4.29 In Mk(Γ) gibt es eine nicht-triviale Eigenform, vorausgesetzt, dassMk(Γ) 6= (0)

ist. 2

Notation 3.4.30 Anstattf.T mit einem Hecke-OperatorT und einer Modulformf schreiben wir

meistensT.f oderTf .
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Satz 3.4.31Die Paarung

Mk(Γ)× T(Mk(Γ))→ C, (f, T ) 7→ a1(Tf)

ist bilinear und nicht-ausgeartet.

Beweis.Die Bilinearität ist klar.

Sei nuna1(Tnf) = an(f) = 0 für allen ∈ N. Es folgt sofortf = 0.

Sei weitera1(Tf) = 0 für allef ∈Mk(Γ). Dann haben wir insbesondere

a1(TTnf) = a1(TnTf) = an(Tf) = 0

für alle n ∈ N und allef . Es ist alsoTf = 0 für alle f . Daraus folgtT = 0. Somit ist die Nicht-

Ausgeartetheit bewiesen. 2

Korollar 3.4.32 (a) Die Abbildung

Mk(Γ) −→ HomC−VR(T(Mk(Γ)),C), f 7→ (T 7→ a1(Tf))

definiert einen Isomorphismus vonT(Mk(Γ))-Moduln.

(b) Seif ∈Mk(Γ) eine normierte Hecke-Eigenform. Dann gilt

Tnf = an(f)f,

dern-te Koeffizient ist also dern-te Eigenwert.

(c) Die Abbildung

{ Norm. Eigenformen inMk(Γ)} −→ HomC−Algebra(T(Mk(Γ)),C), f 7→ (T 7→ a1(Tf))

ist eine Bijektion.

Beweis.(a) ist eine allgemeine Konsequenz für nicht-ausgeartete bilineare Paarungen.

(b) und (c) rechnet man sehr einfach nach. Siehe Vorlesung für Details. 2

Wir beschließen diese Vorlesung mit einigen Beispielen, die historisch die Entwicklung der hier

vorgestellten Theorie erst ausgelöst haben.

Beispiel 3.4.33 • Die Eisenstein-ReihenG4 undG6 sind Hecke-Eigenformen, da die Vektorräu-

meM4(SL2(Z)) undM6(SL2(Z)) ein-dimensional sind. Übrigens sind alleGk Hecke-Eigen-

formen.

• Die normierte Diskriminanten-Funktion∆ =
∑∞

n=1 τ(n)qn ∈ S12(SL2(Z)) ist eine norma-

lierte Hecke-Eigenform, da sie in einem ein-dimensionalen Raum von Spitenformen lebt. Es gilt

alsoTn∆ = τ(n)∆ und folglich gelten die Formeln in Korollar 3.4.23 auch mitτ(n) anstattTn.



94 KAPITEL 3. MODULKURVEN

Wir wenden jetzt das Euler-Produkt in Satz 3.4.24 auf∆ an. Man kann nun überprüfen, dass

die Koeffizientenτ(n) schnell genug abfallen (das ist für jede Spitzenform der Fall), so dass die

Reihen und Produkte jeweils absolut konvergieren. Daher erhalten wir die “echte” Gleichheit:

∞∑

n=1

τ(n)n−s =
∏

p∤N

(1− τ(p)p−s + p11−2s)−1 ·
∏

p|N
(1− τ(p)p−s)−1.



Anhang A

Notationen, Sätze, Lösungen

1.1 Notationen

[Hier sollte viel mehr stehen.]

• Uǫ(z) = {z′ ∈ C||z − z′| < ǫ}

• Uǫ(z)
• = {z′ ∈ C|0 < |z − z′| < ǫ} = Uǫ(z)− {z}

1.2 Sätze aus Funktionen-Theorie und Topologie

[Hier sollte auch viel mehr stehen.]

• Eine Teilmenge desRn ist genau dann kompakt, wenn sie beschränkt und abgeschlossen ist

(Heine-Borel).

• Eine nicht-konstante holomorphe Funktion ist offen.

• Jede Potenzreihe
∑∞

n=0 anz
n mit an ∈ C besitzt einen Konvergenzradiusr ≥ 0. Innerhalb des

Konvergenzradius ist die Reihe lokal gleichmäßig absolut konvergent, außerhalb ist sie diver-

gent. Innerhalb des Konvergenzradius darf man Differentiation und Summation vertauschen.

• Seia ∈ C. Seif : Uǫ(a)
• → C eine holomorphe Funktion. Dann lässt sichf in eine Laurent-

Reihe

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − a)n

entwickeln, die aufUǫ(a)
• lokal gleichmäßig absolut konvergiert. Dabei gilt

an =
1

2πi

∫

|z−a|=r

f(z)

(z − a)n+1
dz

für jedesr < ǫ.

95
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1.3 Lösungen

Hier sind Lösungsskizzen von ein paar Aufgaben.

• Lösung von Aufgabe 2.1.8.

SeiX = Z ∪ {∞}. Die Topologie ist zunächst:OX = {X, ∅} ∪ P(Z). Damit ist Z ∈ X

diskret. Die einzige offene Menge, die∞ enthält, istX. Damit istX kompakt. Denn jede

Überdeckung vonX muss ja dannX enthalten und hat die triviale endliche ÜberdeckungX.

Nun istX ∩ Z = Z, welches diskret, aber nicht endlich ist.

Die Verfeinerung, dieX Hausdorffsch sein lässt, ist, als offene Mengen wieder die Potenzmen-

ge vonZ zu nehmen und nun nochX ohne beliebige endliche Teilmengen vonZ zuzulassen.

Dann istX wieder kompakt, aberZ ist noch stets diskret. Darüber hinaus istX Hausdorffsch,

da wir je zwei Punkte durch offene Mengen trennen können. Eigenlich müssen wir ja nur∞
vonn trennen. Das geht dann ja durch{n} undX − {n}.

• Lösung von Aufgabe 3.1.9.

Die Rechnung ersparen wir uns. Es gilt, dass der Radius des Horokreises gleich 1
2c2y

ist. Somit

ist der Mittelpunkt gleich
a

c
+ i

1

2c2y
.

Nun ist

|a(x+ iy) + b

c(x+ iy) + d
−

(a
c

+ i
1

2c2y

)
|2 = · · · = 1

|2c2y|2 .

Ziehe für die Rechnung einfach 1
|c(x+iy)+d|2·|2c2y|2 heraus und multipliziere den Zähler aus.

Mit anderen Worten wird die Parallele zurx-Achse auf Höhey unter der Transformation zu

dem Horokreis mit dem angegebenen Radius und Mittelpunkt. Daraus folgert man sofort die

Aufgabe.
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