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Den Satz 4.1 kann man auch beweisen, ohne den KörperQ3 der3-adischen Zahlen zu kennen,

der in der Vorlesung noch nicht behandelt worden ist.

Führe die3-Bewertung einer rationalen Zahla
b

ein. Das geht wie folgt. Ista = 3rc mit

3 - c eine ganze Zahl, so istord3(a) =: r die 3-Bewertung vona. Wir setzenord3(
a
b
) :=

ord3(a) − ord3(b). Übrigens ist die3-Bewertung von0 definitionsgemäß∞.

Behandele nun die Aufgabe 4.2 (Achtung: es muss dort heißen “strictly smaller”). (Die Auf-

gabe 4.1 ist Analysis 1 und mehr oder weniger trivial. Wir setzen sie also voraus.)

Zeige, dass die (Absolut-)Norm des Elementesa + b21/3 ∈ Q(21/3) gleich a3 + 2b3 ist.

Folgere, dassη := 21/3 − 1 eine Einheit inZ[21/3] ist.

Beweis von Satz 4.1. Zum Beweis von Satz 4.1 unterscheiden wir zwei Fälle, nämlich n < 0

undn ≥ 0.

Der erste Fall ist elementar und kann mittels Induktion bewiesen werden. Genauer beweisen

wir, dass alle Koeffizienten von(η−1)n für n > 0 positiv und ungleich null sind. Fürn = 1

rechnet man unmittelbar nach, dassη−1 = 1+21/3 +41/3 gilt. Der Induktionsschluss folgt sofort

aus

(1 + 21/3 + 41/3)n = (1 + 21/3 + 41/3)(1 + 21/3 + 41/3)n−1.

Für den Falln ≥ 0 gehen wir jetzt den Beweis von Satz 4.1 Schritt für Schritt durch und

machen ein paar Änderungen. Setzeπ := 1 + 21/3. Ignoriere den Satz über das Primideal.

Berechne die Tabelle 1 ohne die Spalte für die5. Die drei Zeilen unter der Tabelle können wir so

stehen lassen. Ersetze in allen folgenden Formeln∞ durchn. Da wir nur ganzen ≥ 0 betrachten,

gibt es keinen Grundπ-adisch zu entwickeln, weil die Summe endlich ist. Wir habenalso

(−
η

2
)n = (1 −

π

2
)n =

n
∑

k=0

(n

k

)

(−
π

2
)k.

Der41/3-Koeffizient jeden Termes ist wie angegeben. Summieren wir diesen fürk = 0, 1, . . . , n

auf, so erhalten wir in der Tat den41/3-Koeffizient von(−η
2
)n. Unter der Annahme des Satzes

haben wir dann die nächste hervorgehobene Formel, aber mitn anstelle von∞. Auch die dar-

auf folgende hervorgehobene Formel bleibt richtig mitn statt∞. In dieser endlichen Summe

kommen nur rationale Zahlen vor, daher können wir ihre3-Bewertung nehmen. Die Aufgabe 4.2
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zusammen damit, dass dieck durch3[ k

3
] teilbar sind, ergibt, dass die3-Bewertung von

n
∑

k=5

1

k(k − 1)

(

n − 2

k − 2

)

(−
1

2
)kck

mindestens1 ist. Daraus folgt nun, dass die3-Bewertung von

4
∑
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1

k(k − 1)
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n − 2

k − 2

)

(−
1

2
)kck

auch mindestens1 ist. Dies liefert aber den gewünschten Widerspruch. ¤

Die Aufgabe 2.2 sollte schon im vorigen Vortrag behandelt worden sein. Löse nun die Auf-

gabe 6.4 (das ist die, die im Text 3.4 genannt wird). In der Formulierung dieser Aufgabe muss

es allerdings|x| < |y| (anstatt≤) heißen, day = −x bei gerademn ein Gegenbeispiel ergibt

(bemerkt von Florian Klössinger). Löse anschließend Aufgabe 4.5. Achtung: Es muss21/3 − 1

und nicht1 + 21/3 heißen (an drei Stellen).

Der Beweis des Satzes 4.2 sollte nun einfach sein.

Dies ist nur ein Vorschlag. Ihr dürft gerne die Reihenfolge der Darstellung verändern und zum

Beispiel mit Satz 4.2 anfangen und erst im Anschluss die benötigten Fakten zur Einheitengruppe

beweisen.
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